
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 26 № 2 2020

УДК 517.9+519.853.3

О РЕГУЛЯРИЗАЦИИ КЛАССИЧЕСКИХ УСЛОВИЙ ОПТИМАЛЬНОСТИ
В ВЫПУКЛЫХ ЗАДАЧАХ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ1

М.И. Сумин

Рассматривается регуляризация классических условий оптимальности (КУО) в выпуклой задаче опти-
мального управлении для линейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений с поточечным
фазовым ограничением-равенством и конечным числом функциональных ограничений типа равенства
и неравенства. Множество допустимых управлений задачи по традиции вкладывается в пространство
суммируемых с квадратом функций. Однако, целевой функционал не является, вообще говоря, сильно
выпуклым. Получение регуляризованных КУО основано на использовании двух параметров регуляриза-
ции. Один из них “отвечает” за регуляризацию двойственной задачи, другой же содержится в сильно вы-
пуклом регуляризирующем добавке к целевому функционалу исходной задачи. Основное предназначение
регуляризованных принципа Лагранжа и принципа максимума Понтрягина — устойчивое генерирование
минимизирующих приближенных решений в смысле Дж. Варги. Регуляризованные КУО: 1) формулиру-
ются как теоремы существования в исходной задаче минимизирующих приближенных решений с одно-
временным конструктивным представлением их конкретных представителей; 2) выражаются в терминах
регулярных классических функций Лагранжа и Гамильтона — Понтрягина; 3) являются секвенциаль-
ными обобщениями своих классических аналогов и сохраняют их общую структуру; 4) “преодолевают”
свойства некорректности КУО и являются регуляризирующими алгоритмами для решения оптимизаци-
онных задач.
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Введение

Работа посвящена регуляризации принципа Лагранжа (ПЛ) и принципа максимума Понт-
рягина (ПМП) в выпуклой задаче оптимального управления для линейной системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений с поточечным фазовым ограничением типа равенства и
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конечным числом функциональных ограничений типа равенства и неравенства. Множество до-
пустимых управлений задачи по традиции вкладывается в пространство суммируемых с квад-
ратом функций, но целевой функционал при этом не является, вообще говоря, сильно выпук-
лым. Основное предназначение доказываемых в работе регуляризованных классических усло-
вий оптимальности (КУО) — устойчивое генерирование минимизирующих последовтельно-
стей — минимизирующих приближенных решений (МПР) в смысле Дж. Варги (см. [1, гл. III]) в
рассматриваемой задаче для целей ее непосредственного практического устойчивого решения.
Заметим здесь же, что в теории математического программирования такие обобщенные мини-
мизирующие последовательности известны также под названием обобщенных планов (см. [2]).
Подчеркнем, что широко используемое в оптимальном управлении понятие МПР органично
сочетает в себе учет как запросов строгой математической оптимизационной теории (см. [1,
гл. IV–VIII; 2]), так и потребностей инженерной практики, предполагающей неизбежное нали-
чие у приближенных решений ненулевых зазоров и при выполнении ограничений задачи, и при
приближении значений функционала цели к ее (обобщенной) нижней грани (см. [1, гл. III]).

Регуляризованные КУО формулируются в данной работе как полностью сохраняющие
“структуру” КУО теоремы существования МПР с одновременным конструктивным представ-
лением их конкретных представителей. Их утверждения естественно трактовать так же, как
регуляризирующие алгоритмы для решения рассматриваемой задачи оптимального управле-
ния. Соответствующее понятие так называемого МПР-образующего алгоритма для ее решения
определяется ниже в разд. 1. Первые результаты по регуляризация КУО в задачах условной
выпуклой оптимизации в гильбертовых пространствах были получены в работах [3; 4]. В их
основе лежат методы двойственной регуляризации (см. [5]). Естественную потребность в такой
регуляризации можно связать, по крайней мере, с двумя следующими обстоятельствами.

1. Прежде всего, несмотря на очевидную важность умения решать те или иные задачи
условной оптимизации, возникающие при исследованиях как теоретического, так и приклад-
ного характера, возможности непосредственного применения КУО для этой цели существенно
ограничиваются свойствами некорректности последних (см. [4; 6]). Здесь в первую очередь
мы имеем ввиду такое свойство некорректности КУО, как их неустойчивость по возмущению
исходных данных оптимизационных задач (связанные с этим подробности, соответствующие
примеры неустойчивости, а также другие примеры некорректности КУО можно найти в [4;6]).
В частности, неустойчивость КУО неизбежно проявляется в задачах бесконечномерной услов-
ной оптимизации, возникающих при исследовании широкого спектра обратных задач совре-
менного естествознания. Обсуждение автором этого вопроса можно найти в работе 2019 г.
(Сумин М.И. Регуляризованные принцип Лагранжа и принцип максимума Понтрягина в оп-
тимальном управлении и обратных задачах // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН.
2019. Т. 25, № 1. C. 279–296).

2. Кроме того, можно в данном контексте указать и на то, что во многих важных за-
дачах условной бесконечномерной оптимизации с операторными ограничениями (т. е. с огра-
ничениями, задаваемыми операторами с бесконечномерными образами) возникают трудности
принципиального характера при получении самих КУО. В частности, это относится к зада-
чам оптимального управления с фазовыми ограничениями-равенствами, возникающим опять
же при исследовании обратных задач (см., например, вышеуказанную работу автора 2019 г.).
Получение КУО в задачах с такими ограничениями, относящимися к классу так называе-
мых нерегулярных смешанных ограничений (см., например, [7; 8]), как справедливо замечено
в [7, с. 92], чрезвычайно сложно. Такое сложное фазовое ограничение-равенство содержит и
рассматриваемая ниже задача оптимального управления.

Регуляризация КУО имеет самое непосредственное отношение к указанным выше двум
группам вопросов, связанных как с неустойчивостью (и некорректностью) самих КУО, так и
с трудностями их формального доказательства. И в том, и в другом случае регуляризованные
КУО устойчиво генерируют МПР в исходной оптимизационной задаче, а сами КУО “заме-
няются” их секвенциальными обобщениями, являясь “предельными вариантами” этих МПР.
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Другими словами, можно говорить в обоих случаях о трансформации КУО в устойчивые к
ошибкам исходных данных инструменты для решения задач условной оптимизации.

Регуляризация КУО в выпуклых задачах оптимального управления с не сильно выпуклы-
ми целевыми функционалами рассматривалась ранее в работах [6; 9]. Аналогичные результа-
ты, но для задач оптимального управления с сильно выпуклыми целевыми функционалами
были получены в [10]. Отличие результатов [6; 9] и [10] кратко можно описать следующим
образом. Во-первых, как в том, так и в другом случае МПР конструируется из точек ми-
нимума функции Лагранжа задачи, соответствующих значениям двойственных переменных
из некоторой последовательности, определяемой регуляризованными КУО. В случае сильно
выпуклого целевого функционала сильно выпуклой по исходной переменной является и функ-
ция Лагранжа, и, как следствие однозначно и корректно определяются и элементы МПР. В
отсутствие же сильной выпуклости при ограниченном множестве допустимых элементов га-
рантируется лишь существование элемента МПР в соответствующем множестве минималей
функции Лагранжа. Таким образом, генерирование МПР в силу регуляризованных КУО в та-
кой ситуации в существенной степени теряет свою конструктивность. В настоящей работе для
преодоления этого недостатка регуляризованных КУО (см. [6;9]) вместо одного используются
два параметра регуляризации. Один из них, как и в [6; 9; 10], “отвечает” за регуляризацию
двойственной задачи, другой же содержится в сильно выпуклом регуляризирующем добавке
к целевому функционалу исходной задачи.

В заключение вводной части отметим, что интерес к проблемам, так или иначе связан-
ным с вопросами регуляризации КУО, наблюдается на протяжении нескольких последних
десятилетий. В частности, укажем здесь на работы самого последнего времени [11; 12] (см.
также библиографию этих работ) по обоснованию так называемого SQH метода (Sequential
Quadratic Hamiltonian Method) решения задач оптимального управления, представляющего
собою основанную на ПМП итерационную схему, предполагающую использование числовых
регуляризирующих добавков к гамильтониану задачи. Однако следует подчеркнуть, что ука-
занный SQH метод (см. [11; 12]) нацелен на решение лишь “простейших” задач оптимального
управления, т. е. задач только с геометрическими ограничениями.

1. Выпуклая задача оптимального управления

с операторным и функциональными ограничениями

Рассмотрим выпуклую задачу оптимального управления с фиксированным временем, с
поточечным фазовым ограничением типа равенства, понимаемым как ограничение в гиль-
бертовом пространстве H ≡ L2(X), и конечным числом функциональных ограничений типа
равенства и неравенства

(OCδ) f δ(u) ≡ ϕδ
0(x

δ[u](T )) → min, u ∈ D̃ ⊂ Ll
2(0, T ),

Gδ(u)(t) ≡ 〈Φδ
1(t), x

δ[u](t)〉 = Hδ
1(t) при п. в. t ∈ X,

gδ1,i(u) ≡ 〈ϕδ
1,i, x

δ[u](T )〉 = hδ1,i, i = 1, . . . , k, gδ2,i(u) ≡ ϕδ
2,i(x

δ[u](T )) ≤ 0, i = 1, . . . ,m.

Здесь

ϕδ
0, ϕ

δ
2,i : R

n → R
1, i = 1, . . . ,m, — выпуклые непрерывные функции;

Φδ
1, H

δ
1 ∈ L∞(X); ϕδ

1,i ∈ R
n i = 1, . . . , k; hδ1 ≡ (hδ1,1, . . . , h

δ
1,k) ∈ R

k;

D̃ ≡ {u ∈ Ll
2(0, T ) : u(t) ∈ U при п. в. t ∈ (0, T )}, U ⊂ R

l, — выпуклый компакт;

X ⊂ [0, T ], X = cl X̊ , — замкнутое множество без изолированных точек с непустой внут-
ренностью;

xδ[u](t), t ∈ [0, T ], — решение задачи Коши

ẋ = Aδ(t)x+ Bδ(t)u(t), t ∈ [0, T ], x(0) = x0 ∈ R
n, (1.1)
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с измеримыми по Лебегу ограниченными матрицами Aδ : [0, T ] → R
n×n, Bδ : [0, T ] → R

n×l.
Верхний индекс δ в исходных данных задачи (OCδ) означает, что они либо заданы точно
(δ = 0), либо являются возмущенными (δ > 0), т. е. задаются с ошибкой, величину которой
и характеризует параметр δ ∈ [0, δ0], δ0 > 0, — некоторое фиксированное число2. Обозначаем
через u0 оптимальные элементы в задаче (OC0) в случае их существования. Всю совокупность
оптимальных элементов в этом случае обозначаем через U0.

Будем считать, что выполняются следующие оценки для отклонений возмущенных исход-
ных данных задачи от точных:

‖Φδ
1 − Φ0

1‖∞,X ≤ Cδ, ‖Hδ
1 −H0

1‖∞,X ≤ Cδ,

|ϕδ
1,i − ϕ0

1,i| ≤ Cδ, |hδ1,i − h01,i| ≤ Cδ, i = 1, . . . , k,
(1.2)

|ϕδ
0(x)− ϕ0

0(x)| ≤ CMδ, |ϕδ
2,i(x)− ϕ0

2,i(x)| ≤ CMδ ∀x ∈ Sn
M , i = 1, . . . ,m,

‖Aδ −A0‖∞,(0,T ) ≤ Cδ, ‖Bδ − B0‖∞,(0,T ) ≤ Cδ,

где постоянные C, CM > 0 не зависят от δ, Sn
M ≡ {x ∈ R

n : |x| ≤ M}. Обозначим через
f
δ произвольный набор (ϕδ

0, Φ
δ
1, H

δ
1 , ϕ

δ
1,i, h

δ
1,i, i = 1, . . . , k, ϕδ

2,i, i = 1, . . . ,m, Aδ,Bδ) исходных

данных задачи (OCδ), удовлетворяющих оценкам (1.2).
Введем обозначения: gδ1(u) ≡ (gδ1,1(u), . . . , g

δ
1,k), gδ2(u) ≡ (gδ2,1(u), . . . , g

δ
2,m),

D̃δ,ǫ ≡
{
u ∈ D̃ : ‖〈Φδ

1(·), xδ [u](·)〉 −Hδ
1(·)‖2,X ≤ ǫ, |gδ1(u)− hδ1| ≤ ǫ, min

x∈Rm
−

|gδ2(u)− x| ≤ ǫ
}
,

где R
m
− ≡ {x ≡ (x1, . . . , xm) ∈ R

m : x1 ≤ 0, . . . , xm ≤ 0}, ǫ ≥ 0, D̃0,0 ≡ D̃0. Ниже центральным

для нас будет понятие МПР в задаче (OC0), т. е. последовательности uk ∈ D̃, k = 1, 2, . . ., такой,

что f0(uk) → β, uk ∈ D̃0,ǫk для некоторой последовательности положительных чисел ǫk, k =
1, 2, . . . , ǫk → 0, k → ∞. Здесь β — обобщенная нижняя грань: β ≡ β+0 ≡ lim

ǫ→+0
βǫ, βǫ ≡

inf
u∈D̃0,ǫ

f0(u), βǫ ≡ +∞, если D̃0,ǫ = ∅. Очевидно, β ≤ β0, где β0 ≡ inf
u∈D̃0

f0(u) — классическая

нижняя грань. Однако, в задаче (OC0) в силу ее выпуклости и ограниченности D̃ справедливо
равенство β = β0 = {f0(u0), если u0 существует; +∞ в противном случае}.

Введем согласованное с понятием МПР понятие МПР-образующего (регуляризирующего)
оператора для задачи (OC0).

О п р е д е л е н и е 1. Пусть δk ∈ (0, δ0), k = 1, 2, . . . , — сходящаяся к нулю последова-
тельность положительных чисел. Зависящий от δk, k = 1, 2, . . ., оператор R(·, δk), ставящий

в соответствие каждому набору исходных данных f
δk , удовлетворяющих оценкам (1.2) при

δ = δk, элемент uδ
k ∈ D̃, называется МПР-образующим в задаче (OC0), если последователь-

ность uδ
k

, k = 1, 2, . . . , есть МПР в этой задаче.

З а м е ч а н и е 1. При определении МПР и МПР-образующего оператора использована
метрика L2(X). Однако ввиду компактности в C(X) множества {x[u](·) : u ∈ D̃} в этих опреде-
лениях можно было бы вместо нее использовать и метрику Lp(X) с любым p ∈ [1,+∞], p 6= 2.
Это объясняется тем, что в силу указанной компактности любое МПР в задаче (OC0) в смыс-
ле введенного выше определения является таковым же и в случае, когда в нем используется
показатель p ∈ [1,+∞], p 6= 2 вместо p = 2.

Перепишем задачу (OCδ) в более компактной форме

(OCδ) f δ(u) → min, u ∈ D̃,
2Здесь и ниже Ll

p(X), L1

p(X) ≡ Lp(X), — пространство суммируемых со степенью 1 ≤ p < ∞
(измеримых существенно ограниченных в случае p = ∞) на множестве X функций ϕ : X → R

l с
нормой ‖ϕ‖p,X , Rn×l — пространство (n× l)-матриц.
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g̃δ1(u) ≡ (Gδ(u), gδ1,1(u), . . . , g
δ
1,k(u)) = h

δ
, gδ2(u) ≡ (gδ2,1(u), . . . , g

δ
2,m(u)) ≤ 0,

где h
δ ≡ (Hδ

1 , h
δ
1,1, . . . , h

δ
1,k) ∈ L2(X)×R

k, а затем и в эквивалентной форме задачи выпуклого
программирования

(P̃δ) f δ(u) → min, Aδu = hδ , gδ(u) ≤ 0, u ∈ D̃.

Здесь
Aδ : Ll

2(0, T ) → L2(X) × R
k ≡ H — линейный ограниченный оператор, задаваемый равен-

ством Aδu ≡ (〈Φδ
1(·), xδ0[u](·)〉, 〈ϕδ

1,1, x
δ
0[u](T )〉, . . . , 〈ϕδ

1,k, x
δ
0[u](T )〉);

xδ0[u] — решение задачи Коши с однородным начальным условием

ẋ = Aδ(t)x+ Bδ(t)u(t), x(0) = 0 ∈ R
n, t ∈ [0, T ];

gδ(u) ≡ gδ2(u); h
δ ≡ h

δ − h̃δ; h̃δ ∈ L2(X) × R
k — элемент, задаваемый равенством

h̃δ ≡ (〈Φδ
1(·), xδ [0](·)〉, 〈ϕδ

1,1, x
δ [0](T )〉, . . . , 〈ϕδ

1,k, x
δ[0](T )〉).

Запишем оценки для отклонений исходных данных возмущенной задачи (P̃δ) (δ > 0) от
соответствующих исходных данных невозмущенной задачи (δ = 0). С помощью хорошо из-
вестных стандартных средств легко показать, что справедливы оценки

‖xδ[u]‖(0)[0,T ] ≤ C1(1 + ‖u‖2,(0,T )), ‖xδ0[u]‖
(0)
[0,T ] ≤ C2‖u‖2,(0,T ),

‖xδ[u]− x0[u]‖(0)[0,T ] ≤ C3δ(1 + ‖u‖2,(0,T )), ‖xδ0[u]− x00[u]‖
(0)
[0,T ] ≤ C4δ(1 + ‖u‖2,(0,T )),

в которых постоянные C1,C2,C3,C4 > 0 не зависят ни от матриц Aδ, Bδ, удовлетворяющих

оценкам (1.2), ни от δ, ни от u ∈ Ll
2(0, T ), ‖x‖(0)[0,T ] ≡ ‖x‖C[0,T ]. В свою очередь, эти оценки

в совокупности с оценками (1.2) отклонения возмущенных исходных данных от точных для
задачи (OCδ) приводят к искомым оценкам отклонения исходных данных возмущенной зада-
чи (P̃δ) от соответствующих исходных данных точной задачи

|f δ(u)− f0(u)| ≤ C5δ, |gδ(u)− g0(u)| ≤ C6δ ∀u ∈ D̃, (1.3)

‖Aδu−A0u‖ ≤ C7δ(1 + ‖u‖2,(0,T )) ∀u ∈ Ll
2(0, T ), ‖hδ − h0‖ ≤ C8δ,

где постоянные C5, C6, C7, C8 > 0 также не зависят ни от набора f
δ, удовлетворяющего

оценкам (1.2), ни от δ ∈ (0, δ0].

2. Задача выпуклого программирования

Основной нашей целью, как уже было сказано выше, является доказательство регуляризо-
ванных ПЛ и ПМП в задаче оптимального управления (OC0) с выпуклым (и, вообще говоря, не
сильно выпуклым) функционалом качества в случае ограниченного множества D. Будем опи-
раться для достижения указанной цели на результаты статьи [4], в которой рассматривалась
регуляризация ПЛ или, другими словами, теоремы Куна — Таккера для задачи выпуклого
программирования в предположении сильной выпуклости целевого функционала (как точно-
го, так и возмущенного).

Перепишем задачу (P̃δ) в обозначениях [4]. Отметим сразу, что в отличие от [4] будем
иметь дело здесь с задачей без параметров в ограничениях, т. е. в задаче (Pp,r) из [4] надо

формально положить p = 0, r = 0. Таким образом, вместо задачи (P̃δ) будем непосредственно
рассматривать задачу с ограниченным допустимым множеством D

(Pδ) f δ(z) → min, Aδz = hδ, gδi (z) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, z ∈ D ⊂ Z,
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которая совпадает с задачей (P̃δ), если мы формально полагаем:
Z = Ll

2(0, T ); z = u; H = L2(X)× R
k;

D = D̃ ≡ {u ∈ Ll
2(0, T ) : u(t) ∈ U при п. в. t ∈ (0, T )};

f δ(u) ≡ ϕδ
0(x

δ [u](T ));
Aδu ≡ (〈Φδ

1(·), xδ0[u](·)〉, 〈ϕδ
1,1 , x

δ
0[u](T )〉, . . . , 〈ϕδ

1,k, x
δ
0[u](T )〉);

gδ(u) ≡ gδ2(u); hδ ≡ h
δ − h̃δ.

Ее решения в случае их существования обозначаем через z0, а множество всех таких решений —
через Z0.

Для этой задачи, как и в [4], можем записать в силу локальной липшицевости функций
ϕδ
0, ϕ

δ
2,i : R

n → R
1 и стандартных оценок для отклонений решений задачи Коши (1.1)

|f δ(z1)− f δ(z2)| ≤ LM‖z1 − z2‖, |gδ(z1)− gδ(z2)| ≤ LM‖z1 − z2‖ ∀ z1, z2 ∈ D ∩ SM ,

где LM > 0 — независящая от δ постоянная, SM ≡ {z ∈ Z : ‖z‖ ≤ M}, а также в силу (1.3)
оценки для отклонений возмущенных исходных данных от точных

|f δ(z)− f0(z)| ≤ Cδ(1 + ‖z‖2), ‖Aδz −A0z‖ ≤ Cδ(1 + ‖z‖),

|gδ(z) − g0(z)| ≤ Cδ(1 + ‖z‖2) ∀z ∈ D, ‖hδ − h0‖ ≤ Cδ,
(2.1)

где C > 0 не зависит от δ. Здесь мы сохраняем оценки для отклонений в таком виде, как они
даны в [4], хотя в силу ограниченности D сомножители (1 + ‖z‖) в правых частях неравенств
могут быть формально удалены (см. (1.3)).

Как и в [4], используем обозначения Lδ(z, λ, µ) ≡ f δ(z) + 〈λ,Aδz − hδ〉 + 〈µ, gδ(z)〉, Dδ,ǫ ≡
{z ∈ D : ‖Aδz − hδ‖ ≤ ǫ, gδi (z) ≤ ǫ, i = 1, . . . ,m}, ǫ ≥ 0, D0,0 ≡ D0, а под МПР понимаем

последовательность zk ∈ D, k = 1, 2, . . . , если f0(zk) → β, zk ∈ D0,ǫk , для некоторой последо-
вательности положительных чисел ǫk, k = 1, 2, . . . , ǫk → 0, k → ∞, где обобщенная нижняя
грань β ≡ β+0 ≡ lim

ǫ→+0
βǫ, βǫ ≡ inf

z∈D0,ǫ
f0(z), βǫ ≡ +∞, если D0,ǫ = ∅. Как и в случае зада-

чи (OCδ), здесь в силу ограниченности D имеет место равенство β = β0 ≡ inf
z∈D0

f0(z).

Введем далее, следуя традиции теории некорректных задач, понятие регуляризирующе-
го алгоритма в задаче условной оптимизации (P0). Предположим, что обобщенная нижняя
грань β задачи (P0) удовлетворяет строгому неравенству β < +∞.

О п р е д е л е н и е 2. Зависящий от параметра δ ∈ (0, δ0), оператор R(·, ·, ·, ·, δ), ставя-
щий в соответствие каждой четверке исходных данных f δ, Aδ, hδ, gδ, удовлетворяющих оцен-
кам (2.1), элемент R(f δ, Aδ, hδ, gδ, δ) ≡ zδ ∈ D такой, что f0(zδ) → β, ‖A0zδ − h0‖ → 0,
min
x∈Rm

−

|g0(zδ)− x| → 0, δ → 0, называется регуляризирующим в задаче (P0).

З а м е ч а н и е 2. Определения регуляризирующих алгоритмов для задач математиче-
ского программирования с конечным числом функциональных ограничений типа равенства и
неравенства можно найти, например, в [13, гл. 9]. Эти определения даны в случае задач пер-
вого типа (т. е. задач, в которых ищется только нижняя грань, см. [13, гл. 9, с. 802]) и второго
типа (т. е. задач, в которых ищется и нижняя грань, и оптимальный элемент, см. [13, гл. 9,
с. 837]). С формальной точки зрения данное выше определение 2 занимает промежуточное
положение между двумя указанными выше определениями (см. [13, гл. 9]). В отличие от опре-
деления [13, гл. 9, с. 802] в определении 2 речь идет не только о приближении к нижней
грани задачи, но и параллельно о выполнении “в пределе” ее ограничений с одновременным
представлением “сходящихся” при δ → 0, как по функции, так и по “ограничениям” элементов
R(f δ, Aδ, hδ , gδ , δ) ≡ zδ ∈ D. В то же время в отличие от определения [13, гл. 9, с. 837] в опре-
делении 2 не идет речь о какой-либо сходимости (сильной, слабой) при δ → 0 самих элементов
семейства R(f δ, Aδ, hδ, gδ, δ) ≡ zδ ∈ D к какому-либо конкретному элементу, например, к точ-
ному решению задачи (P0) в случае существования последнего. Такая сходимость (сильная,
слабая) является уже следствием, как того факта, что элементы R(f δ, Aδ, hδ , gδ , δ) ≡ zδ ∈ D
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при δ → 0 сходятся одновременно и по функции, и по “ограничениям”, так и дополнительных
свойств исходных данных задачи.

Так как основной целью работы является построение МПР в задаче (OC0), а семейство
{zδ ∈ D : δ ∈ (0, δ0]} из определения 2 не является последовательностью, то помимо вве-
денного выше определения регуляризирующего оператора в задаче (P0) введем его “след” —
определение МПР-образующего оператора в задаче (P0) (см. аналогичное определение 1).

О п р е д е л е н и е 3. Пусть δk ∈ (0, δ0), k = 1, 2, . . . , — сходящаяся к нулю последова-
тельность положительных чисел. Зависящий от δk, k = 1, 2, . . ., оператор R(·, ·, ·, ·, δk), ставя-

щий в соответствие каждому набору исходных данных (f δ
k

, Aδk , hδ
k

, gδ
k

), удовлетворяющих

оценкам (2.1) при δ = δk, элемент zδ
k ∈ D, называется МПР-образующим в задаче (P0), если

последовательность zδ
k

, k = 1, 2, . . ., есть МПР в этой задаче.

2.1. Двойственная регуляризация в задаче выпуклого программирования

с сильно выпуклым функционалом цели

Предполагаем в данном разделе, что функции f δ, δ ∈ [0, δ0], в задаче (Pδ) являются силь-
но выпуклыми на D с постоянной сильной выпуклости κ, которая не зависит от δ ∈ [0, δ0],
а задача (P0) имеет решение, которое обозначается через z0. Обозначим, как и в [4], через
(λδ,α, µδ,α) единственную в H × R

m
+ точку, дающую на этом множестве максимум сильно во-

гнутому функционалу

Rδ,α(λ, µ) ≡ V δ(λ, µ) − α‖λ‖2 − α|µ|2, (λ, µ) ∈ H × R
m
+ .

Подчеркнем, что в данной работе в отличие от [4] мы рассматриваем, во-первых, непарамет-
рическую задачу (P0) (т. е. задачу, не содержащую параметры в ограничениях), у которой,
во-вторых, множество D ограничено. Здесь мы используем все те же обозначения, что и в [4],
но пара (p, r) при этом из всех обозначений [4] удаляется.

Пусть выполняется условие согласования

δ

α(δ)
→ 0, α(δ) → 0, δ → 0. (2.2)

Как и в [4], используем обозначение zδ[λ, µ] ≡ argmin {Lδ(z, λ, µ), z ∈ D} для минималей
функций Лагранжа, из которых в конечном итоге и конструируется МПР в задаче. Напом-
ним, что в [4] (без предположения ограниченности D) при условии независимости постоянной
сильной выпуклости κ от δ было показано (см. [4, неравенство (3.25)]), что

‖zδ[λδ,α(δ), µδ, α(δ)]‖ ≤ L, (2.3)

где постоянная L > 0 не зависит от δ ∈ [0, δ0], но зависит, вообще говоря, от κ. Указанная
постоянная L была использована затем в формулировке теоремы сходимости метода двой-
ственной регуляризации (см. [4, теорема 3.1]). При получении этой оценки использовалась, в
частности, доказанная в [4, (3.17)], оценка

f δ(zδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) ≥ K, (2.4)

где постоянная K также не зависит от δ ∈ [0, δ0], но зависит, вообще говоря, от κ. Так как в
данной работе множество D ограничено, то первая из этих оценок выполняется автоматически,
например с L = sup

z∈D

‖z‖, а вторая выполняется в силу первой из оценок (2.1) и того факта, что

непрерывная выпуклая функция на ограниченном замкнутом выпуклом множестве гильберто-
ва пространства достигает минимума. Данное обстоятельство позволяет нам воспользоваться
теми результатами из [4], которые были получены с использованием указанных выше двух
оценок. Сохраним ниже обозначения L и K для постоянных из этих двух оценок.
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С учетом сказанного мы можем применить в данной работе теорему сходимости метода
двойственной регуляризации из [4, теорема 3.1] для задачи (P0). Но прежде чем сформулиро-
вать здесь нужную нам часть этой теоремы, приведем следующие оценки из [4], являющиеся
основными при ее доказательстве. Во-первых, это оценка (3.23) (постоянная C в ней — это
постоянная из (2.1))

f δ(zδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)])

≤ f0(z0) + Cδ(1 + ‖z0‖2) + Cδ‖λδ,α(δ)‖(2 + ‖z0‖) +Cδ|µδ,α(δ)|(1 + ‖z0‖2) ≡ f0(z0) + ψ(δ). (2.5)

Она является следствием неравенств, во втором из которых используются оценки (2.1),

Lδ(zδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)], λδ,α(δ), µδ,α(δ)) ≤ Lδ(z0, λδ,α(δ), µδ,α(δ))

≤ f0(z0) + [f δ(z0)− f0(z0)] + ‖λδ,α(δ)‖ ‖Aδz0 − hδ‖+ |µδ,α(δ)| |gδ(z0)− g0(z0)|
≤ f0(z0) + Cδ(1 + ‖z0‖2) + Cδ‖λδ,α(δ)‖(2 + ‖z0‖) + Cδ|µδ,α(δ)|(1 + ‖z0‖2), (2.6)

учитывая [4, неравенство (3.14)])

〈
(Aδzδ [λδ, α(δ), µδ,α(δ)]− hδ, gδ(zδ[λδ, α(δ), µδ,α(δ)])), (λδ,α(δ) , µδ,α(δ))

〉
≥ 0. (2.7)

Во вторых, это оценка из [4, (3.18)]

α(δ)

√
‖λδ,α(δ)‖2 + |µδ,α(δ)|2 ≤ C2δ +

√
C2
2δ

2 − 8α(δ)K(δ) ≡ φ(δ, α(δ)), (2.8)

где C2 =
√
2C1(1 + ‖z0‖2) (см. [4, (3.16)]), C1 = 3/2C (см. (3.15) там же) и, кроме того, с

K(δ) ≡ f δ(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)])− f0(z0)− Cδ(1 + ‖z0‖2).
Наконец, в третьих, это оценки из [4, (3.20)]

‖Aδzδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− hδ‖ ≤ φ(δ, α(δ)) → 0,

gδi (z
δ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) ≤ φ(δ, α(δ)), φ(δ, α(δ)) → 0, δ → 0, i = 1, . . . ,m.

(2.9)

Применение оценок (2.3), (2.4) в совокупности с оценками (2.1) в (2.5), (2.8), (2.9) приводит
к следующим результатам (ψ(δ) определено в (2.5), φ(δ, α(δ)) — в (2.8))

‖A0zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− h0‖

≤ ‖Aδzδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− hδ‖+ ‖A0zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]−Aδzδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)] ‖+ ‖h0 − hδ‖
≤ ‖Aδzδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]−hδ‖+Cδ(1+‖zδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)] ‖ )+Cδ ≤ φ(δ, α(δ))+Cδ(2+L), (2.10)

g0i (z
δ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)])

≤ gδi (z
δ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) + g0i (z

δ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)])− gδi (z
δ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)])

≤ gδi (z
δ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) + Cδ(1 + ‖zδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)] ‖2) ≤ φ(δ, α(δ)) + Cδ(1 + L2), (2.11)

f0(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)])

≤ f0(z0) + ψ(δ) + f0(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)] )− f δ(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)] )

≤ f0(z0) + ψ(δ) + Cδ(1 + ‖zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)] ‖2) ≤ f0(z0) + ψ(δ) + Cδ(1 + L2). (2.12)

Кроме того, оценивая величину φ(δ, α(δ)), имеем (напомним, что C2 = C (3
√
2/2)(1 + ‖z0‖2))

φ(δ, α(δ)) ≡ C2δ +
√
C2
2δ

2 − 8α(δ)K(δ)

≡ C2δ +
√
C2
2δ

2 − 8α(δ)(f δ(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)] )− f0(z0)− Cδ(1 + ‖z0‖2))
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≤ C2δ +
√
C2
2δ

2 − 8α(δ)(K − f0(z0)− Cδ(1 + ‖z0‖2)), (2.13)

α(δ)

√
‖λδ,α(δ)‖2 + |µδ,α(δ)|2 ≤ C2δ +

√
C2
2δ

2 − 8α(δ)(K − f0(z0)− Cδ(1 + ‖z0‖2)). (2.14)

Как результат полученных оценок можем сформулировать теорему сходимости метода двой-
ственной регуляризации в задаче (P0), являющуюся следом из [4, теорема 3.1] (в данной работе
нам нужны не все утверждения этой теоремы)

Теорема 1 (Регуляризирующий двойственный алгоритм). Пусть задача (P0) имеет ре-

шение z0. Вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная к (P0) задача, при

выполнении условия согласования (2.2) выполняются соотношения:

f0(zδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) ≤ f0(z0) + ψ1(δ), ψ1(δ) ≡ ψ(δ) + Cδ(1 + L2) → 0, δ → 0; (2.15)

‖A0zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− h0‖ ≤ φ(δ, α(δ)) +Cδ(2 + L) → 0; (2.16)

g0i (z
δ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)]) ≤ φ(δ, α(δ)) + Cδ(1 + L2) → 0; (2.17)

〈
(λδ,α(δ), µδ,α(δ)), (Aδzδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− hδ , gδ(zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]))

〉
→ 0, δ → 0, (2.18)

где C — независящая от δ постоянная (см. формулу (2.1)), величина L определена в (2.3), а

величины ψ(δ), φ(δ, α(δ)) определены в (2.5), (2.8), соответственно.

Если же сильно выпуклый функционал f0 является и субдифференцируемым (в смысле

выпуклого анализа) в точках D, то справедливо и предельное соотношение

‖zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)]− z0‖ → 0, δ → 0. (2.19)

Другими словами, вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная задача, ал-

горитм, задаваемый равенством R(f δ, Aδ, hδ, gδ , δ) = zδ[λδ,α(δ), µδ,α(δ)], является регуляри-

зирующим в смысле определения 2, причем в случае субдифференцируемости f0 в точках D
имеет место и сильная сходимость (2.19). Если же такой субдифференцируемости нет, то

можно говорить лишь о слабой сходимости zδ [λδ,α(δ), µδ,α(δ)] к z0 при δ → 0.

З а м е ч а н и е 3. В формулировке теоремы 3.1 в [4] были пропущены полученные при
ее доказательстве слагаемые: ψ(δ) (см. [4, неравенства (3.23), (3.26)]) — в выражении для ψ1(δ)
в формуле, соответствующей (2.15); Cδ(2 + L) — в правой части неравенства, соответствую-
щего (2.16); Cδ(1+L2) — в правой части неравенства, соответствующего (2.17). В приводимой
здесь формулировке все указанные слагаемые восстановлены.

2.2. Двойственная регуляризация в задаче выпуклого программирования

с выпуклым функционалом цели

В предыдущем разделе была описана процедура двойственной регуляризации в задаче вы-
пуклого программирования с сильно выпуклым функционалом качества и получены оценки
сходимости этой процедуры по функции и по ограничениям. В настоящем разделе мы покажем,
как эти оценки могут быть применены к задаче выпуклого программирования с выпуклым
функционалом качества, который не обязательно является сильно выпуклым. А именно, мы
организуем процесс двойственной регуляризации с помощью двух регуляризирующих добав-
ков, один из которых находится, как и ранее, в двойственной задаче, а другой — в функционале
качества.

Итак, рассматриваем сформулированную в начале разд. 2 задачу (P0), функционал f0 :
D → R

1 которой является выпуклым на выпуклом замкнутом ограниченном множестве D;
точнее, выпуклыми являются как точный функционал f0, так и его возмущение f δ. Пусть
решение задачи (P0) существует, т. е. Z0 6= ∅. Далее будем обозначать через z0 одно конкретное
из решений задачи (P0), а именно, ее нормальное, т. е. минимальное по норме, решение.
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Рассмотрим формально семейство регуляризованных задач

(Pδ
ε) f δ(z) + ε‖z‖2 → min, Aδz = hδ, gδi (z) ≤ 0, i = 1, . . . ,m, z ∈ D ⊂ Z,

решения которых zδε при ε > 0, δ > 0 могут и не существовать, z00 ≡ z0. Очевидно, в каждой
из задач (Pδ

ε) c ε > 0 функционал качества f δ(·) + ε ‖ · ‖2 является непрерывным и сильно
выпуклым на D с постоянной сильной выпуклости ε > 0.

Как известно из результатов обычной теории тихоновской стабилизации (см. [13, § 4, тео-
рема 4]), в этом случае имеет место предельное соотношение z0ε → z0, ε → 0, где, как уже
определено выше, z0 ∈ Z0 — нормальное решение исходной задачи (P0).

Введем регулярный функционал Лагранжа

Lδ,ε(z, λ, µ) ≡ f δ(z) + ε‖z‖2 + 〈λ, Aδz − hδ〉+ 〈µ, gδ(z)〉, z ∈ D, λ ∈ H, µ ∈ R
m
+ ,

вогнутый функционал значений — двойственный функционал

V δ,ε(λ, µ) ≡ inf
z∈D

Lδ,ε(z, λ, µ), λ ∈ H, µ ∈ R
m, V δ,0(λ, µ) ≡ V δ(λ, µ)

и двойственную задачу
V δ,ε(λ, µ) → sup, (λ, µ) ∈ H × R

m
+ .

Пусть zδ,ε[λ, µ] ≡ argmin {Lδ,ε(z, λ, µ), z ∈ D} при условии, что (λ, µ) ∈ H × R
m
+ , ε > 0,

δ ≥ 0. Обозначим через (λδ,α(δ),ε, µδ,α(δ),ε) ∈ H × R
m
+ решение регуляризованной двойственной

задачи V δ,ε(λ, µ)− α(δ)‖(λ, µ)‖2 → max, (λ, µ) ∈ H × R
m
+ с условием согласования (2.2).

Сформулированные условия в силу оценок (2.10)–(2.12) позволяют записать

‖A0zδ,ε[λδ,α(δ), ε, µδ,α(δ), ε]− h0 − p‖ ≤ φ(δ, α(δ), ε) + Cδ(2 + L), (2.20)

g0i (z
δ,ε[λδ,α(δ),ε, µδ,α(δ),ε]) ≤ φ(δ, α(δ), ε) + Cδ(1 + L2), (2.21)

f0(zδ,ε[λδ,α(δ),ε, µδ,α(δ),ε])+ε‖zδ,ε[λδ,α(δ),ε, µδ,α(δ),ε‖2 ≤ f0(z0ε )+ε‖z0ε‖2+ψ(δ, ε)+Cδ(1+L2), (2.22)

‖zδ,ε[λδ,α(δ),ε, µδ,α(δ),ε]‖ ≤ L, (2.23)

где (см. формулы (2.5), (2.8), (2.13), (2.14))

φ(δ, α(δ), ε) ≤ C2(ε)δ +
√

(C2(ε))2δ2 − 8α(δ)(F − f0(z0ε )− ε ‖z0ε‖2 − Cδ(1 + ‖z0ε‖2)), (2.24)

ψ(δ, ε) ≡ Cδ(1 + ‖z0ε‖2) +Cδ(‖z0ε‖+ 2) ‖λδ,α(δ),ε‖+ Cδ(1 + ‖z0ε‖2) |µδ,α(δ),ε| → 0, δ → 0, (2.25)

α(δ)

√
‖λδ,α(δ),ε‖2 + |µδ,α(δ),ε|2

≤ C2(ε)δ +
√

(C2(ε))2δ2 − 8α(δ)(F − f0(z0ε )− ε ‖z0ε‖2 −Cδ(1 + ‖z0ε‖2)), (2.26)

и в силу ограниченности D можно считать, что существует такое не зависящее от δ, ε число F ,
для которого выполняется неравенство (вместо неравенства (2.4))

f δ(zδ,ε[λδ, α(δ), ε, µδ,α(δ),ε]) + ε ‖zδ,ε[λδ,α(δ),ε, µδ,α(δ),ε] ‖2 ≥ F.

Здесь постоянная C > 0 берется, как и выше, из (2.1) и не зависит от δ,

C2(ε) = C(3
√
2/2)(1 + ‖z0ε‖2).

Полученные оценки (2.20)–(2.22) в совокупности с оценкой (2.24), равенством (2.25) и оцен-
кой (2.26), а также с учетом условия согласования (2.2) и предельного соотношения z0ε →
z0, ε→ 0, где z0 — нормальное решение исходной задачи (P0), позволяют записать

A0zδ,ε[λδ,α(δ),ε, µδ,α(δ),ε]− h0 → 0, g0i (z
δ,ε[λδ,α(δ),ε, µδ,α(δ),ε]) ≤ ϕ(δ, ε) → 0, i = 1,m,

f0(zδ,ε[λδ,α(δ),ε, µδ,α(δ),ε]) ≤ f0(z0) + ϕ1(δ, ε), ϕ1(δ, ε) → 0, δ → 0, ε→ 0,
(2.27)
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α(δ)‖λδ,α(δ),ε‖ → 0, α(δ)‖µδ,α(δ),ε‖ → 0, δ → 0, ε→ 0. (2.28)

Откуда следует, что любая последовательность zδ
k ,εk [λδ

k ,α(δk),εk , µδ
k ,α(δk),εk ] с δk ≥ 0, δk → 0,

εk > 0, εk → 0, k → ∞ представляет собою МПР в рассматриваемой задаче (P0), все слабые
предельные точки которой (они заведомо существуют в силу ограниченности D) являются ее
решениями.

Итак, в настоящем разделе построено МПР в задаче (P0) или, другими словами, доказана
теорема.

Теорема 2. Пусть выполняется условие согласования (2.2), δk ∈ (0, δ0), ε
k, k = 1, 2, . . ., —

последовательности сходящихся к нулю положительных чисел. Оператор R(·, ·, ·, ·, δk), ста-

вящий в соответствие любому набору исходных данных {f δk , Aδk , hδ
k

, gδ
k}, удовлетворяю-

щих оценкам (2.1) при δ = δk, элемент R(f δ
k

, Aδk , hδ
k

, gδ
k

, δk) ≡ zδ
k ,εk [λδ

k ,α(δk),εk , µδ
k ,α(δk),εk ],

является МПР-образующим в смысле определения 3.

Данное обстоятельство позволит нам сформулировать и доказать в терминах МПР в сле-
дующем разделе регуляризованный ПЛ для задачи (P0), являющийся одновременно регуля-
ризирующим алгоритмом в задаче в смысле определения 3.

З а м е ч а н и е 4. При каждом фиксированном ε задача (P0
ε) является задачей выпук-

лого программирования с сильно выпуклым функционалами цели f δ(·)+ ε ‖ · ‖2 при δ ∈ [0, δ0].
Поэтому к ней могут быть применены результаты теоремы 3.1 в [4] или, другими словами,
результаты теоремы 1, следствием которых, по сути дела, и явились оценки (2.20)–(2.22).
Учитывая оценку (2.24) и равенство (2.25), а также условие согласования (2.2) в силу тео-
ремы 1 можно утверждать в этой ситуации, что при дополнительном предположении суб-
дифференцируемости f0 на D справедливо предельное соотношение zδ,ε[λδ,α(δ),ε, µδ,α(δ),ε] →
z0ε , δ → 0. Так как при этом z0ε → z0, ε → 0, где z0 — нормальное решение исходной за-
дачи (P0), то можно говорить о существовании такой зависимости δ = δ(ε), при которой
справедливо предельное соотношение zδ(ε),ε[λε, µε] → z0, ε → 0, где принято обозначение
(λε, µε) ≡ (λδ(ε),α(δ(ε)),ε, µδ(ε),α(δ(ε)),ε). При этом без ограничения общности в силу предельного
соотношения (2.18) выполняется и предельное соотношение

〈(λε, µε), (Aδ(ε)zδ(ε),ε[λε, µε]− hδ(ε), gδ(ε)(zδ(ε),ε[λε, µε]))〉 → 0, ε→ 0.

2.3. Регуляризованный ПЛ в задаче условной оптимизации

с ограниченным допустимым множеством

Прежде всего, покажем, что выполняется и предельное соотношение

〈λδ,ε, Aδzδ,ε[λδ,ε, µδ,ε]− hδ〉+ 〈µδ,ε, gδ(zδ,ε[λδ,ε, µδ,ε])〉 → 0, δ → 0, ε→ 0. (2.29)

Здесь и ниже, как и в теореме 2, принято обозначение (λδ,ε, µδ,ε) ≡ (λδ,α(δ),ε, µδ,α(δ),ε).
Для этого сначала заметим, что из трех соотношений (2.27) следует предельное соотноше-

ние
f0(zδ,ε[λδ,ε, µδ,ε]) → f0(z0), δ → 0, ε→ 0. (2.30)

Одновременно в силу (2.6) можем записать в случае задачи (Pδ
ε)

f δ(zδ,ε[λδ,ε, µδ,ε]) + ε ‖zδ,ε[λδ,ε, µδ,ε]‖2 + 〈λδ,ε, Aδzδ,ε[λδ,ε, µδ,ε]− hδ〉+ 〈µδ,ε, gδ(zδ,ε[λδ,ε, µδ,ε])〉

≤ f0(z0ε ) + ε ‖z0ε‖2 + Cδ(1 + ‖z0ε‖2) +Cδ‖λδ,ε‖(2 + ‖z0ε‖) + Cδ|µδ,ε|(1 + ‖z0ε‖2)
≡ f0(z0ε ) + ε ‖z0ε‖2 + ψ(δ, ε)

или

〈λδ,ε, Aδzδ,ε[λδ,ε, µδ,ε]−hδ〉+ 〈µδ,ε, gδ(zδ,ε[λδ,ε, µδ,ε])〉 ≤ f0(z0ε )+ε‖z0ε‖2+ψ(δ, ε)−f δ(zδ,ε[λδ,ε, µδ,ε]),
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что с учетом предельного соотношения (2.30), первой из оценок (2.1), оценки (2.23) и предель-
ных соотношений z0ε → z0, ψ(δ, ε) → 0, δ → 0, ε→ 0 дает оценку

〈λδ,ε, Aδzδ,ε[λδ,ε, µδ,ε]− hδ〉+ 〈µδ,ε, gδ(zδ,ε[λδ,ε, µδ,ε])〉 ≤ γ(δ, ε) → 0, δ → 0, ε→ 0.

При этом в силу (2.7) имеем неравенство 〈λδ,ε, Aδzδ,ε[λδ,ε, µδ,ε]−hδ〉+〈µδ,ε, gδ(zδ,ε[λδ,ε, µδ,ε])〉 ≥ 0.
Две последние оценки дают предельное соотношение (2.29).

Одновременно получаем, что из равенства

V δ,ε(λδ,ε, µδ,ε) = min
z∈D

Lδ,ε(z, λδ,ε, µδ,ε)

= f δ(zδ,ε[λδ,ε, µδ,ε]) + ε ‖zδ,ε[λδ,ε, µδ,ε] ‖2 + 〈λδ,ε, Aδzδ,ε[λδ,ε, µδ,ε]− hδ〉+ 〈µδ,ε, gδ(zδ,ε[λδ,ε, µδ,ε])〉

в силу предельных соотношений (2.29), (2.30) и ограниченности D следует

V δ,ε(λδ,ε, µδ,ε) → f0(z0), δ → 0, ε→ 0. (2.31)

Далее нам (в случае ограниченного D) понадобится оценка

|V δ,ε(λ, µ)− V 0(λ, µ)| ≤ K (δ (1 + ‖λ‖+ |µ|) + ε), (2.32)

в которой постоянная K > 0 (в случае ограниченного D) зависит от sup
z∈D

‖z‖, но не зависит от

δ, ε, (λ, µ) ∈ H×R
m. Для доказательства этой оценки предположим без ограничения общности

рассуждений, что V δ,ǫ(λ, µ) ≥ V 0(λ, µ). Тогда можем записать цепочку равенств и неравенств

|V δ,ε(λ, µ)− V 0(λ, µ)| = V δ,ε(λ, µ)− V 0(λ, µ)

= V δ,ε(λ, µ)− inf
z∈D

(L0(z, λ, µ) − Lδ,ε(z, λ, µ) + Lδ,ε(z, λ, µ))

≤ V δ,ε(λ, µ)− V δ,ε(λ, µ) − inf
z∈D

(L0(z, λ, µ) − Lδ,ε(z, λ, µ))

= − inf
z∈D

(L0(z, λ, µ) − Lδ,ε(z, λ, µ)) ≤ sup
z∈D

|Lδ,ε(z, λ, µ) − L0(z, λ, µ)|,

очевидным следствием которой с учетом оценок (2.1) и является доказываемая оценка (2.32).
Далее в силу оценки (2.32) можем записать

|V δ,ε(λδ,ε, µδ,ε)− V 0(λδ,ε, µδ,ε)| ≤ K(δ(1 + ‖λδ,ε‖+ |µδ,ε|) + ε),

где постоянная K > 0 зависит лишь sup
z∈D

‖z‖, но не зависит от δ. Поэтому в силу условия

согласования (2.2), оценки (2.26) и ограниченности D имеем

V δ,ε(λδ,ε, µδ,ε)− V 0(λδ,ε, µδ,ε) → 0, δ → 0, ε→ 0.

Это предельное соотношение позволяет переписать (2.31) в виде

V 0(λδ,ε, µδ,ε) → sup
(λ,µ)∈H×R

m
+

V 0(λ, µ) = f0(z0), δ → 0, ε→ 0. (2.33)

Сформулируем теперь и докажем следующий регуляризованный ПЛ в задаче (P0) с огра-
ниченным D. Подчеркнем, что его формулировка за счет применения секвенциального подхода
учитывает одновременно, как регулярный, так и нерегулярный случаи задачи.
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Теорема 3. Для того, чтобы в задаче (P0) существовало МПР (и, следовательно, каж-

дая его слабая предельная точка принадлежала множеству Z0), необходимо и достаточ-

но, чтобы существовала последовательность двойственных переменных (λk, µk) ∈ H × R
m
+ ,

k = 1, 2, . . ., такая, что δk‖(λk, µk)‖ → 0, k → ∞, и выполняются включения

zδ
k ,εk [λk, µk] ∈ Dδk ,γk

, γk → 0, k → ∞, (2.34)

для некоторой последовательности положительных чисел γk, k = 1, 2, . . ., (она играет роль

последовательности ǫk, k = 1, 2, . . . из определения МПР) и предельное соотношение

〈
(λk, µk), (Aδkzδ

k ,εk [λk, µk]− hδ
k

, gδ
k

(zδ
k ,εk [λk, µk]))

〉
→ 0, k → ∞, (2.35)

где εk > 0, εk → 0, k → ∞. Более того, последовательность zδ
k ,εk [λk, µk], k = 1, 2, . . ., явля-

ется искомым МПР. Другими словами, оператор R(·, ·, ·, ·, δk), который задается равенством

R(f δ
k

, Aδk , hδ
k

, gδ
k

, δk) = zδ
k ,εk [λk, µk], является регуляризирующим в смысле определения 3,

причем каждая слабая предельная точка последовательности zδ
k ,εk [λk, µk], k = 1, 2, . . ., есть

решение задачи (P0). Одновременно с предельным соотношением δk‖(λk, µk)‖ → 0, k → ∞, и

соотношениями (2.34), (2.35) выполняется и предельное соотношение

V 0(λk, µk) → sup
(λ,µ)∈H×R

m
+

V 0(λ, µ) = f0(z0). (2.36)

В качестве конкретной последовательности (λk, µk) ∈ H × R
m
+ , k = 1, 2, . . . может быть

взята, например, последовательность (λδ
k ,α(δk),εk , µδ

k ,α(δk),εk), k = 1, 2, . . ., вырабатываемая

МПР-образующим алгоритмом теоремы 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для проверки необходимости, прежде всего, заметим, что зада-
ча (P 0) разрешима, т. е. Z0 6= ∅, благодаря условиям на исходные данные и существованию
МПР. Теперь включение (2.34) и предельное соотношение (2.35), а также предельное соотно-
шение δk‖(λk, µk)‖ → 0, k → ∞, теоремы вытекают из (2.27), (2.28) с учетом ограниченно-

сти D и (2.29), если в качестве точек (λk, µk), zδ
k ,εk [λk, µk] взять точки (λδ

k ,α(δk),εk , µδ
k ,α(δk),εk),

zδ
k ,εk [λδ

k ,α(δk),εk , µδ
k ,α(δk),εk ], k = 1, 2, . . ., соответственно, с δk, εk → 0, k → ∞. В свою очередь,

предельное соотношение (2.36) является следствием (2.33).
Для доказательства достаточности заметим, прежде всего, что множество Z0 не пусто

ввиду включения zδ
k ,εk [λk, µk] ∈ Dδk ,γk

, ограниченности D и условий на исходные данные

задачи (P0). Далее, так как zδ
k ,εk [λk, µk] минимизирует функционал Lδk ,εk(·, λk, µk), можем

записать

f δ
k

(zδ
k ,εk [λk, µk]) + εk‖zδk ,εk [λk, µk]‖2 +

〈
(λk, µk), (Aδkzδ

k ,εk [λk, µk]− hδ
k

, gδ
k

(zδ
k ,εk [λk, µk]))

〉

≤ f δ
k

(z) + εk‖z‖2 + 〈(λk, µk), (Aδkz − hδ
k

, gδ
k

(z))〉 ∀ z ∈ D.
В силу условий теоремы отсюда следует с учетом ограниченности D, что

f δ
k

(zδ
k ,εk [λk, µk]) ≤ f δ

k

(z) + 〈(λk, µk), (Aδkz − hδ
k

, gδ
k

(z))〉 + ψk ∀ z ∈ D, ψk → 0, k → ∞.

Положим здесь z = z0 ∈ Z0 и используем условие согласования δk‖(λk, µk)‖ → 0, k → ∞.

Тогда получаем f0(zδ
k ,εk [λk, µk]) ≤ f0(z0) + ψ̃k, ψ̃k → 0, k → ∞. Так как одновремен-

но мы имеем включение zδ
k ,εk [λk, µk] ∈ Dδk,γk

, то используя классические свойства слабой
компактности ограниченного выпуклого замкнутого множества и слабой полунепрерывности
снизу непрерывного выпуклого функционала в гильбертовом пространстве, получаем, что
f0(zδ

k ,εk [λk, µk]) → f0(z0), k → ∞, т. е. последовательность zδ
k ,εk [λk, µk], k = 1, 2, . . . явля-

ется МПР в задаче (P0). Последнее предельное соотношение в совокупности с (2.35) приводят,
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в свою очередь, к предельному соотношению V δk,εk(λk, µk) → f0(z0), k → ∞. Далее, так как
благодаря оценке (2.32) и предельному соотношению δk‖(λk, µk)‖ → 0, k → ∞, можно утвер-

ждать, что справедливо предельное соотношение V δk ,εk(λk, µk) − V 0(λk, µk) → 0, k → ∞, то
получаем окончательно предельное соотношение (и одновременно равенство) (2.36).

Теорема доказана.

3. Регуляризованные классические условия оптимальности

в задаче оптимального управления

Вернемся к задаче оптимального управления (OC0), которая в разд. 1 была сведена к за-
даче выпуклого программирования (P0) (см. также начало разд. 2). Для получения анонсиро-
ванных регуляризованных условий оптимальности в задаче (OC0) необходимо далее “расшиф-
ровать” утверждения теорем 2 и 3 в терминах исходной задачи (OC0). С этой целью определим
функцию Лагранжа в задаче оптимального управления (роль двойственной переменной λ ∈ H
играет пара λ ≡ (λ1, λ2) ∈ L2(X)× R

k)

Lδ,ε(u, λ, µ) ≡ Lδ,ε(u, λ1, λ2, µ) ≡ f δ(u) + ε ‖u‖2 + 〈λ, Aδu− hδ〉+ 〈µ, gδ2(u)〉

= f δ(u) + ε ‖u‖2 + 〈λ1, Gδ(u)−Hδ
1〉+ 〈λ2, gδ1(u)− hδ1〉+ 〈µ, gδ2(u)〉

= ϕδ
0(x

δ[u](T )) + ε

T∫

0

〈u(t), u(t)〉 dt +
T∫

0

λ1(t)
(
〈Φδ

1(t), x
δ[u](t)〉 −Hδ

1(t)〉
)
dt

+

k∑

i=1

λ2,i
(
〈ϕδ

1,i, x
δ[u](T )〉 − hδ1,i

)
+

m∑

i=1

µi
(
ϕδ
2,i(x

δ [u](T ))
)
, L0(u, λ1, λ2, µ) ≡ L0,0(u, λ1, λ2, µ),

где λ1 ∈ L2(X), λ2 ≡ (λ2,1, . . . , λ2,k) ∈ R
k, µ ≡ (µ1, . . . , µm) ∈ R

m. Введем также обозначение
uδ,ε[λ, µ] = uδ,ε[λ1, λ2, µ] = argmin{Lδ,ε(u, λ1, λ2, µ) : u ∈ D}. Определим далее двойственную
задачу

V δ,ε(λ, µ) ≡ min
u∈D

Lδ,ε(u, λ, µ) → sup, (λ, µ) ∈ L2(X)× R
k × R

m
+ , λ = (λ1, λ2),

V δ(λ, µ) ≡ V δ,0(λ, µ) ≡ min
u∈D

Lδ,0(u, λ, µ) → sup, (λ, µ) ∈ L2(X)× R
k × R

m
+ .

Обозначим через (λδ,α(δ),ε, µδ,α(δ),ε) = (λ
δ,α(δ),ε
1 , λ

δ,α(δ),ε
2 , µδ,α(δ),ε) ∈ L2(X)×R

k×R
m
+ решение ре-

гуляризованной двойственной задачи V δ,ε(λ, µ)−α(δ)‖(λ, µ)‖2 → max, (λ, µ) ∈ L2(X)×R
k×R

m
+

с условием согласования (2.2). “Расшифровка” теорем 2 и 3 в терминах исходной задачи приво-
дит соответственно к регуляризирующему двойственному алгоритму и регуляризованному ПЛ
в задаче оптимального управления (OC0).

Теорема 4 (Регуляризирующий двойственный алгоритм). Пусть выполняется условие со-

гласования (2.2), εk > 0, εk → 0, k → ∞, — произвольная фиксированная последователь-

ность. Тогда оператор R(·, δk), ставящий в соответствие набору исходных данных f
δk , удо-

влетворяющих оценкам (1.2) при δ = δk, управление

R(fδ
k

, δk) ≡ uδ
k ,εk [λδ

k ,α(δk),εk , µδ
k ,α(δk),εk ], λδ

k ,α(δk),εk = (λ
δk ,α(δk),εk

1 , λ
δk ,α(δk),εk

2 ),

является МПР-образующим в задаче (OC0) в смысле определения 1.

Теорема 5 (Регуляризованный ПЛ). Для того, чтобы в задаче (OC0) существовало МПР
(и, следовательно, каждая ее слабая предельная точка принадлежала множеству U0), необ-

ходимо и достаточно, чтобы существовала последовательность двойственных переменных
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(λk, µk) ∈ L2(X)×R
k ×R

m
+ , k = 1, 2, . . ., (λk ≡ (λk1 , λ

k
2)), такая, что δk‖(λk, µk)‖ → 0, k → ∞,

и выполняются включения

uδ
k ,εk [λk, µk] ∈ D̃δk,γ̃k

, γ̃k → 0, k → ∞, (3.1)

для некоторой последовательности положительных чисел γ̃k, k = 1, 2, . . ., (она играет роль

последовательности ǫk, k = 1, 2, . . . из определения МПР) и предельное соотношение при

k → ∞
〈
(λk, µk), (Gδk (uδ

k ,εk [λk, µk])−Hδk

1 , gδ
k

1 (uδ
k ,εk [λk, µk])− hδ

k

1 , g
δk

2 (uδ
k ,εk [λk, µk]))

〉
→ 0, (3.2)

где εk > 0, εk → 0, k → ∞. Более того, последовательность uδ
k ,εk [λk, µk], k = 1, 2, . . . , явля-

ется искомым МПР. Другими словами, оператор R(·, δk), ставящий в соответствие набору

исходных данных f
δk , удовлетворяющих оценкам (1.2) при δ = δk, управление R(fδ

k

, δk) =

uδ
k ,εk [λk, µk], является МПР-образующим в смысле определения 1, причем каждая слабая

предельная точка последовательности uδ
k ,εk [λk, µk], k = 1, 2, . . ., есть решение задачи (OC0).

Одновременно с предельным соотношением δk‖(λk, µk)‖ → 0, k → ∞, и соотношениями (3.1)
и (3.2) выполняется и предельное соотношение

V 0(λk, µk) → sup
(λ,µ)∈L2(X)×Rk×R

m
+

V 0(λ, µ) = ϕ0
0(x

0[u0](T )).

В качестве конкретной последовательности (λk, µk) ∈ L2(X)×R
k ×R

m
+ , k = 1, 2, . . . может

быть взята, например, последовательность (λδ
k ,α(δk),εk , µδ

k,α(δk),εk), k = 1, 2, . . ., о которой

идет речь в теореме 4.

Получим из регуляризованного ПЛ теоремы 5 регуляризованный ПМП в задаче (OC0).
Рассмотрим с этой целью при фиксированных (λ1, λ2) ∈ L2(X) × R

k, µ ∈ R
m
+ задачу миними-

зации функционала Лагранжа (λ = (λ1, λ2))

Lδ,ε(u, λ, µ) → min, u ∈ D. (3.3)

В дополнение к ранее сформулированным условиям на исходные данные задачи (OC0) пред-
положим, что функции ϕδ

0, ϕ
δ
2,i, i = 1, . . . ,m, обладают непрерывными в R

n градиентами

∇ϕδ
0, ∇ϕδ

2,i, i = 1, . . . ,m. В этом случае, очевидно, в силу выпуклости задачи (OCδ) необхо-
димым и достаточным условием того, что некоторое управление u ∈ D доставляет минимум
в задаче (3.3), является выполнимость ПМП для этого управления. Для записи ПМП в зада-
че (3.3) введем стандартное обозначение: Hδ,ε(x, t, u, ψ, λ1) ≡ 〈ψ,Aδ(t)x + Bδ(t)u〉 − ε〈u, u〉 −
〈λ1,Φδ

1(t), x〉 − Hδ
1(t)〉. Здесь и ниже в случае, если функция λ ∈ L2(X) рассматривается на

всем временном интервале [0, T ], то полагается, что λ(t) = 0 при t ∈ [0, T ] \X и одновремен-
но для этой функции, рассматриваемой на более широком интервале, сохраняется прежнее
обозначение. Справедлива следующая стандартная лемма (см., например, [14, §4.2]).

Лемма. При сформулированном выше дополнительном условии дифференцируемости ϕδ
0,

ϕδ
2,i, i = 1, . . . ,m, управление uδ,ε[λ, µ] (λ = (λ1, λ2)) при любых (λ, µ) ∈ L2(X) × R

k × R
m
+

удовлетворяет ПМП в задаче (3.3), т. е. удовлетворяет при u(·) = uδ,ε[λ, µ](·) соотношению

максимума при п.в. t ∈ [0, T ]

Hδ,ε(xδ[u](t), u(t), t, ψδ,ε(t), λ1(t)) = max
v∈U

Hδ,ε(xδ[u](t), v, t, ψδ,ε(t), λ1(t)), (3.4)

где ψδ,ε(t), t ∈ [0, T ], — решение сопряженной задачи

ψ̇ = −∇xH
δ(xδ[u](t), u(t), t, ψ(t), λ1(t)), (3.5)
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ψ(T ) = −∇ϕδ
0(x

δ[u](T )−
k∑

i=1

λ2,i ϕ
δ
1,i −

m∑

i=1

µi
(
∇ϕδ

2,i(x
δ[u](T ))

)
.

Обратно, в силу выпуклости задачи (OCδ) любой элемент u ∈ D, удовлетворяющий при

некоторых (λ, µ) ∈ L2(X) × R
k × R

m
+ соотношениям (3.4), (3.5), доставляет минимум в

задаче (3.3), т. е. u(·) = uδ,ε[λ, µ].

Обозначим через U δ,ε
m [λ, µ] множество всех управлений из D, удовлетворяющих ПМП в

задаче (3.3) при сформулированном выше дополнительном условии непрерывной дифферен-
цируемости функций ϕδ

0, ϕ
δ
2,i, i = 1, . . . ,m. Очевидно, в нашем случае, благодаря сильной

выпуклости f δ(·) + ε‖ · ‖2, это множество состоит из одного элемента U δ,ε
m [λ, µ] ≡ uδ,εm [λ, µ] и

справедливо равенство uδ,εm [λ, µ] = uδ,ε[λ, µ]. Тогда непосредственным следствием теоремы 5 и
леммы является регуляризованный ПМП для задачи оптимального управления (OC0).

Теорема 6 (Регуляризованный ПМП). Пусть выполняется сформулированное выше до-

полнительное условие дифференцируемости ϕδ
0, ϕ

δ
2,i, i = 1, . . . ,m. Тогда все утверждения

теоремы 5 остаются справедливыми и в том случае, если в них uδ
k ,εk [λk, µk] заменяется

везде на uδ
k ,εk

m [λk, µk].

Заключение

В статье получены регуляризованные ПЛ и ПМП для выпуклой задачи оптимального
управления для линейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений с ограни-
ченным множеством допустимых управлений и с не являющимся, вообще говоря, сильно вы-
пуклым целевым функционалом. Они сформулированы как теоремы существования МПР в
смысле Дж. Варги, выражаются в терминах регулярных обычных функций Лагранжа и Га-
мильтона — Понтрягина и представляют собою так называемые МПР-образующие алгорит-
мы для решения рассматриваемой задачи с одновременным конструктивным представлением
конкретных МПР. Устроенные структурно так же, как и классические ПМ и ПМП, они пре-
одолевают возможные свойства некорректности классических КУО и являются теоретической
базой для конструирования на своей основе численных алгоритмов для практического реше-
ния различных конкретных задач оптимального управления.
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