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Настоящая работа посвящена задаче оптимального быстродействия для сингулярно возмущенной ли-

нейной автономной системы с гладкими геометрическими ограничениями на управление и неограничен-

ным целевым множеством:






ẋ = A11x+A12y +B1u, x ∈ Rn, y ∈ Rm, u ∈ Rr ,

εẏ = A21x+ A22y + B2u, ‖u‖ 6 1,

x(0) = x0 6= 0, y(0) = y0, 0 < ε ≪ 1,

x(Tε) = 0, y(Tε) ∈ Rm, Tε −→ min .

Доказана единственность представления оптимального управления с нормированным определяющим век-

тором в предельной задаче. Доказана разрешимость исходной задачи, получены предельные соотношения

для времени быстродействия и вектора, определяющего оптимальное управление. Доказан асимптотиче-

ский аналог теоремы о функции, заданной неявно. С помощью этой теоремы получена полная асимпто-

тика решения задачи по степеням малого параметра ε.
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The present work is devoted to a time-optimal control problem for a singularly perturbed linear autonomous

system with smooth geometric constraints on the control and an unbounded target set:




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1. Постановка задачи

В работе рассматривается одна из задач о быстродействии оптимального управления
(см. [1]) для линейной автономной системы с быстрыми и медленными переменными (см. об-
зоры [2; 3]) в классе кусочно-непрерывных управлений с гладкими геометрическими ограни-
чениями в виде шара:





ẋ = A11x+A12y +B1u, x ∈ R
n, y ∈ R

m,

εẏ = A21x+A22y +B2u, u ∈ U = {u : ‖u‖ 6 1} ⊂ R
r,

x(0) = x0 6= 0, y(0) = y0, 0 < ε≪ 1,

x(Tε) = 0, y(Tε) ∈ R
m, Tε −→ min .

(1.1)

Здесь и далее ‖ · ‖ — евклидова норма в соответствующем конечномерном пространстве.
Задача (1.1) есть задача наискорейшего перевода точки (x0, y0) на целевое множество

G :={ (0, y) : y ∈ R
m }.

Ранее в работе [4] были получены основные соотношения для системы общего вида с мно-
гоугольником в качестве ограничивающего множества, в работах [5;6] рассмотрено поведение
областей достижимости при стремлении малого параметра к нулю. В статьях [7; 8] исследо-
ваны линейно-квадратичные задачи оптимального управления для сингулярно возмущенных
систем обыкновенных дифференциальных уравнений и неограниченным многомерным управ-
лением. Работы [9;10] (задача о быстродействии), [11] (терминальный критерий качества), [12]
(интегральный выпуклый критерий качества) посвящены получению полной асимптотики ре-
шения в задачах управления для линейных систем с быстрыми и медленными переменными
и ограничивающим множеством в виде шара в евклидовом пространстве.

Отличительная особенность рассматриваемой задачи заключается в том, что целевое мно-
жество не ограничено. В настоящей работе используются методы статьи [9] и общие соотно-
шения, полученные в [13–15].

У с л о в и е I. Reσ(A22) 6 −α < 0, где σ(A22) — спектр матрицы A22.

У с л о в и е II. Пара (A22; B2) вполне управляема, что эквивалентно вследствие крите-
рия Калмана (см. [16, с. 91, теорема 5]) условию

rank [B2, A22B2, . . . , A
m−1
22 B2] = m.

Введем обозначения

z =
( x
y

)
, z0 =

( x0
y0

)
,

Aε =

(
A11 A12

ε−1A21 ε−1A22

)
, Bε =

(
B1

ε−1B2

)
. (1.2)

В силу этих обозначений задача (1.1) принимает вид





ż = Aεz + Bεu, z ∈ R
n+m, u ∈ R

r,

z(0) = z0 6∈ G, ‖u‖ 6 1, 0 < ε≪ 1,

z(Tε) ∈ G, Tε −→ min .

(1.3)

Предельная задача (при ε = 0):

ẋ = A0x+B0u, x(0) = x0 6= 0, (1.4)

x(T0) = 0, T0 −→ min, (1.5)
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где
A0 = A11 −A12A

−1
22 A21, B0 = B1 −A12A

−1
22 B2, u(t) ∈ U. (1.6)

У с л о в и е III. Пусть пара (A0; B0) такова, что если B∗
0 e

A∗

0
tr1 ‖ B∗

0 e
A∗

0
tr2 на некотором

промежутке, то и r1 ‖ r2.

Отметим, что из условия III следует, что пара (A0; B0) вполне управляема. Кроме этого,
если оператор B∗

0 инъективен, то условие III заведомо выполнено.

У с л о в и е IV. Начальный вектор x0 6= 0 выбран так, что задача (1.4), (1.5) разрешима.

Отметим, что при выполнении условий I–III найдется такое ε0 > 0, что при всех 0 < ε 6 ε0
пара (Aε, Bε) вполне управляема (см. [4]).

Утверждение 1. Пусть выполнены условия I–III. Если существует t1 > 0 такое, что

z(t1) ∈ G, то задача (1.3) разрешима и Tε 6 t1, где Tε — время быстродействия.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу формулы Коши выполняется

z(t) = eAεtz0 +

t∫

0

eAε(t−τ)Bεu(τ) dτ. (1.7)

Поскольку ∥∥eAεt
∥∥ 6 e‖Aε‖t,

то существует такое K1,ε > 0, что при всех t ∈ [0; t1] справедливо неравенство

∥∥eAεt
∥∥ 6 K1,ε.

Тогда из (1.7) получим, что

‖z(t)‖ 6 K1,ε‖z0‖+K1,ε‖Bε‖t1 =: K2,ε. (1.8)

Рассмотрим целевое множество Gε :={ (0; y) : ‖y‖ 6 K2,ε } ⊂ G. Это множество выпукло и
компактно. В силу теоремы 17 из [16, гл. 3, п. 2.5] задача быстродействия для системы из (1.3)
с таким целевым множеством разрешима и Tε 6 t1, где Tε — время быстродействия.

Покажем, что решение этой задачи есть решение и задачи (1.1). Если 0 < t < Tε, то
множество достижимости системы из (1.1) не пересекается с Gε, а в силу (1.8) это множество
не пересекается и с G. �

Утверждение 2. Пусть выполнены условия I–IV. Тогда задача (1.1) разрешима при всех

достаточно малых ε > 0 и

0 6 lim inf Tε 6 lim supTε 6 T0

при ε→ +0, где T0 — время быстродействия в задаче (1.4), (1.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о. При выполнении условий доказываемой теоремы в силу теоре-
мы 2 из [13] разрешима задача быстродействия для системы из (1.1) с целевым множеством
G0 :={(0; 0)} и T̃ε → T0 при ε→ +0, где T̃ε — время быстродействия для задачи с целевым мно-
жеством G0. Таким образом, в силу утверждения 1 разрешима и исходная задача и 0 < Tε 6 T̃ε.
Поэтому 0 6 lim inf Tε 6 lim supTε 6 T0 при ε→ +0. �

Рассмотрим единственность оптимального управления (в классе кусочно-непрерывных уп-
равлений) в задаче (1.3) с общих позиций





ż = Az + Bu, z ∈ R
ñ, u ∈ R

r,

z(0) = z0 6∈ G̃, ‖u‖ 6 1, 0 < ε≪ 1,

z(T ) ∈ G̃, T −→ min .

(1.9)
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Теорема 1. Пусть пара (A,B) вполне управляема, а целевое множество G̃ выпукло. То-

гда, если задача (1.9) разрешима, то оптимальное управление единственно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. В силу вполне управляемости пары (A,B) функция B∗e−A∗tl
при l 6= 0 может иметь лишь конечное число нулей на любом конечном отрезке. В противном
случае в силу аналитичности этой функции выполняется B∗e−A∗tl ≡ 0, откуда в силу вполне
управляемости пары (A,B) следует l = 0, что противоречит предположению l 6= 0.

2. Пусть G̃ = {z1}, а u1(·) и u2(·) — два оптимальных управления. Тогда из принципа
максимума следует, что при t ∈ [0;T ] справедливы равенства

‖B∗e−A∗tl1‖ = 〈u1(t),B∗e−A∗tl1〉 = 〈u2(t),B∗e−A∗tl1〉,

где l1 соответствует управлению u1(·) (см., например, [1, гл. 3, теорема 11, следствие равен-
ства (24)]). Поскольку ‖ui(t)‖ 6 1, i = 1, 2, то при B∗e−A∗tl1 6= 0 выполняется

u1(t) =
B∗e−A∗tl1
‖B∗e−A∗tl1‖

= u2(t).

3. Пусть Ξ(T, z0) — множество достижимости управляемой системы из (1.9) к моменту
времени T . В силу теоремы 1 из [16, п. 2.1] это множество выпукло и компактно. Покажем,
что множество Ξ(T, z0) строго выпукло (см. [16, гл. 2, приложение]), для этого докажем, что его
граница ∂Ξ(T, z0) не содержит отрезок. Предположим противное, т. е. что некоторый отрезок
[z1; z2] ⊂ ∂Ξ(T, z0). Пусть u1(·) и u2(·) — оптимальные управления, переводящие z0 в z1 и z2
соответственно. Поскольку точка z̃ :=(z1 + z2)/2 ∈ ∂Ξ(T, z0), то время быстродействия из z0 в
z̃ также равно T . Пусть ũ(·) — оптимальное управление, переводящее точку z0 в точку z̃ за
время T . Поскольку управление u(·) :=(u1(·)+u2(·))/2 тоже переводит точку z0 в z̃ за время T
и ‖u‖ 6 1, то в силу п. 2 доказываемой теоремы ũ = u за исключением конечного числа точек
отрезка [0;T ]. При этом, если ‖ũ(t)‖ = 1, а u1(t) 6= u2(t), то

‖ũ(t)‖ = 1 > ‖(u1(t) + u2(t))/2‖ = ‖u(t)‖,

что противоречит равенству ũ = u.
4. Пусть теперь G̃ — произвольное выпуклое множество, а T — время быстродействия в

задаче (1.9). Пусть u1(·) и u2(·) — оптимальные управления в задаче (1.9), а z1 ∈ G̃ и z2 ∈ G̃ —
точки, в которые эти управления переводят точку z0 (соответственно). Если z1 = z2, то в силу
п. 1, 2 доказываемой теоремы u1 = u2 за исключением, быть может, конечного числа точек
отрезка [0;T ]. Пусть z1 6= z2. Тогда для любого µ ∈ (0; 1) управление uµ :=(1 − µ)u1 + µu2
переводит z0 в точку zµ :=(1−µ)u1 + µz2 ∈ G̃ за время T и ‖uµ(t)‖ 6 1 при всех t ∈ [0;T ]. Тем
самым, [z1; z2] ⊂ ∂Ξ(T, z0), что противоречит п. 3. �

З а м е ч а н и е. Из [16, п. 2.2, теорема 3] и теоремы 1 следует, в частности, что если
пара (A,B) вполне управляема, то задача (1.9) нормальна.

Покажем, что условие III обеспечивает единственность представления оптимального управ-
ления в предельной задаче (1.4), (1.5) через начальный вектор сопряженной системы в виде

u0(T0 − t) =
B∗

0e
A∗

0
tl0

‖B∗
0e

A∗

0
tl0‖

(1.10)

при нормировке вектора l0.

Утверждение 3. Пусть выполнены условия I–III. Тогда система

0 = eA0T0x0 +

T0∫

0

C0(t)C
∗
0 (t)l

‖C∗
0 (t)l‖

dt, ‖l‖ = 1, (1.11)

где T0 — оптимальное время в задаче (1.5), (1.4), имеет единственное решение.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть l1 и l2 — два определяющих вектора оптимального управ-
ления. Тогда в силу теоремы 1

B∗e−A∗tl1
‖B∗e−A∗tl1‖

=
B∗e−A∗tl2

‖B∗e−A∗tl2‖
(1.12)

за исключением, может быть, конечного числа точек на отрезке [0;T0]. Следовательно, суще-
ствует интервал, на котором

‖B∗e−A∗tl1‖ × ‖B∗e−A∗tl1‖ = 〈B∗e−A∗tl1,B∗e−A∗tl2〉.

Тем самым, B∗e−A∗tl1||B∗e−A∗tl2. В силу условия III отсюда следует, что существует µ ∈ R

такое, что l2 = µl1, а из соотношения (1.12) следует неравенство µ > 0. Поэтому 1 = ‖l2‖ =
µ‖l1‖ = µ, значит, l1 = l2. �

2. Основное уравнение и предельное соотношение

Пусть uε(t) — оптимальное управление в задаче (1.1). Тогда в силу принципа максимума
Понтрягина для такой задачи (см., например, теорему 18 из [16, гл. 3, п. 2.5]) существует такой
вектор λε⊥G, т. е. λε = (l∗ε , 0)

∗, что для решения сопряженной задачи

ψ̇ε = −A∗
εψ, ψε(Tε) = λε

выполняется соотношение

〈ψε(t),Bεuε(t)〉 = max
‖u‖61

〈ψε(t), Bεu〉 = ‖B∗
εψε(t)‖.

Здесь и далее символ * обозначает операцию транспонирования.
Поскольку ψε(t) = eA

∗

ε(Tε−t)λε, то при t таких, что B∗
εe

A∗

ε(Tε−t)λε 6= 0, оптимальное управ-
ление uε(t) имеет вид

uε(t) =
B∗
εe

A∗

ε(Tε−t)λε

‖B∗
εe

A∗

ε(Tε−t)λε‖
. (2.1)

С учетом условия x(Tε) = 0 в силу формулы Коши и определения uε(·) (2.1) получим

0 =

[
eAεTεz0 +

Tε∫

0

eAε(Tε−t)Bε B∗
ε e

A∗

ε(Tε−t)
( lε

0

)

∥∥∥B∗
ε e

A∗

ε(Tε−t)
( lε

0

)∥∥∥
dt

]

1

. (2.2)

Здесь запись
[( x

y

)]
1

означает вектор x. После замены переменной интегрирования по фор-

муле τ = Tε − t приходим к соотношению, эквивалентному (2.2),

0 =

[
eAεTεz0 +

Tε∫

0

eAετBε B∗
ε e

A∗

ετ
( lε

0

)

∥∥∥B∗
ε e

A∗

ετ
( lε

0

)∥∥∥
dt

]

1

. (2.3)

Отметим, что подынтегральная функция в основном уравнении (2.3) положительно однород-
на относительно вектора λε = (l∗ε , 0)

∗, поэтому уравнение (2.3) надо дополнить каким-либо
условием нормировки этого вектора, например, условием

‖λε‖ = ‖lε‖ = 1. (2.4)
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Из результатов А.Б. Васильевой (см., например, [17]) следует, что в рассматриваемом слу-
чае на любом отрезке [0, T ] при ε→ +0 имеет место равномерное по t асимптотическое разло-
жение

eAεt =: W(t, ε) =
( W11(t, ε) W12(t, ε)

W21(t, ε) W22(t, ε)

)
∼

∞∑

k=0

εk
(
Wk(t) + W̃k(τ)

)
, τ :=

t

ε
, (2.5)

где

Wk(t) :=
( W11,k(t) W12,k(t)

W21,k(t) W22,k(t)

)
, W̃k(τ) :=

( W̃11,k(τ) W̃12,k(τ)

W̃21,k(τ) W̃22,k(τ)

)
,

все Wk(t), W̃k(τ) — бесконечно дифференцируемые по t матричнозначные функции, причем

все W̃k(τ) экспоненциально убывают при τ → +∞, в частности, при t > εp, p ∈ (0, 1), ε → +0
(см., например, утверждение 1.6 из [14]). В [14] приведены формулы (см. (2.4)–(2.8)) для W0(t),

W̃0(τ) и рекуррентные формулы, позволяющие найти остальные Wk(t), W̃k(τ). В частности,

W0(t) =
( eA0t 0

−A−1
22 A21e

A0t 0

)
, W̃0(τ) =

( 0 0

eA22τA−1
22 A21 eA22τ

)
,

W12,1(t) = −eA0tA12A
−1
22 , W̃12,1(τ) = A12A

−1
22 e

A22τ .

(2.6)

.
Как и в [14], введем обозначение

Cε(t) :=
[
eAεtBε

]
1
= W11(t, ε)B1 + ε−1W12(t, ε)B2. (2.7)

Из (2.6) получим, что при ε → +0 равномерно по t на любом отрезке [0;T ] имеет место
следующая формула:

Cε(t) = C0(t) +A12A
−1
22 e

A22τB2 +O(ε), где C0(t) := eA0tB0. (2.8)

В обозначениях (2.5), (2.7) основное уравнение (2.3) принимает вид

0 = W11(Tε, ε)x0 +W12(Tε, ε)y0 +

Tε∫

0

Cε(t)C
∗
ε (t) lε

‖C∗
ε (t) lε‖

dt. (2.9)

Из (2.1) с учетом того, что λε = (l∗ε , 0)
∗, получим

uε(Tε − t) =
C∗
ε (t)lε

‖C∗
ε (t)lε‖

. (2.10)

Теорема 2. Пусть выполнены условия I–IV. Тогда Tε → T0 при ε→ +0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть T̃ := lim inf Tε при ε→ +0. Тогда найдется последователь-
ность {εk} такая, что εk → +0 и Tk := Tεk → T̃ . Отметим, что T̃ 6 T0 в силу утверждения 2. Из
этого же утверждения также следует, что Tε ограничено сверху, обозначим одну из верхних
границ через T̂ . Из (2.6), (2.8) и (2.9) следует, что существуют константы ε0 > 0 и K > 0 такие,
что ‖Cε(t)‖ 6 K при всех ε ∈ (0; ε0) и t ∈ [0; T̂ ]. Кроме этого,

0 = eA0Tkx0 +O(εk) +

Tk∫

0

Cεk(t)C
∗
εk
(t)lεk

‖C∗
εk
(t)lεk‖

dt. (2.11)

Таким образом, существует K > 0 такое, что для всех T ∈ [0; T̂ ]

0 =

∥∥∥∥∥

T∫

0

Cεk(t)C
∗
εk
(t)lεk

‖C∗
εk
(t)lεk‖

dt

∥∥∥∥∥ 6 K T. (2.12)
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Если T̃ = 0, то в силу (2.11) и (2.12) после перехода к пределу при k → +∞ получим, что 0 =

eA0T̃x0. В силу взаимной однозначности оператора eA0T̃ это противоречит предположению IV.
Итак, T̃ > 0. В силу определения Tk при всех достаточно больших k справедливо нера-

венство Tk > T̃ /2. Разобьем отрезок интегрирования в (2.9) на отрезки [0;
√
εk] и [

√
εk;Tk].

В силу (2.12) интеграл по отрезку [0;
√
εk] есть величина O(

√
εk) при k → +∞, а на отрезке

[
√
εk;T0] ⊃ [

√
εk;Tk] в силу (2.8) справедлива асимптотическая формула Cε(t) = C0(t) + O(ε).

С учетом (2.6) равенство (2.11) принимает вид

0 = eA0Tkx0 +O(
√
εk) +

Tk∫

√
εk

(C0(t) +O(εk))(C
∗
0 (t) +O(εk))lεk

‖(C∗
0 (t) +O(εk))lεk‖

dt. (2.13)

Пусть l0 — какая-нибудь предельная точка последовательности {lεk}. Поскольку ‖lεk‖ = 1,
то и ‖l0‖ = 1. В силу вполне управляемости C∗

0 (t)l0 может обращаться в 0 не более, чем в

конечном числе точек на отрезке [0; T̂ ] (в силу п. 1 доказательства теоремы 1). Переходя к
пределу в (2.13), получим равенство

0 = eA0T̃x0 +

T̃∫

0

C0(t)C
∗
0 (t)l0

‖C∗
0 (t)l0‖

dt.

Поскольку ‖(C∗
0 (t)l0)/‖C∗

0 (t)l0‖‖ = 1 за исключением конечного числа значений аргументов,

то u0(T̃ − t) :=(C∗
0 (t)l0)/‖C∗

0 (t)l0‖ есть допустимое управление, переводящее систему (1.4) из

точки x0 в точку 0 за время T̃ . Поэтому T0 6 T̃ . Это в силу утверждения 2 дает равенство
T0 = T̃ . �

Теорема 3. Пусть выполнены условия I–IV, а lε (ε ∈ (0; ε0)) — векторы, определяющие

оптимальное управление uε в задаче (2.9) по формуле (2.10). Тогда lε → l0 при ε → +0, где

l0 — единственное решение уравнения (1.11).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Почти дословно повторяя рассуждения при доказательстве тео-
ремы 2, получим, что все предельные точки для {lε} удовлетворяют уравнению (1.11) и тем
самым в силу утверждения 3 совпадают с l0. �

У с л о в и е V. Начальный вектор x0 выбран так, что соответствующее ему оптимальное
управление в предельной задаче (1.4), (1.5) непрерывно, т. е. знаменатель ‖C∗

0 (t)l0‖ в (1.10) не
обращается в нуль на отрезке [0, T0].

3. Асимптотика вектора lε и времени быстродействия Tε

Пусть при каждом ε ∈ (0; ε0) вектор lε определяет оптимальное управление в задаче (1.1),
а l0 — вектор, определяющий оптимальное управление в задаче (1.4), (1.5). Положим

∆lε := lε − l0, ∆Tε :=Tε − T0. (3.1)

В силу теоремы 3 выполняется ∆lε = o(1) и ∆Tε = o(1) при ε→ +0, и ∆lε, ∆Tε удовлетворяют
системе уравнений (см. (2.4), (2.9) и (1.11))





0 = W11(T0 +∆T, ε)x0 +W12(T0 +∆T, ε)y0 − eA0T0x0

+

T0+∆T∫

0

Cε(t)C
∗
ε (t)(l0 +∆l)

‖C∗
ε (t)(l0 +∆l)‖ dt−

T0∫

0

C0(t)C
∗
0 (t)l0

‖C∗
0 (t)l0‖

dt,

‖l0 +∆l‖2 = 1.

(3.2)



Асимптотика решения сингулярно возмущенной задачи быстродействия 139

Система (3.2) имеет вид 0 = H(w, ε), где w = (∆l∗,∆T )∗ и H(w, ε) → 0 при w → 0, ε→ +0.

Для получения асимптотики решения такого уравнения мы воспользуемся следующим
асимптотическим аналогом теоремы о функции, заданной неявно.

Теорема 4. Пусть функция H : Rp+1 → R
p разлагается в степенной асимптотический

ряд при ε→ +0

H(w, ε)
as
= Hw + εf1 +

∞∑

k=2

εkHk(w), (3.3)

где H : Rp → R
p — линейный оператор, каждая компонентаHk(w) является однородным мно-

гочленом степени k относительно компонент вектора w и H непрерывна по w при каждом

малом ε > 0.
Если оператор H обратим, то существует ε1 > 0 такое, что при всех ε ∈ (0; ε1) урав-

нение 0 = H(w, ε) имеет решение wε = o(1) при ε → +0, и оно разлагается в степенной

асимптотический ряд

wε
as
=

∞∑

k=1

εkwk. (3.4)

При этом все такие решения уравнения 0 = H(w, ε) асимптотически равны, т. е. если

H(wε, ε) = 0 = H(w̃ε, ε), wε = o(1) и w̃ε = o(1) при ε → +0, то (wε − w̃ε)
as
=

∑∞
k=1 ε

k · 0
при ε→ +0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. В силу определения асимптотического разложения из (3.3)
получим, что для H̃2(w, ε) := H(w, ε) − Hw − εf1 при ε → +0 справедлива асимптотическая
оценка ‖H̃2(w, ε)‖ = O

(
‖wε‖2 + ε2

)
, а уравнение 0 = H(w, ε) запишется в виде Hw = −εf1 +

H̃2(w, ε), или

w = −εH−1f1 +H−1H̃2(w, ε). (3.5)

При этом для некоторой константы K > 0 при всех малых ε > 0 справедливо неравенство

‖H−1H̃2(w, ε)‖ 6 K
(
‖w‖2 + ε2

)
. (3.6)

Пусть w̃ :=w + εH−1f1, а H−1H̃2(w̃ − εH−1f1, ε) := H̃(w̃, ε). Тогда в силу (3.6)

‖H̃(w̃, ε)‖ 6 K
(
‖w̃‖2 + 2ε‖w̃‖ ‖H−1f1‖+ ε2‖H−1f1‖2 + ε2

)
6 K1

(
‖w̃‖2 + ε‖w̃‖+ ε2

)
, (3.7)

а уравнение (3.5) примет вид

w̃ = H̃(w̃, ε). (3.8)

Покажем, что уравнение (3.8) при всех малых ε > 0 имеет решение в замкнутом ша-
ре B[0, ε].

Пусть ‖w̃‖ 6 ε. Тогда в силу (3.7) ‖H̃(w̃, ε)‖ 6 4ε2K1. Тем самым, найдется ε1 > 0 такое,
что 4ε2K1 6 ε при всех ε ∈ (0; ε1). Поэтому по теореме Шаудера — Тихонова (см., например,
[18, гл. 16, § 3, теорема 1]) в B[0, ε] есть неподвижная точка отображения H̃(w̃, ε). Таким
образом, при всех ε ∈ (0; ε1) существует w̃ε — решение уравнения (3.8).

Возвращаясь к переменной w, получим, что wε = w̃ε − εH−1f1 = O(ε) есть решение урав-
нения 0 = H(w, ε).

2. Покажем, что любое решение wε уравнения 0 = H(w, ε) такое, что wε = o(1) имеет
асимптотический порядок O(ε) при ε→ +0.

Действительно, в силу (3.5) и (3.6)

‖wε‖(1−K‖wε‖) 6 ε‖H−1f1‖+Kε2,

откуда с учетом wε = o(1) и следует асимптотическая оценка ‖wε‖ = O(ε).



140 А.Р.Данилин, О.О.Коврижных

Система 0 = Hw̃1 + εf1 является системой первого приближения для wε, а оператор H —
оператором первого приближения. Из системы первого приближения w̃1 = −εH−1f1 := εw1.

3. Далее процесс построения коэффициентов wk проходит стандартно. Если уже найдены
коэффициенты w1, . . . , wN , то для новой переменной

wε,N+1 :=wε −
N∑

k=1

εkwk

в силу определения коэффициентов w1, . . . , wN получится уравнение

0 = Hwε,N+1 + εN+1fN+1 +O
(
ε‖wε,N+1‖+ ‖wε,N+1‖2 + εN+2

)
. (3.9)

И новый коэффициент wN+1 определяется следующим образом: 0 = Hw̃N+1 + εN+1fN+1, т. е.
wN+1 :=−H−1fN+1.

Из (3.9) получим

‖wε,N+1‖ 6 K1

(
ε‖wε,N+1‖+ ‖wε,N+1‖2 + εN+1

)
.

Отсюда, если ‖wε,N+1‖ 6= 0, получим, что

K−1
1 6 ε+ ‖wε,N+1‖+

εN+1

‖wε,N+1‖
. (3.10)

Поскольку ‖wε,N+1‖ = O(ε), то при достаточно малых ε > 0 из (3.10) следует, что

1

2K1
6

εN+1

‖wε,N+1‖
,

т. е. ‖wε,N+1‖ 6 2K1ε
N+1. Поэтому построенный ряд (3.4) есть степенное асимптотическое

разложение малого решения wε уравнения 0 = H(w, ε).
4. Поскольку коэффициенты разложения (3.4) строятся однозначно по коэффициентам

разложения функции H(w, ε), то все малые решения уравнения 0 = H(w, ε) асимптотически
равны. �

Отметим, что доказанная теорема является обобщением теоремы 1.2 из [15]. Она не сво-
дится к теореме о неявно заданной функции, поскольку при добавлении слагаемого h(w)e−1/ε,
где ε > 0, h(0) = 0, а h(w) непрерывная, но не дифференцируемая в любой окрестности нуля, к
бесконечно дифференцируемой функции H(w, ε) сразу нарушаются условия классической тео-
ремы о неявно заданной функции. При этом степенные асимптотические разложения функций
H(w, ε) и H(w, ε) + h(w)e−1/ε будут совпадать.

4. Построение асимптотических разложений вектора lε

и времени быстродействия Tε

Чтобы воспользоваться теоремой 4 для получения асимптотических разложений вектора lε
и времени быстродействия Tε, покажем, что правые части системы (3.2) раскладываются в сте-
пенные асимптотические ряды по малым ∆l, ∆T , ε, и при этом оператор первого приближения
обратим.

Представим интеграл в правой части системы (3.2) в виде суммы двух слагаемых

J(∆l,∆T, ε) :=

T0+∆T∫

0

Cε(t)C
∗
ε (t)(l0 +∆l)

‖C∗
ε (t)(l0 +∆l)‖ dt =

T0∫

0

+

T0+∆Tε∫

T0

=: J1(∆l, ε) + J2(∆l,∆T, ε). (4.1)
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Введем следующее дополнительное условие.

У с л о в и е VI. Для любого τ > 0 выполняется

‖(B∗
0 +B∗

2e
A∗

22
τ (A−1

22 )
∗A∗

12)l0‖ 6= 0.

Отметим, что в силу (1.6) из условия VI при τ = 0 следует, что

‖B∗
1 l0‖ 6= 0. (4.2)

Утверждение 4. Пусть выполнены предположения I–VI. Тогда найдутся K > 0 и ε0 > 0
такие, что при всех ε ∈ (0; ε0] и t ∈ [0;Tε] справедливо неравенство ‖C∗

ε (t)lε‖ > K.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 3, формулы (2.8) и того, что ‖eA∗

22
τ‖ 6 K1e

−γτ

(K1 > 0, γ > 0) при ε→ +0 (см., например, утверждение 2.1 из [14]), получим

C∗
ε (t)lε =

{
C∗
0 (t)l0 + o(1), t >

√
ε,

(B∗
0 +B∗

2e
A∗

22
τ (A−1

22 )
∗A∗

12)l0 + o(1), 0 6 t 6
√
ε, τ = t/ε.

Отметим, что B∗
0 l0 = C∗

0 (0)l0. В силу непрерывности C∗
0 (t), e

A∗

22
τ и ‖eA∗

22
τ‖ → +0 при τ → +∞

получим справедливость заключения доказываемого утверждения. �

Таким образом, подынтегральная функция в (4.1) не имеет особенностей в знаменателе,
поэтому раскладывается в степенной ряд по ∆l и ε с аналитическими по t и t/ε коэффициен-
тами.

Алгоритм получения степенной асимптотики каждого из интегралов J1 и J2 подробно опи-
сан в [14].

Выпишем образ линейного оператора Hω, где w = (∆l∗,∆T )∗,

H
( ∆l

∆T

)
=

( H1(∆l,∆T )
H2(∆l,∆T )

)
,

H1(∆l,∆T ) =

T0∫

0

C0(t)
C∗
0 (t)∆l‖C∗

0 (t)l0‖2 − 〈C∗
0 (t)∆l, C

∗
0 (t)l0〉C∗

0 (t)l0
‖C∗

0 (t)l0‖3
dt

+ eA0T0A0x0∆T +
C0(T0)C

∗
0 (T0)l0

‖C∗
0 (T0)l0‖

∆T,

H2(∆l,∆T ) = 〈l0,∆l〉. (4.3)

Покажем, что оператор H обратим. Поскольку обратимость линейного оператора, действу-
ющего в конечномерном линейном пространстве, эквивалентна его инъективности, то прове-
рим инъективность этого оператора. Покажем, что ядро оператора H нулевое. Домножим сна-
чала уравнение H1(∆l,∆T ) = 0 скалярно на вектор l0, при этом подынтегральная функция
обратится в нуль тождественно и уравнение примет вид

∆T (〈eA0T0A0x0, l0〉+ ‖C∗
0 (T0)l0‖) = 0. (4.4)

Лемма 1. Справедливо равенство

〈eA0T0A0x0, l0〉 = ‖B∗
0 l0‖ − ‖C∗

0 (T0)l0‖.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Домножим обе части первого уравнения (1.11) скалярно на l0,

тогда

〈eA0T0A0x0, l0〉 = 〈eA0T0x0, A
∗
0l0〉 = −

T0∫

0

〈C0(t)C
∗
0 (t)l0, A

∗
0l0〉

‖C∗
0 (t)l0‖

dt = −
T0∫

0

〈C∗
0 (t)l0, C

∗
0 (t)A

∗
0l0〉

‖C∗
0 (t)l0‖

dt

= −
T0∫

0

d‖C∗
0 (t)l0‖ = ‖B∗

0 l0‖ − ‖C∗
0 (T0)l0‖.

�
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В силу леммы 1 и условия V из (4.4) получаем, что ∆T = 0.

Далее покажем, что ∆l = 0. Предположим, что это не так, и домножим уравнение
H1(∆l,∆T ) = 0 скалярно на вектор ∆l 6= 0. В числителе подынтегральной функции полу-
чим выражение

‖C∗
0 (t)l0‖2‖C∗

0 (t)∆l‖2 − (〈C∗
0 (t)l0, C

∗
0 (t)∆l〉)2. (4.5)

В силу неравенства Коши — Буняковского при всех t ∈ [0, T0] выражение (4.5) неотрица-
тельно. Из равенства нулю интеграла по невырожденному промежутку от неотрицательной
непрерывной функции следует, что подынтегральная функция тождественно равна нулю. Ра-
венство нулю в выражении (4.5) достигается только в случае коллинеарности соответствующих
векторов:

∀t ∈ [0, T0] C∗
0 (t)l0 ‖ C∗

0 (t)∆l.

В силу условия III отсюда следует, что l0 ‖ ∆l, что противоречит уравнению 〈l0,∆l〉 = 0
(см. (4.3)). Значит, наше предположение неверно и ∆l = 0. Следовательно, оператор H обра-
тим и в силу теоремы 4 (в которой, в частности, описан алгоритм получения коэффициентов
асимптотического разложения) справедлива следующая итоговая теорема.

Теорема 5. При выполнении условий I–VI время быстродействия и вектор, определяю-

щий оптимальное управление, раскладываются в асимптотические ряды в смысле Пуанкаре

по степеням малого параметра ε.

5. Примеры

1. Рассмотрим задачу





ẋ = y + u, x, y ∈ R
n, u ∈ R

n,

εẏ = −y + u, ‖u‖ 6 1,

x(0) = x0 6= 0, y(0) = y0, 0 < ε≪ 1,

x(Tε) = 0, y(Tε) ∈ R, Tε −→ min .

Матрицы Aε и Bε (1.2) примут вид

Aε =
( 0 I

0 −ε−1I

)
, Bε =

( I
ε−1I

)
; (5.1)

здесь I — матрица тождественного отображения R
n → R

n. Тогда

eAεt =
( I ε(1− e−t/ε)I

0 e−t/εI

)
, Cε(t) =

[
eAεtBε

]
1
= (2− e−t/ε)I. (5.2)

В предельной задаче





ẋ = 2u, ‖u‖ 6 1,

x(0) = x0 6= 0, 0 < ε≪ 1,

x(T0) = 0, T0 −→ min,

A0 = 0, B0 = 2I, C0(t) ≡ 2I

оптимальное управление и время быстродействия вычисляются по формулам

u0(t) ≡ − x0
‖x0‖

=: l0, T0 =
‖x0‖
2

.
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В данном примере все условия I–VI выполнены, поэтому время быстродействия и вектор,
определяющий оптимальное управление, раскладываются в асимптотические ряды по степе-
ням малого параметра ε.

Отметим, что оператор H (5.5) в рассматриваемом примере имеет вид

H
( ∆l

∆T

)
=

(
− 2x0
‖x0‖

∆T + ‖x0‖∆l −
〈x0,∆l〉x0

‖x0‖
〈x0,∆l〉

)
,

а система первого приближения —





0 = εy0 −
2x0
‖x0‖

∆T + ‖x0‖∆l −
〈x0,∆l〉x0

‖x0‖
,

0 = 〈x0,∆l〉.
(5.3)

Отсюда с учетом второго соотношения в (5.3) получаем

0 = εy0 −
2x0
‖x0‖

∆T + ‖x0‖∆l.

Умножив последнее равенство скалярно на x0, с учетом второго соотношения в (5.3) найдем
∆Tε = ε〈y0, x0〉/(2‖x0‖). После чего найдем и ∆lε. Таким образом, в рассматриваемой задаче
верны следующие асимптотические при ε→ +0 равенства:

Tε =
‖x0‖
2

+ ε
〈x0, y0〉
2‖x0‖

+O(ε2), lε = − x0
‖x0‖

+
ε

‖x0‖
( x0
‖x0‖2

〈x0, y0〉 − y0

)
+O(ε2).

2. Движение точки малой массы ε > 0 с сопротивлением под действием ограниченной
управляющей силы моделируется следующей задачей:





ẋ = y, x, y ∈ R
n, u ∈ R

n,

εẏ = −y + u, ‖u‖ 6 1,

x(0) = x0 6= 0, y(0) = y0, 0 < ε≪ 1,

x(Tε) = 0, y(Tε) ∈ R, Tε −→ min .

Матрицы Aε и eAεt такие же, как и в первом примере (см. (5.1), (5.2)), а

Bε =
( 0
ε−1I

)
, Cε(t) =

[
eAεtBε

]
1
= (1− e−t/ε)I.

В предельной задаче

{
ẋ = u, ‖u‖ 6 1,
x(0) = x0 6= 0, x(T0) = 0, T0 −→ min

оптимальное управление и время быстродействия вычисляются по формулам

u0(t) ≡ − x0
‖x0‖

=: l0, T0 = ‖x0‖.

Отметим, что в этой задаче условия I–V выполнены, поэтому справедливы предельные соот-
ношения для Tε и lε и основное уравнение.

Условие VI не выполнено, поскольку B∗
1 = 0 (см. (4.2)). Однако и для этой задачи время

быстродействия и вектор, определяющий оптимальное управление, раскладываются в асимп-
тотические ряды по степеням малого параметра ε.



144 А.Р.Данилин, О.О.Коврижных

Действительно, в данном примере интеграл из основной системы вычисляется в явном виде
и основная система уравнений (2.9), (2.4) принимает вид

0 = x0 + εy0 + Tεlε − εlε +O, ‖lε‖ = 1;

здесь O — асимптотический нуль относительно степенной асимптотической последовательно-
сти, т. е. ∀γ > 0 O = o(εγ), ε→ 0. Домножим скалярно первое уравнение системы на вектор lε,
с учетом второго уравнения получим

Tε = ε− 〈x0 + εy0, lε〉. (5.4)

Подставив выражение для Tε обратно в первое уравнение, преобразуем это уравнение к виду

0 = x0 + εy0 − 〈x0 + εy0, lε〉lε. (5.5)

Следовательно, lε||(x0+εy0) и найдется такой скаляр δε, что lε = δε(x0+εy0). Из (5.5) получим,
что δε = ±‖x0 + εy0‖−1, тогда в силу того, что Tε > 0, из (5.4) вытекает

lε = − x0 + εy0
‖x0 + εy0‖

, Tε = ‖x0 + εy0‖+ ε. (5.6)

Для ∆lε = lε +
x0
‖x0‖

и ∆Tε = Tε − ‖x0‖ (3.1) из (5.6) получаются степенные асимптотические

разложения. В частности, верны следующие асимптотические при ε→ +0 равенства:

Tε = ‖x0‖+ ε
(
1 +

〈x0, y0〉
‖x0‖

)
+O(ε2), lε = − x0

‖x0‖
+

ε

‖x0‖
( x0
‖x0‖2

〈x0, y0〉 − y0

)
+O(ε2).
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