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В работе исследуется задача размещения в сетях с ограниченными пропускными способностями ком-
муникаций, в которой требуется разместить предприятия в вершинах заданной сети так, чтобы с ми-
нимальными затратами единовременно удовлетворить спросы всех клиентов, находящихся в вершинах
сети. Рассматриваются постановки задачи с делимыми спросами, где спрос клиента может быть удовле-
творен несколькими предприятиями совместно, и неделимыми спросами, тогда спрос клиента должен
быть целиком удовлетворен одним предприятием. В работе показано, что задача с неделимыми спросами
NP-трудна, даже если заданная сеть является простым путем, и NP-трудна в сильном смысле, если сеть —
дерево. Задача с делимыми спросами слабо NP-трудна на деревьях. Для этой задачи в работе предложен
псевдополиномиальный алгоритм решения на графах с древесной шириной, ограниченной константой, а
также представлен линейный алгоритм для случая, когда граф сети является простым путем.
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Введение

Задачи размещения (Facility Location Problems) — это широкий раздел в комбинаторной
оптимизации, в котором изучаются задачи о выборе наилучшего расположения одного или
нескольких предприятий для эффективного обслуживания спроса заданного множества кли-
ентов. Задачи размещения имеют большое число приложений в логистике, в сфере размещения
медицинских объектов, в системах GIS и в сфере телекоммуникаций [20, разд. III], в задачах
кластеризации, в компьютерном зрении [21], в биоинформатике [19] и др.

В данной работе рассматриваются сетевые задачи размещения, в которых клиенты и воз-
можные пункты открытия предприятий находятся в вершинах заданного графа сети. Сетевые

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 18-31-00470) и частичной поддержке Математиче-
ского Центра в Академгородке (соглашение с Министерством науки и высшего образования Российской
Федерации 075-15-2019-1675).
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задачи размещения возникают, например, в задачах размещения прокси-серверов в компью-
терных сетях, в задачах управления поставками, при планировании путей эвакуации в транс-
портных сетях [3]. В таких задачах естественным образом возникают ограничения на объем
продукции, который может единовременно передаваться по ребрам сети.

Сетевую задачу размещения с ограничениями на пропускные способности коммуникаций в
этой работе мы будем сокращенно называть RFLP (от английского названия Restricted Facility
Location Problem, предложенного в статье [14]). В задаче RFLP в заданном n-вершинном графе
для каждой вершины известен объем клиентского спроса и стоимость открытия предприятия
в этой вершине, а для каждого ребра сети известны его пропускная способность и стоимость
передачи по нему единицы продукта. Требуется открыть набор предприятий так, чтобы удо-
влетворить спрос всех клиентов, не нарушая ограничений на пропускные способности ребер,
с минимальными суммарными расходами на открытие предприятий и единовременную транс-
портировку продукта от предприятий к клиентам. Задачу можно рассматривать в постановке
с делимыми спросами, когда спрос одного клиента может быть обслужен несколькими пред-
приятиями совместно, и в постановке с неделимыми спросами, когда спрос клиента должен
быть целиком удовлетворен одним предприятием.

В произвольном графе даже сетевая задача размещения с неограниченными пропускными
способностями ребер NP-трудна [11], однако, она решается точно за время O(n), если входной
граф является простым путем [17], за время O(n log n), если входной граф является дере-
вом [23], за время O(nk+2) [2;15], если входной граф является частичным k-деревом, или, что
эквивалентно [8, теорема 1], имеет древесную ширину, не превосходящую k.

Непосредственно задача RFLP исследовалась в литературе в работах [14;25;26]. Для задачи
RFLP с делимыми спросами в статье [14] построен алгоритм с трудоемкостью O(n3) в случае,
когда входной граф является простым путем, а в работах [25] и [26] предложены псевдополи-
номиальные алгоритмы решения этой задачи на деревьях и частичных 2-деревьях. Отметим,
что в работе [14] нами также предлагался алгоритм с трудоемкостью O(n3) для задачи RFLP
с неделимыми спросами на путевом графе, однако он основывался на неверном предположе-
нии о структуре оптимальных решений задачи. Далее мы покажем (см. утверждение 2), что
задача RFLP с неделимыми спросами на путевом графе NP-трудна.

Среди задач с ограничениями на пропускные способности сети в литературе известны так
называемые задачи размещения источников (Source Location) [3;4;24], близкие к задачам RFLP
с делимыми спросами. Эти задачи мотивированы приложениями передачи данных, где время
передачи одного пакета данных должно быть пренебрежимо мало и не заметно для конечного
пользователя, поэтому затраты на передачу данных по ребрам сети в этих постановках рав-
ны нулю. Кроме нулевых затрат на передачу данных, задачи Source Location отличаются от
RFLP с делимыми спросами тем, что в них, как правило, клиенты должны быть обслужены
не одновременно, т. е. после того, как спрос некоторого клиента удовлетворен совокупностью
открытых предприятий, ребра сети освобождаются, и для следующего клиента можно вновь
использовать их полную пропускную способность. Задачи Source Location, в которых спрос
всех клиентов должен быть обслужен одновременно, называются задачами Simultaneous Source
Location (SSL) [3; 24]. Эти задачи являются частным случаем RFLP с делимыми спросами.
В работе [3] рассматривалась задача SSL, где стоимость открытия любого предприятия рав-
на 1. Для случая, когда входной граф является деревом, в [3] был предложен алгоритм с
трудоемкостью O(n3), который позднее в работе [24] был улучшен до O(n), и показано, что за-
дача SSL становится NP-трудной на графах с древесной шириной, равной 2. При фиксирован-
ном k для задачи SSL на графах с древесной шириной k в [3] построен псевдополиномиальный
алгоритм.

К задачам RFLP с неделимыми спросами среди известных в литературе наиболее близки
задачи о неделимых потоках (Unsplittable Flow Problem, UFP). В этих задачах даны граф,
пропускные способности ребер, и m запросов: четверок вида {si, ti, di, wi}, где si — верши-
на источник, ti — вершина сток, di — объем продукции, который нужно доставить из si
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в ti, а wi — доход от выполнения запроса. Требуется выбрать подмножество запросов с макси-
мальным суммарным доходом, которые можно удовлетворить одновременно. Частным случаем
задачи UFP является задача о максимальном числе непересекающихся путей. Задача UFP NP-
трудна даже на графе с двумя вершинами и двумя параллельными ребрами [18], и в общем
случае APX-трудна [16]. Поэтому большая часть результатов для нее касается приближен-
ных алгоритмов, в том числе для частных случаев c ограниченной структурой графа [1;10], с
ограничениями на функцию доходов [1], c одним источником [13;18] и др.

В данной работе мы исследуем частные случаи задачи RFLP со структурными ограниче-
ниями на граф сети. В разд. 2 мы уточним сложностной статус задач RFLP с произвольными
стоимостями открытия предприятий на деревьях и простых путях, поскольку этот вопрос в
предыдущих работах по RFLP [14;25;26] не обсуждался. Мы покажем, что задача RFLP с неде-
лимыми спросами NP-трудна, даже если входной граф — простой путь, и NP-трудна в сильном
смысле на деревьях, а NP-трудность задачи RFLP с делимыми спросами на деревьях напря-
мую следует из аналогичного результата для задачи Source Location [4]. В разд. 3 мы обобщим
псевдополиномиальный алгоритм из [3] на случай задачи RFLP с делимыми спросами, про-
извольными стоимостями открытия предприятий и ненулевыми транспортными расходами на
графах с ограниченной древесной шириной. За счет более аккуратных вычислений в самом
алгоритме и при оценке числа его шагов полученный алгоритм по сравнению с алгоритмом
из [3] имеет трудоемкость, меньшую на два порядка. Наконец, в разд. 4 мы рассмотрим задачу
RFLP с делимыми спросами на путевом графе, для которой был известен алгоритм с трудо-
емкостью O(n3) [14]. Мы покажем, как находить точные решения этой задачи за время O(n),
используя подход к решению задачи с неограниченными пропускными способностями из [17].

Ниже в таблице собраны результаты, касающиеся вычислительной сложности задач RFLP
на различных простых типах графов:

RFLP с делимыми спросами RFLP с неделимыми спросами
Граф G fi ≡ 1, c(e) ≡ 0 Общий случай fi ≡ 1, c(e) ≡ 0

простой путь O(n) [24] O(n) (теорема 2) NP-тр. (утверждение 2)
дерево O(n) [24] NP-тр. (утверждение 1) NP-тр. c.c. (утверждение 2)
tw = 2 NP-тр., [3] NP-тр. NP-тр. c.c.
tw = O(1) O(nB2tw) O(nB2tw) (теорема 1) NP-тр. c.c.

Для задачи RFLP на графе каждого типа либо указана трудоемкость известного алгоритма решения

задачи, либо сложностной статус задачи, где “NP-тр.” — “NP-трудна”; “NP-тр.с.с.” — сокращение от

“NP-трудна в сильном смысле”; tw — древесная ширина графа G; fi — стоимость открытия предприятия

в вершине i; c(e) — стоимость передачи единицы продукта по ребру e; B — максимальный объем

продукции, передаваемый по ребру.

1. Постановка задачи RFLP

Приведем формальную постановку задачи RFLP. Дан граф сети G = (V,E) со множеством
вершин V = {1, . . . , n}. Для каждой вершины i ∈ V заданы величина клиентского спроса
bi ∈ Z≥0 и стоимость fi ∈ Z≥0 ∪ {∞} открытия предприятия в вершине i. Для каждого
ребра e ∈ E заданы его пропускная способность q(e) ∈ Z≥0 ∪ {∞} и стоимость c(e) ∈ Z≥0

транспортировки единицы продукции по ребру e.

В задаче RFLP требуется найти подмножество вершин S ⊆ V , в которых будут открыты
предприятия, и план перевозок x = (xpij) такие, что

∑

i∈S

fi +
∑

i,j∈V

∑

p∈Pij

gpijx
p
ij → min

S,x
p
ij

(1.1)
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при условиях
∑

i∈S

∑

p∈Pij

xpij = bj, j ∈ V, (1.2)

∑

(i,j,p)∈Qe

xpij ≤ q(e), e ∈ E, (1.3)

xpij ≥ 0, i ∈ S, j ∈ V, p ∈ Pij , (1.4)

где xpij — объем продукта, поставленного предприятием i ∈ S в вершину j ∈ V по пути p;
gpij =

∑

e∈p c(e) — стоимость транспортировки единицы продукта по пути p; Pij — множество
всех простых путей в графе G, ведущих из вершины i в вершину j; Qe — множество троек
(i, j, p) таких, что путь p ∈ Pij проходит через ребро e.

Условие (1.2) обеспечивает удовлетворение спроса в вершине j ∈ V , неравенство (1.3)
задает ограничения на пропускные способности ребер.

Задачу (1.1)–(1.3) и (1.4) будем называть задачей RFLP с делимыми спросами. В ней
несколько предприятий могут совместно обеспечивать спрос клиента в вершине j. Задачи
с неделимыми спросами, где весь спрос клиента должен обеспечиваться ровно одним пред-
приятием, могут моделироваться либо заменой условия (1.4) на условие xpij ∈ {0, bj}, i ∈ S,
j ∈ V, p ∈ Pij , тогда весь необходимый объем продукции будет доставлен из некоторого пред-
приятия i ∈ S клиенту j по одному пути, либо добавлением условия

∑

p∈Pij
xpij ∈ {0, bj},

j ∈ V, i ∈ S, тогда единственное предприятие i, обслуживающее клиента j, может достав-
лять к нему продукцию по нескольким путям. Заметим, что если граф G является деревом
или в задаче отсутствуют ограничения (1.3), в оптимальном решении весь неделимый объем
продукции будет доставляться от предприятия i к клиенту j по кратчайшему пути.

2. Cложностной статус задачи RFLP

В этом разделе мы обсудим сложностной статус задачи RFLP на деревьях и путевых гра-
фах. Доказательство NP-трудности частных случаев задач RFLP легко следует из известных
результатов для близких к RFLP задачи размещения источников в сети (Source Location) [4]
и задачи о неделимом потоке (Unsplittable Flow Problem) [18].

Утверждение 1. Задача RFLP c делимыми спросами NP-трудна, даже если транс-
портные затраты равны нулю, а заданный граф транспортной сети является графом-звездой,
т. е. деревом, в котором все, кроме одной, вершины — листья.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из NP-трудности задачи размещения источников (Source
Location) на графе-звезде с одним клиентом, к которой в работе [4, теорема 5.1] сводится
известная NP-трудная задача о ранце. Как было сказано во введении, задача Source Location
отличается от задачи RFLP тем, что в Source Location разные клиенты обслуживаются не
одновременно. Однако, задача Source Location с одним клиентом является частным случаем
задачи RFLP, откуда следует требуемое утверждение.

Утверждение 2. Задача RFLP с неделимыми спросами NP-трудна, даже когда задан-
ный граф является простым путем, и NP-трудна в сильном смысле, даже если заданный
граф является гусеничным деревом, т. е. деревом, которое превратится в простой путь, ес-
ли из него одновременно удалить все листья. Трудность задачи в обоих случаях сохраняется,
даже если транспортные затраты равны нулю, и стоимости открытия всех предприятий
одинаковые.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из NP-трудности задачи Unsplittable Flow Problem (UFP)
[18, утверждение 3.0.1]. В [18] показано, что задача UFP NP-трудна даже на графах с двумя
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q1
. . .
qm

сложный пример задачи UFP, m ≥ 2

 

Q

...

Q

d1 dn Q

q1

qm−1

m− 1
. . . qm

пример задачи RFLP

Рис. 1. Сведение сложного примера задачи UFL к задаче RFLP с неделимыми спросами. Квадрата-
ми обозначены вершина-источник и с необходимостью открытые предприятия, в круглых вершинах
находятся клиенты.

вершинами и двумя параллельными ребрами, поскольку к ней сводится задача о ранце, и NP-
трудна в сильном смысле на графах с двумя вершинами и нефиксированным числом парал-
лельных ребер, поскольку к ней сводится задача об упаковке в контейнеры. Покажем, что этот
сложный частный случай задачи UFP сводится к RFLP с неделимыми спросами (см. рис. 1).

В рассматриваемом частном случае задачи UFP дан граф G с вершинами s и t, и m
параллельными ребрами, каждое из которых имеет пропускную способность qj, j = 1, . . . ,m.
Заданы n запросов вида {s, t, di}, i = 1, . . . , n, на доставку неделимого спроса di из s в t, т. е.
объем продукции di должен быть доставлен целиком по одному ребру. Необходимо выяснить,
возможно ли выполнить все n запросов одновременно.

В эквивалентном примере задачи RFLP рассмотрим путевой граф G′ с вершинами vi, в
которых задан спрос di, i = 1, . . . , n, и назначим ребрам пути G′ пропускную способность,
равную суммарному спросу. Пусть Q = max{qj | 1 ≤ j ≤ m}+ 1. Добавим в G′ новые верши-
ны u1, . . . , um, спрос в которых равен Q. Добавим в G′ ребро {vn, um} с пропускной способ-
ностью qm и ребра {v1, uj} c пропускными способностями qj, j = 1, . . . ,m − 1. Заметим, что
при m = 2 граф G′ является простым путем, а при m > 2 — гусеничным деревом. Положим
стоимость открытия предприятия в любой вершине равной 1, а стоимость транспортировки по
каждому ребру в G′ равной 0. В любом допустимом решении построенного примера RFLP в
каждой вершине uj, j = 1, . . . ,m, будет открыто предприятие, поскольку каждая вершина uj
связана с остальным графом единственным ребром с пропускной способностью qj, которой
недостаточно, чтобы передать в uj объем продукции Q из других вершин. То есть стоимость
оптимального решения в таком примере всегда не меньше m. Если стоимость оптимально-
го решения примера RFLP равна m, то в примере задачи UFP есть допустимое решение, в
котором по каждому ребру j = 1, . . . ,m передается такой же объем продукции, как и по реб-
ру, ведущему из uj в решении задачи RFLP, а если стоимость оптимального решения RFLP
больше m, то допустимого решения примера задачи UFP нет. И наоборот.

3. Задача RFLP на графах с ограниченной древесной шириной

В этом разделе мы рассмотрим задачу RFLP с делимыми спросами в случае, когда дре-
весная ширина (treewidth, tw) заданного графа сети ограничена константой.

Понятие древесной ширины и его определение с помощью древесных декомпозиций было
предложено Робертсоном и Сеймуром в работе [22]. Древесная декомпозиция дает представ-
ление графа в виде “укрупненного” дерева, узлы которого содержат подмножества вершин
исходного графа, а ширина декомпозиции — это числовая характеристика, отражающая сте-
пень такого “укрупнения”. Древесная ширина графа — это минимальная ширина среди всех
возможных его древесных декомпозиций. В частности, древесная ширина дерева равна 1, дре-
весная ширина n-вершинной клики равна n− 1, а частичные k-деревья эквивалентны графам
с древесной шириной не более k [8, теорема 1]. Графы с ограниченной древесной шириной
часто возникают в приложениях [8; 9], при этом в таких графах для многих NP-трудных за-
дач существуют эффективные алгоритмы динамического программирования (см., например,
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обзор [7] и книгу [12, гл. 7]).

Для задачи RFLP с делимыми спросами на графах с древесной шириной 2 в работе [26]
был построен алгоритм с трудоемкостью O(nB4), где n — число вершин графа, а величина
B = min

{
∑n

k=1 bk,maxe∈E(G) q(e)
}

. В работе [3] исследовался частный случай задачи RFLP с
делимыми спросами, нулевыми транспортными затратами и единичными стоимостями откры-
тия предприятий и был предложен алгоритм динамического программирования с трудоемко-
стью O(N n2 twB2tw+2), где N — число узлов в древесной декомпозиции графа.

В этой главе мы обобщим алгоритм динамического программирования из [3] на случай за-
дачи RFLP с делимыми спросами и произвольными стоимостями транспортировки и открытия
предприятий. За счет более аккуратных вычислений в самом алгоритме и при оценке числа
его операций трудоемкость алгоритма составит O(n tw2 B2tw). Если tw = O(1), алгоритм псев-
дополиномиален. При tw = 2 его трудоемкость совпадает с трудоемкостью алгоритма из [26].

3.1. Древесная ширина и древесные декомпозиции

Введем формальные определения древесной ширины и древесной декомпозиции графа,
которые потребуются нам далее.

О п р е д е л е н и е 1. Древесная декомпозиция T = (T, {Xt}t∈V (T )) графа G = (V,E)
состоит из дерева T , в котором каждому узлу t ∈ V (T ) соответствует подмножество вершин
исходного графа Xt ⊆ V такое, что

(1) для каждой вершины v ∈ V найдется узел t дерева T такой, что v ∈ Xt,

(2) для каждого ребра {u, v} ∈ E найдется узел t дерева T такой, что {u, v} ⊆ Xt,

(3) для каждой вершины v ∈ V узлы t ∈ V (T ), для которых v ∈ Xt, образуют связное
поддерево в T .

Шириной декомпозиции T называется величина w(T) := maxt∈V (T ) |Xt| − 1; древесной ши-
риной tw(G) графа G называется минимальная ширина всех его возможных древесных де-
композиций.

Нахождение древесной ширины и соответствующей древесной декомпозиции графа G явля-
ется NP-трудной задачей, однако, в работе [6] был предложен алгоритм, находящий древесную
декомпозицию ширины tw(G) с O(n) узлами за время tw(G)O(tw(G)3) n. Если tw(G) ограничено
константой, нахождение древесной декомпозиции займет линейное время.

При решении комбинаторных задач на графах с ограниченной древесной шириной, алго-
ритмы динамического программирования строятся по корневому дереву декомпозиции. При
этом для упрощения рекуррентных соотношений зачастую удобнее использовать хорошие дре-
весные декомпозиции, в которых множества вершин, соответствующие соседним узлам дерева
декомпозиции, отличаются друг от друга не более, чем на одну вершину.

О п р е д е л е н и е 2. Хорошая древесная декомпозиция (nice tree decomposition) T — это
древесная декомпозиция, в которой есть один выделенный корневой узел r, причем Xr = ∅, а
все остальные ее узлы принадлежат к одному из следующих типов:
◦ Лист: узел t является листом в T и Xt = ∅.
◦ Узел включения: узел t в T с одним сыном t1 и Xt = Xt1∪{v} для некоторой вершины v /∈ Xt1 .
◦ Узел исключения: узел t в T с одним сыном t1 и Xt = Xt1\{v} для некоторой вершины v ∈ Xt1 .
◦ Узел слияния: узел t в T с двумя сыновьями t1 и t2, где Xt = Xt1 = Xt2 .

Заметим, что в силу условия (3) в определении 1 для каждой вершины v в хорошей дре-
весной декомпозиции есть ровно один узел исключения. Узлов включения для вершины v
может быть больше одного, но они не могут быть потомками друг друга. Из произвольной
древесной декомпозиции ширины w за время O(w2 n) можно получить хорошую древесную
декомпозицию ширины не более w с O(w n) узлами [12, лемма 7.4].

Согласно определению 1 для каждого узла t в любой древесной декомпозиции ширины w
мощность |Xt| ≤ w + 1. В дальнейшем для более аккуратного подсчета числа действий в
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алгоритме динамического программирования нам потребуется следующее замечание о размере
множеств Xt в хорошей древесной декомпозиции.

З а м е ч а н и е 1. Пусть T — хорошая древесная декомпозиция с шириной w, тогда
(а) если t — узел исключения, то |Xt| ≤ w;
(б) если t — узел слияния, то |Xt| = w + 1 тогда и только тогда, когда в T для узла t в

его левом и правом поддеревьях найдутся узлы включения y1 и y2 соответственно, такие, что
|Xy1 | = |Xy2 | = w + 1 и на путях между t и y1, t и y2 нет узлов исключения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем (а). Если t — узел исключения, то по определению
Xt = Xt′ \ {v}, где v /∈ Xt′ , причем |Xt′ | ≤ w + 1, а значит, |Xt| ≤ w.

Покажем (б) для левого (правого) поддерева узла t. Поскольку любой узел слияния t
сохраняет множество Xt таким же, как было у его сыновей, то рекурсивно получим |Xt| = |Xy|,
где y — ближайший к t узел в левом (правом) поддереве t, который не является узлом слияния.

(⇒) Если y — это узел включения такой, что |Xy| = w + 1, то |Xt| = w + 1.
(⇐) Пусть |Xt| = w+1. Тогда |Xy| = |Xt| = w+1. Если y — это узел исключения, получим

противоречие с пунктом (а). Узел y также не может быть листом или корнем, поскольку тогда
|Xy| = 0. Следовательно, y — узел включения. Замечание 1 доказано.

З а м е ч а н и е 2. Обходом в глубину по дереву T можно для каждого узла слияния t,
в котором |Xt| = w + 1, найти ближайшие узлы включения y1 и y2 в его левом и правом
поддеревьях. Для каждого узла слияния будем дополнительно хранить номера вершин j1 и j2,
которые добавляются в узлах y1 и y2 соответственно.

3.2. Псевдополиномиальный алгоритм

В этом разделе мы приведем алгоритм динамического программирования для решения
задачи RFLP с делимыми спросами на графах с древесной шириной, ограниченной константой.
Будем считать, что исходный n-вершинный граф G задан вместе с его хорошей древесной
декомпозицией ширины tw(G). В противном случае, как упоминалось в предыдущем разделе,
при tw(G) = O(1), древесную ширину tw(G) и хорошую древесную декомпозицию c O(tw(G)n)
узлами можно найти за время, линейное по n.

Алгоритм динамического программирования последовательно строит частичные решения
в узлах хорошей древесной декомпозиции T из частичных решений в узлах-потомках. При этом
нам будет достаточно рассматривать такие частичные решения, в которых суммарные потоки
продукции, проходящие по ребрам или поступающие в вершины исходного графа, обладают
следующими свойствами.

Утверждение 3 [26, лемма 1]. Существует такое оптимальное решение задачи RFLP
с делимыми спросами, что

1) каждый пункт производства не является транзитной вершиной для потоков продук-
та из других предприятий;

2) все потоки продукта, идущие через данное ребро, имеют одинаковое направление.

Частичные решения. Каждому узлу t декомпозиции T помимо подмножества вершин Xt

исходного графа G = (V,E) будем ставить в соответствие подграф Gt = (Vt, Et) графа G такой,
что

◦ Vt := {v ∈ Xy | для всех узлов y, являющихся потомками t в T} \Xt,
◦ Et = {{u, v} ∈ E | u, v ∈ Vt}.

Для каждого узла t ∈ T будем вычислять частичное решение, величину Ft[z1, . . . , zn], рав-
ную оптимальному решению задачи RFLP на подграфе Gt, если в каждую вершину i ∈ Xt

поступает дополнительный целочисленный поток продукции zi. Если zi ≥ 0, считаем, что
поток поступает снаружи подграфа Gt; если zi ≤ 0, считаем, что поток поступает из под-
графа Gt. Для вершин i /∈ Xt дополнительный поток zi = 0. Если набор z = (z1, . . . , zn) по
каким-то причинам недопустим для узла t, то Ft[z1, . . . , zn] := ∞.
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Рекуррентные соотношения. Покажем, как вычислить величины Ft[z1, . . . , zn] для уз-
ла t каждого типа: листа, узла включения, узла слияния и узла исключения.

Лист. По определению, если t ∈ T — лист, то Xt = ∅ и Ft[z1, . . . , zn] := 0, где допустим
только набор z = (0, . . . , 0).

Узел включения. Пусть t1 — сын узла t в дереве T такой, что Xt = Xt1 ∪ {i}, где вершина
i /∈ Xt1 . Поскольку i /∈ Xt1 , то согласно пп. (2) и (3) определения 1 i /∈ Xy для всех потомков y
узла t1, и, следовательно, вершина i не лежит в подграфе Gt и не имеет ребер, ведущих в
вершины из Vt. Тогда дополнительный поток продукта zi в вершину i не повлияет на решение
задачи в подграфе Gt:

Ft[z1, . . . , zi−1, zi, zi+1, . . . , zn] = Ft1 [z1, . . . , zi−1, 0, zi+1, . . . , zn], (3.1)

где допустимыми являются наборы z ∈ Z
n, в которых zj = 0 для всех j /∈ Xt, zi ∈ [0, B] ∩ Z и

zj ∈ [−B,B] ∩ Z для j ∈ Xt1 .

Узел слияния. Пусть узел t в T имеет двух сыновей t1 и t2, где Xt = Xt1 = Xt2 . В оп-
тимальном решении для подграфа Gt потоки продукции, входящие в вершины Xt, должны
оптимально распределяться между подграфами Gt1 и Gt2 :

Ft[z1, . . . , zn] = min
α

{Ft1 [z1 − α1, . . . , zn − αn] + Ft2 [α1, . . . , αn]}, (3.2)

где допустимыми являются наборы z ∈ Z
n, в которых zj = 0 для всех j /∈ Xt, zj ∈ [−B,B]∩ Z

для j ∈ Xt, а минимум берется по всем наборам α = (α1, . . . , αn) ∈ Z
n таким, что |αj | ≤ B и

|zj − αj| ≤ B для всех i = 1, . . . , n, и αj = 0 для всех вершин j /∈ Xt. В случае |Xt| = tw + 1
будем дополнительно полагать αj1 = zk, αj2 = 0, где j1 и j2 номера вершин из замечания 2,
хранящиеся для узла слияния t.

Поясним дополнительные условия на наборы α при |Xt| = tw + 1. В этом случае согласно
замечанию 1 ближайшие к t узлы в левом и правом поддеревьях T с корнем t, не являющиеся
узлами слияния, есть узлы включения y1 и y2, причем |Xy1 | = |Xy2 | = tw + 1. Согласно
замечанию 2 нам известны вершины j1 и j2, добавленные в этих узлах. Тогда в вершину j1 в
подграфе Gt1 достаточно отправить поток величины 0, поскольку,

◦ если y1 — сын узла t, то для любого потока zj1 в вершину j1 выполняется (3.1);
◦ если в кратчайшем пути от узла t к узлу y1 в дереве T есть узел слияния s 6= t, за

счет перераспределения потоков в (3.2) все допустимые величины потоков для поддерева, не
содержащего y1, тем не менее будут просмотрены.

Аналогичные рассуждения верны для вершины j2 в подграфе Gt2 .

Узел исключения. Пусть узел t в T имеет одного сына t1 и Xt = Xt1 \ {i} для вершины
i ∈ Xt1 . Поскольку i /∈ Xt, согласно определению 1 все ребра, инцидентные вершине i в
графе G, находятся в подграфе Gt или ведут в вершины из Xt. При исключении вершины i
принимается решение о том, открывать в ней предприятие или нет, и перераспределяются
потоки, идущие через i. Обозначим Vi := {j ∈ Xt1 | {i, j} ∈ E}. Тогда

Ft[z1, . . . , zi−1, 0, zi+1, . . . , zn] = min{Y (z), N(z)},

где

Y (z) = min
α

{

fi +
∑

j∈Vi

c(i, j)|αj |+ Ft1 [z1 + α1, . . . , 0
i
, . . . , zn + αn]

}

,

N(z) = min
α

{

∑

j∈Vi

c(i, j)|αj |+ Ft1 [z1 − α1, . . . , αi, . . . , zn − αn]
}

. (3.3)

где допустимыми являются наборы z ∈ Z
n, в которых zj = 0 для всех j /∈ Xt, zj ∈ [−B,B]∩ Z

для j ∈ Xt. Минимум в Y (z) берется по всем наборам α = (α1, . . . , αn) ∈ Z
n таким, что αj = 0

для всех j /∈ Vi, 0 ≤ αj ≤ min{q(i, j), B} для всех j ∈ Vi. Минимум в N(z) берется по всем
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наборам α = (α1, . . . , αn) ∈ Z
n таким, что αj = 0 для всех j /∈ Vi∪{i}, |αj | ≤ min{q(i, j), B} для

всех j ∈ Vi, и αi ∈ [−B,B] такое, что
∑

j∈Vi
αj − bi ≥ αi. Если для фиксированного набора z

наборов α с требуемыми свойствами нет, то Ft[z1, . . . , zn] := ∞.
Здесь Y (z) — это стоимость частичного решения, в котором в вершине i открывается пред-

приятие, и в каждую вершину j ∈ Xt, смежную с i, по ребру {i, j} добавляется допустимый
поток величины αj ≥ 0. Соответственно, N(z) это стоимость частичного решения, в котором
в вершине i не открывается предприятие, а из каждой вершины j ∈ Xt, смежной с i, по реб-
ру {i, j} в i направляется допустимый поток величины αj , из поддерева Gt в i направляется
дополнительный поток αi и сумма всех потоков в i позволяет удовлетворить спрос bi.

Теорема 1. Для задачи RFLP на графах с фиксированной древесной шириной tw суще-
ствует псевдополиномиальный алгоритм решения с трудоемкостью O(nB2tw), где величина
B = min{

∑n
k=1 bk,maxe∈E(G) q(e)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При заданной хорошей древесной декомпозиции графа ширины
tw алгоритм работает следующим образом.

Для каждого узла t ∈ T вычислим значения Ft[z1, . . . , zn], соответствующие оптимальным
частичным решениям в поддереве Gt, для каждого допустимого набора z = (z1, . . . , zn) ∈ Z

n.
Оптимальное значение целевой функции задачи RFLP в исходном графе G будет лежать в
Fr[0, . . . , 0].

Оценим время работы алгоритма. На предварительном шаге за время O(tw n) для всех
узлов слияния найдем величины из замечания 2. Оценим время, требующееся для вычисления
величин Ft[z1, . . . , zn] для всех допустимых наборов z = (z1, . . . , zn) ∈ Z

n в узле каждого типа.
Если t — узел включения, то |Xt| ≤ tw + 1, и для вычисления всех величин Ft[z1, . . . , zn]

согласно (3.1) потребуется время O(Btw+1).
Если t — узел слияния и |Xt| ≤ tw, то в (3.2) необходимо просмотреть O(Btw) наборов α для

каждого из O(Btw) наборов z; если |Xt| = tw + 1, то потребуется просмотреть O(Btw−1) набо-
ров α для каждого из O(Btw+1) наборов z. На проверку допустимости каждой пары наборов α
и z потребуется время O(tw). Суммарно обработка узла слияния занимает время O(twB2tw).

Если t — узел исключения, то |Xt| ≤ tw в силу замечания 1, в (3.3) необходимо просмот-
реть O(Btw) наборов α для каждого из O(Btw) наборов z. На проверку допустимости каждой
пары наборов α и z потребуется время O(tw). Суммарно обработка узла исключения занимает
время O(twB2tw).

Поскольку в T всего O(n tw) узлов, решение исходной задачи восстанавливается обратным
ходом по узлам дерева T за время O(tw nB), а общее время работы алгоритма динамического
программирования при фиксированном tw = O(1) составляет O(nB2tw).

Теорема 1 доказана.

З а м е ч а н и е 3. Пользуясь сведением из [14, разд. 2], можно за время O(n) свести
пример задачи RCFLP (Restricted Capacitated Facility Location Problem), в которой кроме
ограничений на пропускные способности ребер (1.3) заданы еще и ограничения на производ-
ственные мощности предприятий, на графе G к примеру задачи RFLP на графе G′, при этом
tw(G) = tw(G′) и |V (G′)| ≤ 2|V (G)|. Таким образом, предложенный выше алгоритм можно
использовать для получения решений задачи RCFLP с теми же оценками трудоемкости.

4. Задача RFLP с делимыми спросами на путевом графе

В предыдущих разделах мы показали, что хотя задача RFLP с делимыми спросами NP-
трудна даже на графах с древесной шириной tw = 1, она может быть решена за псевдопо-
линомиальное время, если tw = O(1). Для более простого случая задачи RFLP с делимыми
спросами на путевом графе известен полиномиальный алгоритм с трудоемкостью O(n3) [14].
В этом разделе мы покажем, что задача RFLP с делимыми спросами на путевом графе может
быть решена за время O(n).



Задача размещения с ограничениями на пропускные способности сети 117

Для решения нашей задачи адаптируем алгоритм из работы [17], который решает неогра-
ниченную задачу размещения (1.1), (1.2), (1.4) на путевом графе за время O(n). Алгоритм
из [17] в свою очередь опирается на следующий результат из работы [27].

О п р е д е л е н и е 3. Функция h : {1, . . . , n} × {1, . . . , n} → R вогнутая, если для любых
1 ≤ i1 < i2 < j1 < j2 ≤ n

h(i1, j1) + h(i2, j2) ≤ h(i1, j2) + h(i2, j1). (4.1)

Утверждение 4 [27, разд. 3–4]. Существует алгоритм, находящий за время O(n) реше-
ние одномерных динамических программ вида

H(j) = min
1≤i≤j

{H(i) + h(i, j)}, j = 1, . . . , n,

если функция h(i, j) вогнутая, и значение функции h(i, j) для каждой пары 1 ≤ i < j ≤ n
можно получить за время O(1).

Далее в разд. 4.1 мы опишем основные идеи алгоритма из [17], в разд. 4.2 покажем, как на
основе этих идей получить решение задачи RFLP с делимыми спросами на путевом графе за
время O(n).

4.1. Алгоритм для неограниченной задачи размещения на путевом графе

Рассмотрим неограниченную задачу размещения на путевом графе. Пусть V = {1, . . . , n} —
вершины заданного пути G = (V,E). Отрезком [j, k] будем называть простой подпуть в G
из вершины j в вершину k. Введем функцию w(j, k), определенную для 1 ≤ j < k ≤ n,
равную суммарным транспортным затратам на обслуживание всех клиентов отрезка [j, k] из
вершины j, и функцию w̄(j, k), равную суммарным транспортным затратам на обслуживание
всех клиентов отрезка [j, k] из вершины k:

w(j, k) =

k
∑

t=j

btgtj , w̄(j, k) =

k
∑

t=j

btgtk, 1 ≤ j ≤ k ≤ n. (4.2)

Для фиксированной пары j < k значение w(j, k) и w̄(j, k) можно получать за время O(1),
если предварительно провести следующие вычисления.

Утверждение 5 [17, разд. 2]. Пусть Bj =
∑j

t=1 bt, C1 = 0 и Cj =
∑j

t=2 ct−1,t, Dj =
∑j

t=1 btCt для всех j = 1, . . . , n. Все эти величины можно вычислить рекурсивно за общее
время O(n). Тогда

w(j, k) = Dk −Dj−1 − (Bk −Bj)Cj, w̄(j, k) = −Dk +Dj−1 + (Bk −Bj)Ck.

Утверждение 6 [17, лемма 1]. Функции w(j, k) и w̄(j, k) вогнутые.

Через F (j) обозначим оптимальное решение подзадачи на вершинах {j, j + 1, . . . , n} для
1 ≤ j ≤ n. Через G(j) обозначим оптимальное решение подзадачи на вершинах {j, j+1, . . . , n}
такое, что в вершине j открыто предприятие. Тогда верны следующие рекуррентные соотно-
шения [17]: для каждого j = n, . . . , 1

G(j) = fj + min
j<k≤n+1

{

w(j, k) + F (k)
}

, F (j) = min
j≤k≤n

{

w̄(j, k) +G(k)
}

, (4.3)

и величина F (1) соответствует оптимуму целевой функции исходной задачи. Обратным ходом
можно восстановить решение за время O(n).

Поскольку функции w(j, k) и w̄(j, k) вогнутые, умея получать их значения за O(1), соглас-
но утверждению 2, с помощью алгоритма из [27] можно вычислить значения F (j) и G(j) для
всех j за суммарное время O(n). Учитывая трудоемкость предварительных построений для
быстрого вычисления величин w(j, k) и w̄(j, k), а также трудоемкость обратного хода, сум-
марное время работы данного алгоритма для неограниченной задачи размещения на путевом
графе составляет O(n) [17].
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4.2. Линейный алгоритм для задачи RFLP на путевом графе

В этом разделе покажем, как за время O(n) свести задачу RFLP с делимыми спросами на
путевом графе к решению динамической программы, аналогичной (4.3), с вогнутыми слагае-
мыми.

Согласно утверждению 3 для задачи RFLP с делимыми спросами существует оптимальное
решение, в котором все потоки продукта по ребру имеют одинаковое направление. Легко заме-
тить, что для задачи на путевом графе такое оптимальное решение будет центрально-связным,
т. е. будет разбивать путь на отрезки, в каждом из которых открыто ровно одно предприятие,
полностью обслуживающее всех клиентов этого отрезка, за исключением, быть может, клиен-
тов в крайних вершинах отрезка. Далее для задачи будем искать именно центрально-связные
решения.

Для каждой вершины i = 1, . . . , n, в которой fi < ∞, определим границы возможной
области обслуживания, т. е. самую левую и самую правую вершины ℓi ≤ i ≤ ri такие, что
ограничения на пропускные способности ребер позволяют предприятию, открытому в i, пол-
ностью удовлетворить спрос всех клиентов на отрезке [ℓi, ri], после чего у него еще останется
возможность доставить αi ∈ [0, bℓi−1) единиц продукта клиенту в вершине ℓi−1 и βi ∈ [0, bri+1)
единиц продукта клиенту в вершине ri + 1. Границу области обслуживания ℓi (ri) будем на-
зывать строгой, если αi = 0 (βi = 0), и нестрогой, в ином случае.

Лемма 1. Номера вершин ℓi и ri, а также величины αi и βi для всех i = 1, . . . , n можно
найти суммарно за время O(n).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, как, двигаясь от вершины 1 к вершине n, вычислить
величины ri и βi за время O(n). Аналогичным способом, двигаясь от n к 1, можно вычислить
все величины ℓi и αi.

Заметим, что ri+1 ≥ ri для любого i = 1, . . . , n − 1, поскольку если ограничения на про-
пускные способности ребер позволяют из вершины i полностью обслужить отрезок [i, ri], то и
из вершины i+1 возможно полностью обслужить отрезок [i+1, ri]. Воспользуемся этим свой-
ством в процедуре поиска величин ri и βi. В процедуре последовательно просматриваются
вершины i пути G, и для каждого j > i проверяется, возможно ли из вершины i в дополнение
к обслуженному отрезку [i, j−1] обслужить клиента в j. Если возможно, процедура переходит
к проверке клиента j + 1, если нет, то величина ri найдена, и нужно проверять, возможно ли
обслужить клиента j из вершины i+ 1.

Приведем формальное описание процедуры. Пусть, как и раньше, Bj :=
∑j

t=1 bt. Для
пары вершин i < j через difi,j ≥ 0 обозначим величину, на которую можно увеличить поток
продукции из вершины i после того как из i полностью обслужены клиенты отрезка [i, j − 1]:

dif i,j = min
i<j′<j

{q({j′ − 1, j′})− (Bj −Bj′−1)} = min
i<j′<j

{q({j′ − 1, j′}) +Bj′−1} −Bj .

В работе [5, разд. 4–5] показано, что для заданного массива A[1, . . . , n], потратив на пре-
добработку массива время O(n), можно за время O(1) находить номер минимального эле-
мента в подмассиве A[i, i + 1, . . . , j]. Используя алгоритм из [5] для массива с элементами
A[j′] = q({j′ − 1, j′}) + Bj′−1, j′ = 1, . . . , n, для каждой пары i < j значение dif i,j можно
вычислить за время O(1).

П р о ц е д у р а в ы ч и с л е н и я ri и βi.

1. Положим rk := n, βk := 0, B0 := 0, Bk := Bk−1 + bk для всех 1 ≤ k ≤ n,
а также i := 1, j := 2.

2. Вычислим элементы массива A и выполним его предобработку алгоритмом из [5].
3. Пока j ≤ n и i < n:
4. Если bj ≤ dif i,j и bj ≤ q({j − 1, j}), то j := j + 1.
5. Иначе: ri := j − 1, βi := min{dif i,j, q({j − 1, j})} и i := i+ 1.
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Шаги 1, 2 выполняются за время O(n). На каждой итерации цикла (3–5) либо j, либо i уве-
личивается на 1, поэтому общее число итераций не превосходит 2n. Все действия внутри одной
итерации цикла требуют O(1) времени. Таким образом, трудоемкость процедуры равна O(n).

Лемма 2. Если для каждой вершины известны границы областей обслуживания, пример
исходной задачи RFLP на путевом графе с n вершинами можно за время O(n) свести к
эквивалентному примеру задачи RFLP на путевом графе с O(n) вершинами, в которой αi =
βi = 0 для каждой вершины i.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для каждой вершины i = 1, . . . , n выполним следующее. Если
αi > 0, уменьшим спрос в вершине ℓi−1 на αi и добавим в путевом графе между вершинами ℓi и
ℓi − 1 вершину vi со спросом αi и бесконечной стоимостью открытия предприятия. Стоимость
транспортировки единицы товара по ребру {vi, ℓi} и его пропускную способность положим
такими же, как были у ребра {ℓi − 1, ℓi}, а для ребра {ℓi − 1, vi} положим c({ℓi − 1, vi}) = 0 и
q({ℓi − 1, vi}) = ∞. Аналогичным образом, если βi > 0, уменьшим спрос в вершине ri +1 на βi
и добавим между вершинами ri и ri + 1 вершину ui со спросом βi и бесконечной стоимостью
открытия предприятия. Таким образом, вершины vi и ui — это новые строгие границы области
обслуживания для вершины i.

В ходе описанной выше процедуры для каждой вершины исходного графа было добавлено
не более двух дополнительных вершин, поэтому общее число вершин теперь не превосходит 3n.
Кроме того, поскольку в задаче спросы делимые, очевидно, что для любого допустимого ре-
шения исходного примера существует допустимое решение той же стоимости в новом примере,
и наоборот.

Лемма 3. Для задачи RFLP с делимыми спросами на путевом графе, в которой для
каждой вершины i границы возможного интервала обслуживания строгие (αi = βi = 0),
существует центрально-связное оптимальное решение, в котором спрос каждого клиента
обслуживается ровно одним предприятием.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим пример задачи RFLP с делимыми спросами на пу-
тевом графе, в которой для каждой вершины i выполняется αi = βi = 0. Пусть (S, x) —
оптимальное центрально-связное решение этой задачи. Пусть i1, i2 ∈ S — два последователь-
ных предприятия в этом решении такие, что i1 < j < i2, i1 обслуживает всех клиентов отрезка
[i1, j − 1] и часть b ∈ [0, bj ] спроса клиента j, а i2 обслуживает всех клиентов отрезка [j +1, i2]
и часть (bj−b) спроса клиента j. Тогда суммарные затраты на обслуживание клиента j в этом
решении составляют

b

j
∑

k=i1+1

c({k − 1, k}) + (bj − b)

i2−1
∑

k=j+1

c({k − 1, k}),

где 0 ≤ b ≤ bj . Это линейная по b функция, следовательно, она достигает своего минимума
либо при b = bj, либо при b = 0, что соответствует полному обслуживанию спроса клиента j
либо из i1, либо из i2. Для каждой из вершин i1 и i2 по условию леммы 3 границы интервалов
обслуживания строгие, и в решении (S, x) каждая из них частично обслуживает j. Следова-
тельно, у каждой из них есть возможность обслужить вершину j полностью. Значит, найдется
решение (S, x′), стоимость которого не больше стоимости решения (S, x) и в котором все кли-
енты отрезка [i1, i2] обслуживаются ровно одним предприятием. Проведя аналогичные рас-
суждения для каждой пары последовательных предприятий i1, i2 ∈ S, получим оптимальное
центрально-связное решение (S, x′′), в котором спрос каждого клиента обслуживается ровно
одним предприятием.

Теорема 2. Для задачи RFLP с делимыми спросами на путевом графе существует точ-
ный алгоритм, работающий за время O(n).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Центрально-связное оптимальное решение задачи найдем сле-
дующим образом. Пусть G = (V,E) — исходный путевой граф с вершинами V = {1, . . . , n}.
За время T1 = O(n) с помощью процедуры из леммы 1 для каждой вершины i ∈ V найдем
величины ℓi, ri, αi, βi. За время T2 = O(n) с помощью процедуры из леммы 2 построим эквива-
лентный пример на путевом графе G′ = (V ′, E′), где |V ′| = O(n) и для каждой вершины i ∈ V ′

величины αi = βi = 0. Далее покажем, что решение задачи в графе G′ может быть получено
алгоритмом динамического программирования, аналогичным (4.3).

Согласно лемме 3 для задачи на графе G′ существует центрально-связное оптимальное ре-
шение, в котором спрос каждого клиента обслуживается ровно одним предприятием. В таком
решении каждая вершина i обслуживает некоторый отрезок [j′i, j

′′
i ] ⊆ [ℓi, ri], причем суммар-

ные транспортные затраты на обслуживание [j′i, j
′′
i ] из i равны w(i, j′′i )+ w̄(j′i, i), где величины

w(i, j′′i ) и w̄(j′i, i) определяются согласно (4.2). В центрально-связном решении задачи RFLP
обслуживание клиента j /∈ [ℓi, ri] из i невозможно, в этом случае транспортные затраты мож-
но считать равными ∞. Введем функции w′(j, k) и w̄′(j, k), определяющиеся через функции
из (4.2): для j, k ∈ V ′

w′(j, k) =

{

w(j, k), если k ≤ rj,

∞, иначе;
w̄′(j, k) =

{

w̄(j, k), если j ≥ ℓk,

∞, иначе.
(4.4)

Согласно утверждению 5 с помощью предварительных вычислений, требующих T3 = O(n)
времени, для произвольной пары j < k значения w′(j, k) и w̄′(j, k) можно получать за вре-
мя O(1). Покажем, что функции w′(j, k) и w̄′(j, k) вогнутые. Допустим, на наборе 1 ≤ j1 <
j2 < k1 < k2 ≤ |V ′| для функции w′(j, k) не выполняется условие вогнутости (4.1), т. е.

w′(j1, k1) + w′(j2, k2) > w′(j1, k2) +w′(j2, k1). (4.5)

Если в (4.5) все слагаемые < ∞, получим противоречие с утверждением 6 для функции w(j, k).
Если w′(j1, k2) = ∞ или w′(j2, k1) = ∞, получим противоречие со строгостью неравенства (4.5).
Если w′(j2, k2) = ∞ или w′(j1, k1) = ∞, то из определения (4.4) следует w′(j1, k2) = ∞, что
снова противоречит строгости неравенства (4.5). Следовательно, функция w′(j, k) вогнутая.
Вогнутость w̄′(j, k) доказывается аналогично.

Наконец, в графе G′ оптимальное центрально-связное решение задачи RFLP, в котором
спрос каждого клиента обслуживается ровно одним предприятием, можно найти по аналогии
с (4.3) путем решения динамической программы: для каждого j = |V ′|, . . . , 1

G(j) = fj + min
j<k≤n+1

{w′(j, k) + F (k)}, F (j) = min
j≤k≤n

{w̄′(j, k) +G(k)}. (4.6)

Поскольку w′(j, k) и w̄′(j, k) вогнутые и каждое значение для них можно вычислить за вре-
мя O(1), решение (4.6) может быть найдено за время T4 = O(n) согласно [17; 27]. Из этого
решения за время T5 = O(n) очевидным образом восстанавливается решение исходной за-
дачи в графе G. Таким образом, общее время работы алгоритма решения исходной задачи
составляет T1 + · · ·+ T5 = O(n). Теорема 2 доказана.

Подход из теоремы 2 можно адаптировать для решения задачи p-RFLP с делимыми спроса-
ми, в решении которой должно быть открыто не более p предприятий, а также для некоторых
частных случаев задачи RFLP с неделимыми спросами на путевом графе.

Следствие 1. Для задачи p-RFLP с делимыми спросами на n-вершинном путевом графе
существует точный алгоритм со временем работы O(pn).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно в алгоритме из теоремы 2 вместо рекуррентных
соотношений (4.3) использовать соотношения из [17] для p-RFLP: для каждого j = |V ′|, . . . , 1
и каждого i = 1, . . . , p

Gi(j) = fj + min
j<k≤n+1

{w′(j, k) + F i−1(k)}, F i(j) = min
j≤k≤n

{w̄′(j, k) +Gi(k)}.
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Рис. 2. Пример задачи RFLP с неделимыми спросами, в котором единственное допустимое решение
не центрально-связно. Квадратами обозначены вершины, в которых стоимость открытия предприятий
меньше ∞, в круглых вершинах указан спрос клиентов, над ребрами указаны их пропускные способ-
ности. В решении серое предприятие обслуживает клиентов в серых вершинах, а белое — в белых.

Как было показано в утверждении 2, задача RFLP с неделимыми спросами на путевом
графе NP-трудна. Легко заметить, что центрально-связных оптимальных решений для этой
задачи может не быть (см. рис. 2). Однако в тех случаях, когда для задачи RFLP с неделимыми
спросами существуют центрально-связные оптимальные решения, их можно найти с помощью
алгоритма из теоремы 2, в котором пропускается шаг из леммы 2.

Следствие 2. Задача RFLP с неделимыми спросами на путевом графе с n вершинами
может быть решена за время O(n), если

◦ спросы всех клиентов одинаковые или

◦ для всех вершин i границы областей обслуживания строгие (αi = βi = 0) в терминах,
введенных для задачи RFLP с делимыми спросами.

Заключение

В работе рассматривались частные случаи задачи RFLP на путевых графах и графах с
ограниченной древесной шириной и исследовалась возможность их точного решения. Положи-
тельные алгоритмические результаты были получены для задачи RFLP с делимыми спросами.
Эта задача слабо NP-трудна даже на простейших типах деревьев, однако, для нее удалось по-
строить псевдополиномиальный алгоритм на графах с ограниченной древесной шириной и
линейный алгоритм на путевых графах. С другой стороны, мы показали, что задача RFLP
с неделимыми спросами сильно NP-трудна на деревьях и NP-трудна на путевых графах, хо-
тя при некоторых ограничениях на значения пропускных способностей или спросы клиентов
RFLP с неделимыми спросами на путевых графах может быть решена за линейное время.
Вопрос о существовании псевдополиномиального алгоритма для задачи RFLP с неделимыми
спросами на путевом графе в общем случае остается открытым.
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