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В данной работе изучается задача приближенного описания множеств достижимости на малых вре-

менных промежутках для аффинных по управлению систем с изопериметрическими ограничениями на

управление. Под изопериметрическим ограничением понимается интегральное ограничение типа нера-

венства с подынтегральной функцией, зависящей от управляющих параметров и фазовых переменных

системы. Ранее подобная задача рассматривалась в предположении, что подынтегральная функция за-

висит только от управляющих параметров, относительно которых является положительно определенной

квадратичной формой. В этом случае было показано, что при дополнительных предположениях об асимп-

тотике грамиана управляемости линеаризованной системы, такое множество достижимости оказывается

выпуклым и асимптотически близким по форме к эллипсоиду в пространстве состояний при достаточ-

но малой длине промежутка времени. Данный эллипсоид представляет собой множество достижимости

линеаризованной вдоль траектории, отвечающей нулевому управлению, системы. В настоящей работе

доказывается, что при небольшом усилении условий, накладываемых на грамиан управляемости, дан-

ный результат остается справедливым, если подынтегральная функция, задающая изопериметрическое

ограничение, имеет вид суммы положительно определенной квадратичной формы от управляющих пара-

метров и неотрицательной функции фазовых переменных. Данное асимптотическое представление имеет

место, в частности, для достаточно широкого класса аффинных по управлению систем второго порядка

при условии полной управляемости линеаризованной системы. Доказательство опирается на результаты

теории сильно выпуклых множеств и функций.

Ключевые слова: управляемая система, изопериметрические ограничения, множество достижимости,

асимптотика, грамиан управляемости.

M. I. Gusev. Asymptotic behavior of small-time reachable sets of nonlinear systems with

isoperimetric constraints.

We study the problem of an approximate description of reachable sets over small time intervals for affine-

control systems with isoperimetric control constraints. An isoperimetric constraint is understood as an integral

constraint of inequality type with the integrand depending on the control parameters and state variables of the

system. Previously, a similar problem was considered under the assumption that the integrand depends only on

the control parameters and is a positive definite quadratic form in these parameters. In this case, it was shown

that, under certain conditions imposed on the controllability Gramian of the linearized system, the reachable

set is convex and asymptotically close in shape to an ellipsoid in the state space for a sufficiently small length of

the time interval. This ellipsoid is the reachable set of the system linearized along the trajectory corresponding

to the null control. In this paper, it is proved that, under a slight strengthening of the conditions imposed on

the controllability Gramian, this result remains valid if the integrand defining the isoperimetric constraints has

the form of the sum of a positive definite quadratic form in the control parameters and a nonnegative function

of the state variables. This asymptotic representation holds, in particular, for a fairly wide class of second-order

systems affine in the control under the condition that the linearized system is completely controllable. The proof

is based on the results of the theory of strongly convex sets and functions.
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Введение

В данной работе исследуется задача описания множеств достижимости на малых времен-
ных промежутках для аффинных по управлению систем

ẋ(t) = f1(x(t)) + f2(x(t))u(t), x(0) = x0, (0.1)
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с изопериметрическими ограничениями на управление. Под изопериметрическим ограничени-
ем мы далее подразумеваем интегральное ограничение типа неравенства с подынтегральной
функцией, зависящей от управляющих параметров и фазовых переменных системы вида

J(u(·)) :=
t1
∫

0

(Q(x(t)) + u⊤(t)Ru(t))dt ≤ µ2, (0.2)

где R — симметричная положительно определенная матрица, Q(x) — неотрицательная функ-
ция, u, x — конечномерные векторы управляющих параметров и состояния системы, µ > 0 —
заданное число. Если управляемая системы линейна, начальное состояние системы фиксирова-
но и Q(x) — неотрицательно определенная квадратичная форма, то множество достижимости
есть эллипсоид в пространстве состояний. Это следует из результатов монографии [1], где
соответствующий факт доказан для информационных множеств в задаче наблюдения; част-
ным случаем последних являются множества достижимости. Параметры эллипсоида в данном
случае допускают конструктивное описание в виде решения задачи Коши для систем обыкно-
венных дифференциальных уравнений.

Для нелинейных управляемых систем множества достижимости в случае как геометриче-
ских, так и интегральных ограничений имеют более сложную структуру; они, как правило,
невыпуклы и их построение требует значительных вычислительных затрат. При изучении
свойств и вычислении множеств достижимости и траекторных трубок управляемых систем
используются теория уравнений и неравенств Гамильтона — Якоби и принцип сравнения [2],
методы эллипсоидальных и полиэдральных аппроксимаций [3–6], конечно-разностные и пик-
сельные методы [7; 8], методы, основанные на принципе максимума Понтрягина [9; 10]. Алго-
ритмы построения множеств достижимости для систем с интегральными ограничениями изу-
чались в работах [11; 12]. Свойства выпуклости множеств достижимости нелинейных систем
исследованы в [13;14].

В данной статье мы рассматриваем поведение множеств достижимости нелинейных си-
стем на малых промежутках времени. Геометрическая структура множеств достижимости на
промежутках времени малой длины имеет важное значение при решении задач локального
синтеза. Для систем с геометрическими ограничениями на управление данные вопросы были
предметом исследования в ряде работ (см., например, [15; 16]). Асимптотическое поведение
множеств достижимости линейных управляемых систем с интегральными ограничениями на
управление на малых промежутках времени изучалось в [17].

Асимптотика множеств достижимости нелинейных систем с интегральными ограничения-
ми была исследована в недавней работе (Гусев М.И., Осипов И.О. Асимптотическое поведение
множеств достижимости на малых временных промежутках // Тр. Ин-та математики и меха-
ники УрО РАН. 2019. Т. 25, № 3. С. 86–99) в предположении, что подынтегральная функция
в ограничении зависит только от управляющих параметров, относительно которых является
положительно определенной квадратичной формой, т. е. при Q(x) = 0. Здесь выяснялись усло-
вия, при которых множество достижимости исходной нелинейной системы выпукло и ведет
себя подобно множеству достижимости линеаризованной системы, когда длина промежутка
времени стремится к нулю. Эти условия определяются поведением грамиана управляемости
системы, линеаризованной вдоль траектории, которая отвечает нулевому управлению систе-
мы. Минимальное собственное число грамиана не должно стремиться к нулю слишком быстро;
в этом случае множество достижимости оказывается асимптотически эквивалентным эллип-
соиду в пространстве состояний при малой длине промежутка времени. Асимптотическая эк-
вивалентность множеств определялась при этом через оценки хаусдорфова расстояния между
множествами. В настоящей работе доказывается, что при небольшом усилении условий, на-
кладываемых на грамиан управляемости, асимптотическая эквивалентность множеств имеет
место для изопериметрического ограничения вида (0.2). Данные условия выполняются, в част-
ности, для достаточно широкого класса аффинных по управлению систем второго порядка при
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полной управляемости линеаризованной системы. Следуя [17], два выпуклых множества, за-
висящие от малого параметра, мы считаем асимптотически эквивалентными, если расстояние
Банаха — Мазура между этими множествами стремится к нулю при стремлении к нулю малого
параметра.

Схема доказательства в предлагаемой статье опирается на результаты [19]. Используя за-
мену времени, исходное множество достижимости можно заменить множеством достижимости
для управляемой системы на единичном интервале времени. При такой замене малый пара-
метр (длина временного интервала для исходной системы) появляется в уравнениях системы
и ограничениях. При этом ограничения на управление оказываются заданы сильно выпук-
лым множеством, принадлежащим шару малого радиуса в гильбертовом пространстве L2,
если величина малого параметра удовлетворяет неравенству (см., например, [13]), содержа-
щему минимальное собственное число грамиана управляемости. Множество достижимости
является образом данного множества при нелинейном отображении его в R

n, который при-
ближенно заменяется образом шара при линейной аппроксимации отображения. Дальнейшее
доказательство использует соотношение между расстояниями Хаусдорфа и Банаха — Мазура,
установленное в следующем ниже разделе.

1. Вспомогательные результаты

Пусть X,Y ⊂ R
n — выпуклые компактные множества; предполагаем, что нулевой вектор

является внутренней точкой каждого из этих множеств. Расстояние Банаха — Мазура ρ(X,Y )
между X и Y определяется равенством

ρ(X,Y ) := log(r(X,Y ) · r(Y,X)), r(X,Y ) = inf{t ≥ 1: tX ⊃ Y }.
Для выпуклых замкнутых множеств X,Y включение tX ⊃ Y имеет место тогда и только
тогда, когда

tδ(y|X) ≥ δ(y|Y ), ∀y ∈ R
n, ‖y‖ = 1,

где δ(y|X) — опорная функция множества X. Отсюда следует формула

r(X,Y ) = max
{

1, sup
‖y‖=1

δ(y|X)

δ(y|Y )

}

. (1.1)

Заметим, что в силу условия 0 ∈ intY выполняется неравенство δ(y|Y ) > 0 при ‖y‖ 6= 0.
Предположим далее, что рассматриваемые множества зависят от малого положительно-

го параметра, при этом X = X(ε), Y = Y (ε) — выпуклые компактные множества и нулевой
вектор является внутренней точкой каждого из этих множеств для 0 < ε ≤ ε0. Будем также
считать, что многозначные отображения X(ε), Y (ε) ограничены. Множества X(ε), Y (ε) назы-
ваются асимптотически эквивалентными [17], если ρ(X(ε), Y (ε)) → 0 при ε → 0.

Из формулы (1.1) вытекает следующее утверждение.

Лемма 1. Для того чтобы ρ(X(ε), Y (ε)) → 0 при ε → 0 необходимо и достаточно вы-

полнение условий

lim
ε→0

sup
‖y‖=1

δ(y|X(ε))

δ(y|Y (ε))
= 1, lim

ε→0

sup
‖y‖=1

δ(y|Y (ε))

δ(y|X(ε))
= 1. (1.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если выполнено условие (1.2), то из формулы (1.1) вытекает,
что r(X(ε), Y (ε)) → 1, r(Y (ε),X(ε)) → 1 и, следовательно, ρ(X(ε), Y (ε)) → 0 при ε → 0. Дока-
жем необходимость условий (1.2). Допустим, от противного, что данное условие не выполнено
и пусть, для определенности, нарушается первое из двух предельных соотношений в (1.2). То-
гда найдутся σ > 0 и последовательность εk → 0 такие, что для бесконечного числа членов
последовательности имеют место соотношения

sup
‖y‖=1

δ(y|X(εk))

δ(y|Y (εk))
≥ 1 + σ либо sup

‖y‖=1

δ(y|X(εk))

δ(y|Y (εk))
≤ 1− σ.
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В первом случае мы имеем r(X(εk), Y (εk)) ≥ 1+σ и, соответственно, ρ(X(εk), Y (εk)) ≥ log(1+
σ) > 0. Во втором получаем

δ(y|X(εk))

δ(y|Y (εk))
≤ 1− σ, ∀y, ‖y‖ = 1

и, значит,
δ(y|Y (εk))

δ(y|X(εk))
≥ 1

1− σ
,

откуда следует, что

ρ(X(εk), Y (εk)) ≥ log(1 +
σ

1− σ
) > 0

для бесконечного числа членов последовательности εk. Последнее противоречит сходимости
ρ(X(εk), Y (εk)) к нулю.

Лемма доказана.

Из условия ρ(X(ε), Y (ε)) → 0 при ε → 0 выводим, что h(X(ε), Y (ε)) → 0 при ε → 0,
где h обозначает хаусдорфово расстояние между множествами. Действительно, из леммы 1
мы получаем, что в этом случае выполняется соотношение (1.2). Следовательно, для любого
σ > 0 найдется ε̄ такое, что неравенства

δ(y|X(ε))

δ(y|Y (ε))
≤ 1 + σ,

δ(y|Y (ε))

δ(y|X(ε))
≤ 1 + σ

выполняются для всех y ∈ R
n, ‖y‖ = 1, 0 < ε ≤ ε̄. Из данных неравенств следует оценка

h(X(ε), Y (ε)) = sup
‖y‖=1

|δ(y|X(ε)) − δ(y|Y (ε))| ≤ σmax
{

sup
‖y‖=1

δ(y|Y (ε)), sup
‖y‖=1

δ(y|X(ε))
}

,

которая означает, что h(X(ε), Y (ε)) → 0 при ε → 0.
Обратное утверждение неверно, что показывает следующий пример. Пусть X(ε) = {x ∈

R
2 : |x1| ≤ ε, |x2| ≤ ε}, Y (ε) = {x ∈ R

2 : x2
1
+x2

2
≤ ε2}. Тогда h(X(ε), Y (ε)) = (

√
2−1)ε → 0, при

этом ρ(X(ε), Y (ε)) = log
√
2 > 0. Тем не менее при дополнительном предположении о скорости

сходимости к нулю хаусдорфова расстояния между множествами в приведенной далее теореме
доказано, что ρ(X(ε), Y (ε)) → 0 при ε → 0.

Для A ⊂ R
n введем следующее обозначение: δmin(A) := inf‖y‖=1 δ(y|A).

Теорема 1. Для того чтобы ρ(X(ε), Y (ε)) → 0 при ε → 0 достаточно выполнения усло-

вий

lim
ε→0

h(X(ε), Y (ε)) = 0, lim
ε→0

h(X(ε), Y (ε))

δmin(Y (ε))
= 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим h(ε) = h(X(ε), Y (ε)), δ(ε) = δmin(Y (ε)). Из равенства
h(ε) = h(X(ε), Y (ε)) = sup‖y‖=1 |δ(y|X(ε)) − δ(y|Y (ε))| следуют неравенства

−h(ε) ≤ δ(y|X(ε)) − δ(y|Y (ε)) ≤ h(ε),

справедливые для всех y ∈ R
n, ‖y‖ = 1. Поделив эти неравенства на положительную величину

δ(y|Y (ε)), получим оценку

| sup
‖y‖=1

δ(y|X(ε))

δ(y|Y (ε))
− 1| ≤ sup

‖y‖=1

h(ε)

δ(y|Y (ε))
≤ h(ε)

δ(ε)
.

При делении неравенств на δ(y|X(ε)) выводим

| sup
‖y‖=1

δ(y|Y (ε))

δ(y|X(ε))
− 1| ≤ sup

‖y‖=1

h(ε)

δ(y|X(ε))
≤ h(ε)

δ(ε) − h(ε)
,
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учитывая, что при достаточно малых ε в силу условий теоремы δ(ε)−h(ε) > 0. Из полученных
неравенств имеем соотношения (1.2) и, значит, в силу леммы 1 ρ(X(ε), Y (ε)) → 0 при ε → 0.

Теорема доказана.

Заметим, что множества X,Y входят симметричным образом в определение ρ(X,Y ). По-
этому в формулировке теоремы можно δmin(Y (ε)) заменить на δmin(X(ε)).

2. Асимптотика множеств достижимости

на малых временных промежутках

Рассмотрим аффинную по управлению нелинейную управляемую систему вида (0.1) на
промежутке 0 ≤ t ≤ t1, x ∈ R

n , u ∈ R
r, функции f1 : R

n → R
n, f2 : R

n → R
n×r считаем непре-

рывными и непрерывно дифференцируемыми. Начальное состояние x0 фиксировано. Пусть
интегральные ограничения на управление и траекторию заданы неравенством (0.2), где R —
симметричная положительно определенная матрица, Q(x) — неотрицательная непрерывная
функция, µ — положительное число. Далее будем обозначать через L2 гильбертово простран-
ство интегрируемых с квадратом вектор-функций на отрезке [0, t1], скалярное произведение в
котором определено равенством

(u(·), v(·)) =
t1
∫

0

u⊤(t)Rv(t)dt;

B(0, µ) = {u(·) ∈ L2 : (u(·), u(·)) ≤ µ2} — шар радиуса µ > 0 с центром в нуле. Множество
управлений, удовлетворяющих ограничению (0.2), принадлежит B(0, µ). Будем предполагать,
что для некоторого t1 = t̄1 > 0 и для любого u(·) ∈ B(0, µ) существует и единственно реше-
ние x(t) системы (0.1), это решение определено на промежутке [0, t̄1] и все траектории систе-
мы (0.1), отвечающие управлениям из B(0, µ), принадлежат компактному множеству D ⊂ R

n.
Далее будем рассматривать значения t1, не превосходящие t̄1.

Обозначим через

G(t1) = {x ∈ R
n : ∃u(·) ∈ L2 : J(u(·)) ≤ µ2, x = x(t1, u(·))}

множество достижимости системы (0.1) в заданный момент t1. Напомним, что J(u(·)) — ин-
тегральный функционал, задающий ограничения (0.2). Далее будем считать выполненным
следующее условие.

Предположение. Функции f1(x), f2(x), Q(x) имеют непрерывные производные по x, ко-

торые удовлетворяют условиям Липшица: для всех x1, x2 ∈ D
∥

∥

∥

∂f1
∂x

(x1)−
∂f1
∂x

(x2)
∥

∥

∥
≤ L3‖x1 − x2‖,

∥

∥

∥

∂f2
∂x

(x1)−
∂f2
∂x

(x2)
∥

∥

∥
≤ L4‖x1 − x2‖,

∥

∥

∥

∂Q

∂x
(x1)−

∂Q

∂x
(x2)

∥

∥

∥
≤ L5‖x1 − x2‖,

где Li ≥ 0, i = 3, 4, 5.

Мы изучаем асимптотику множеств достижимости G(t1) при фиксированном µ в предполо-
жении, что интервал [0, t1] является малым. С использованием замены времени задача описа-
ния множества достижимости на малом интервале может быть сведена к аналогичной задаче
на фиксированном интервале для системы, уравнения которой и интегральные ограничения
на управление зависят от малого параметра [19]. Малый параметр далее будем обозначать
через ε: t1 = ε.

Произведя замену времени t = ετ и положив y(τ) = x(ετ), v(τ) = εR1/2u(ετ), мы приходим
к уравнению

ẏ(τ) = εf1(y(τ)) + f2(y(τ))R
−1/2v(τ), 0 ≤ τ ≤ 1, y(0) = x0; (2.1)
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ограничения на управление v(·) при данной замене преобразуются в неравенство

1
∫

0

(ε2Q(y(τ)) + v⊤(τ)v(τ))dt ≤ (µ
√
ε)2. (2.2)

Здесь R1/2 — квадратный корень из положительно определенной матрицы R. Заметим, что
траектории системы (2.1), (2.2), как и ранее, принадлежат D. Множество достижимости систе-
мы (2.1), (2.2) в момент τ = 1, как нетрудно заметить, совпадает с множеством достижимости
исходной системы G(ε). Далее мы сохраним обозначение L2 для пространства вектор-функций
на [0, 1] со скалярным произведением

(u(·), v(·)) =
1

∫

0

u⊤(τ)v(τ)dτ,

а через B(a, µ) будем обозначать шар радиуса µ с центром в точке a в данном пространстве.
Будем далее также использовать обозначение µ(ε) = µ

√
ε.

Определим функционал ϕ(v(·)) : L2 → R равенством

ϕ(v(·)) =
1

∫

0

Q(y(t))dt,

где y(t) — решение системы (2.1). Из [19, лемма 2] следует, что ϕ(v(·)) имеет производную,
которая удовлетворяет условию Липшица с константой, обозначаемой далее через L2(ε), на
шаре B(0, µ(ε)) ⊂ L2.

Обозначим через Uε множество управлений для системы (2.1), удовлетворяющих неравен-
ству (2.2). С учетом введенных обозначений данное множество можно представить в виде

Uε = {v(·) ∈ L2 : ε
2ϕ(v(·)) + (v(·), v(·)) ≤ µ2(ε)}.

При ε, удовлетворяющем неравенству εϕ(0) ≤ µ2, справедливо включение 0 ∈ Uε. Обозначим
α(ε) := h(Uε, B(0, µ(ε))) — хаусдорфово расстояние между множествами Uε и B(0, µ(ε)).

Лемма 2. Существует не зависящая от ε константа k > 0 такая, что для достаточно

малых ε выполняется неравенство

α(ε) ≤ kε3/2 (α(ε) ≤ kε2, если ϕ(0) = 0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Далее считаем, что εϕ(0) ≤ µ2, ε ≤ t̄1, и, следовательно, Uε 6= ∅.
Поскольку Uε ⊂ B(0, µ(ε)), то достаточно доказать, что для любого v ∈ B(0, µ(ε)) найдется
v̄ ∈ Uε такой, что ‖v − v̄‖ ≤ kε3/2 (либо ‖v − v̄‖ ≤ kε2), где k > 0 не зависит от ε и v. Будем
искать v̄ в виде v̄ = (1− p)v, 0 ≤ p < 1. Число p должно удовлетворять неравенству

ε2ϕ((1 − p)v) + (1− p)2(v, v) ≤ µ2(ε). (2.3)

По теореме о среднем ϕ((1 − p)v) − ϕ(0) = (1 − p)ϕ′(ξ)v, где вектор ξ принадлежит отрезку
[0, (1 − p)v] ⊂ B(0, µ(ε)). Из липшицевости ϕ′ на шаре B(0, µ(ε)) следует

‖ϕ′(ξ)− ϕ′(0)‖ ≤ L2(ε)(1 − p)‖v‖ ≤ L2(ε)µ(ε) ≤ m
√
ε,

где константа m не зависит от ε. Последнее неравенство здесь вытекает из ограниченности
функции L2(ε), можно положить, например, m = L2(t̄1)µ. Таким образом, при достаточно
малых ε

ϕ((1 − p)v) ≤ ϕ(0) +M(ε)‖v‖(1 − p),
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где

M(ε) =

{

2‖φ′(0)‖, если φ′(0) 6= 0,
m
√
ε, если φ′(0) = 0.

Используя полученное неравенство, оценим левую часть (2.3) сверху следующим числом

ε2(ϕ(0) +M(ε)‖v‖(1 − p)) + (1− p)2‖v‖2 ≤ ε2(ϕ(0) +M(ε)‖v‖) + (1− p)‖v‖2

≤ ε2(ϕ(0) +M(ε)µ(ε)) + (1− p)µ2(ε).

С учетом последнего неравенства можно утверждать, что (2.3) будет выполнено, если поло-
жить

p =
ε2(ϕ(0) +M(ε)µ(ε))

µ2(ε)
= εϕ(0)/µ2 +M(ε)ε3/2/µ.

При достаточно малых ε при ϕ(0) 6= 0 выполняется неравенство p ≤ k1ε, где k1 = 2ϕ(0)/µ2,
следовательно,

‖v − v̄‖ = ‖v − (1− p)v‖ ≤ p‖v‖ ≤ k1εµ(ε) = k1µε
3/2.

Если ϕ(0) = 0, то p = M(ε)ε3/2/µ, и мы получаем

‖v − v̄‖ = ‖v − (1− p)v‖ ≤ p‖v‖ ≤ µ(ε)M(ε)ε3/2/µ ≤ kε2.

Заметим, что если выполняются одновременно равенства ϕ(0) = 0 и ϕ′(0) = 0, то α(ε) ≤ kε5/2.
Лемма доказана.

Из доказательства леммы следует включение

B(0, µε1/2 − kε3/2) ⊂ Uε ⊂ B(0, µε1/2). (2.4)

Рассмотрим семейство отображений Fε : L2[0, 1] → R
n определяемых равенством

Fε(v(·)) = yε(1, v(·)).

Здесь yε(t, v(·)) — соответствующее управлению v(·) решение системы (2.1). Тогда, в силу
того что yε(1, v(·)) = x(ε, u(·)) при соответствующей замене времени и управления, множество
достижимости G(ε) представимо в виде G(ε) = {Fε(v(·)) : v(·) ∈ Uε}.

Отображение Fε(v(·)) дифференцируемо, его производная определяется соотношением

F ′
ε(v(·))∆v(·) = ∆y(1).

Здесь ∆y(τ) — решение линеаризованной в окрестности y(τ, v(·)), v(·) системы

∆̇y(τ) = εA(τ)∆y(τ) +B(τ)∆v(τ), τ ∈ [0, 1], ∆y(0) = 0, (2.5)

где

A(τ) =
∂f1
∂x

(y(τ)) +
r

∑

i=1

∂f i
2

∂x
(y(τ))vi(τ), B(τ) = f2(y(τ))R

−1/2.

Отображение F ′
ε(v(·)) удовлетворяет условию Липшица с константой

L(ε) = L0 + L1ε(L0, L1 ≥ 0).

Если функция f2 в уравнении системы не зависят от состояния (f2(x) = f2 — постоянная
матрица), то L0 = 0 [20].

Наряду с множеством G(ε) будем далее рассматривать множество

Ĝ(ε) := {y ∈ R
n : y = F ′

ε(0)v(·), v(·) ∈ B(0, µ(ε))} = F ′
ε(0)B(0, µ(ε)).
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Данное множество является множеством достижимости линеаризованной системы (2.5), отве-
чающей траектории системы (2.1), порожденной нулевым управлением. При этом ограничения
на управление ∆v(τ) заданы неравенством

1
∫

0

∆v⊤(τ)∆v(τ)dτ ≤ µ2(ε) = (µ
√
ε)2.

Если сделать обратную замену времени τ = t/ε и обозначить ∆u(t) = 1/εR−1∆v(t/ε), то
нетрудно убедиться, что Ĝ(ε) — это множество достижимости, полученное при линеариза-
ции исходной системы (0.1) вдоль траектории x(t, x0, 0), если изопериметрическое ограниче-
ние (0.2) заменено на ограничение

ε
∫

0

∆u⊤(τ)R∆u(τ)dτ ≤ µ2.

Далее мы изучаем соотношение между множествами достижимости нелинейной систе-
мы G(ε) и ее линеаризации Ĝ(ε) при ε, стремящемся к нулю. Наша цель — получить доста-
точные условия, при которых данные множества являются асимптотически эквивалентными
с точностью до сдвига.

Обозначим через Wε грамиан управляемости линеаризованной системы (2.1), который
определяется равенством

Wε =

1
∫

0

Xε(1, ξ)B(ξ)B⊤(ξ)X⊤
ε (1, ξ)dξ.

Здесь Xε(τ, ξ) — фундаментальная матрица решений однородной системы

Ẋε(τ, ξ) = εA(τ)Xε(τ, ξ), Xε(ξ, ξ) = I,

I — единичная матрица.
Известно (см., например, [19]), что симметричная, неотрицательно определенная матри-

ца Wε связана с оператором F ′
ε(0) равенством Wε = F ′

ε(0)F
′
ε(0)

∗, где F ′
ε(0)

∗ — сопряженный
оператор.

Заметим, что полная управляемость линеаризованной системы (2.5) на отрезке [0, 1] экви-
валентна невырожденности грамиана Wε. В этом случае оператор F ′

ε(0) является сюрьектив-
ным (F ′

ε(0)L2 = R
n) и множество достижимости Ĝ(ε) имеет вид

Ĝ(ε) = F ′
ε(0)B(0, µ(ε)) = µ(ε)F ′

ε(0)B(0, 1) = {x ∈ R
n : x⊤W−1

ε x ≤ µ2(ε)},

т. е. это множество есть эллипсоид в пространстве R
n. Для опорной функции множества Ĝ(ε)

и величины δmin(Ĝ(ε)) мы получаем выражения

δ(x|Ĝ(ε)) = µ(ε)
√

x⊤Wεx, δmin(Ĝ(ε)) = min
‖x‖=1

δ(x|Ĝ(ε)) = µ(ε)
√

ν(ε),

где ν(ε) — минимальное собственное число грамиана управляемости Wε. Заметим, что ν(ε) > 0
при ε > 0, если линеаризованная система (2.5) вполне управляема на отрезке [0, 1].

Теорема 2. Пусть линеаризованная система (2.5) вполне управляема на [0, 1] и выпол-

нены следующия условия:

µ2(ε)L2(ε)

ν(ε)
→ 0,

α(ε)

µ(ε)
√

ν(ε)
→ 0 при ε → 0, ε > 0. (2.6)

Тогда при достаточно малых ε множество G(ε)−Fε(0) выпукло и асимптотически эквива-

лентно множеству Ĝ(ε), т. е. ρ(G(ε) − Fε(0), Ĝ(ε)) → 0 при ε → 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего заметим, что из управляемости линеаризованной
системы следует, что Ĝ(ε) — невырожденный эллипсоид с центром в нуле. Значит, нулевой
вектор является внутренней точкой Ĝ(ε) при ε > 0.

Покажем, что нулевой вектор принадлежит внутренности G(ε)−Fε(0) при достаточно ма-
лых ε > 0. Действительно, из (2.4) вытекает, что B(0, µε1/2/2) ⊂ Uε при ε ≤ µ/2k, εϕ(0) ≤ µ2,
ε ≤ t̄1 . Выберем ε > 0, удовлетворяющее данным неравенствам. Рассмотрим отображение
gε(v) = Fε(v) − Fε(0). Очевидно, gε(0) = 0, g′ε(0) = F ′

ε(0) и, значит, g′ε(0)L2 = R
n. По теореме

Люстерника [21, с. 11] найдутся a > 0, ρ̄ > 0 такие, что для любого ρ ≤ ρ̄ имеет место включе-
ние gε(B(0, ρ)) ⊃ B(gε(0), aρ) = B(0, aρ). Следовательно, при ρ ≤ min{µε1/2/2, ρ̄} мы получаем
включение

gε(Uε) ⊃ gε(B(0, ρ)) ⊃ B(0, aρ),

означающее, что нуль — внутренняя точка G(ε)−Fε(0) = gε(Uε). Заметим, что мы используем
здесь одно и то же обозначение B(0, ρ) для шара в разных пространствах (L2 и R

n).
Введем множество Ḡ(ε) := F ′

ε(0)Uε и оценим хаусдорфово расстояние между Ḡ(ε) и G(ε).
Обозначим через L1(ε) константу Липшица для функционала ϕ(v) на шаре B(0, µ(ε)), и пусть
m̄(ε) = sup{‖ϕ′(v)‖ : v ∈ B(0, µ(ε))}. Тогда из результатов работы [19] имеем, что если выпол-
нены неравенства

ε2 ≤ min
{ 1

L1(ε)
,
µ(ε)

m̄(ε)

}

, 16µ2(ε)L2(ε) ≤ ν(ε),

то множество Uε ⊂ L2 сильно выпукло и множество G(ε) выпукло. Из выпуклости множе-
ства Uε следует выпуклость Ḡ(ε). Так как µ(ε) = µ

√
ε, то первое из приведенных неравенств

всегда выполнено для достаточно малых ε. Если какой-то из знаменателей дробей в этом
неравенстве обращается в нуль, то вместо него можно подставить любую положительную кон-
станту. Второе неравенство выполняется для достаточно малых ε, это следует из условия (2.6).
Таким образом, существует ε̄ > 0 такое, что множества G(ε), Ḡ(ε) выпуклы при 0 < ε ≤ ε̄.
В дальнейшем мы предполагаем, что ε ≤ ε̄.

Пусть v = v(·) ∈ Uε, тогда

Fε(v)− Fε(0) = F ′
ε(0)v + r(ε, v),

где ‖r(ε, v)‖ ≤ L(ε)‖v‖ ≤ L(ε)µ2(ε). Отсюда получаем по схеме работы [18], что

h(G(ε) − Fε(0), Ḡ(ε)) ≤ L(ε)µ2(ε). (2.7)

Далее, очевидно, что
h(Ĝ(ε), Ḡ(ε)) ≤ ‖F ′

ε(0)‖h(Uε, B(0, µ(ε))). (2.8)

Норма оператора F ′
ε(0) определяется следующим выражением:

‖F ′
ε(0)‖ = max

‖v‖≤1

‖F ′
ε(0)v‖ = max{‖x‖ : x ∈ F ′

ε(0)B(0, 1)} = max{‖x‖ : x⊤W−1

ε x ≤ 1}.

Решим задачу максимизации ‖x‖2 при ограничении, заданном квадратичным неравенством
x⊤W−1

ε x ≤ 1. Приравнивая нулю градиент функции Лагранжа ‖x‖2 − λx⊤W−1
ε x, где λ —

неотрицательный множитель Лагранжа, получим

W−1

ε x =
1

λ
x, ‖x‖2 = λ.

Отсюда следует, что
1

λ
— минимальное собственное число матрицы W−1

ε , и значит λ — макси-

мальное собственное число грамиана управляемости Wε, которое обозначим через η(ε). Таким
образом, ‖F ′

ε(0)‖ =
√

η(ε), где η(ε) — ограниченная на любом конечном отрезке функция.
Поэтому далее можно считать, что при 0 < ε ≤ ε̄ выполняется неравенство ‖F ′

ε(0)‖ ≤ k1 для
некоторой константы k1.
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В силу неравенств (2.7), (2.8) справедлива оценка

h(G(ε) − Fε(0), Ĝ(ε)) ≤ L(ε)µ2(ε) + kh(Uε, B(0, µ(ε))) = L(ε)µ2(ε) + k1α(ε),

из которой с учетом леммы 2 получаем, что h(G(ε) − Fε(0), Ĝ(ε)) → 0 при ε → 0. При этом в
силу условий теоремы имеем

h(G(ε) − Fε(0), Ĝ(ε))

δmin(Ĝ(ε))
≤ L(ε)µ2(ε) + k1α(ε)

µ(ε)
√

ν(ε)
→ 0

при ε → 0. Из леммы 1 следует утверждение теоремы.
Теорема доказана.

Если ϕ(0) = 0, то в силу леммы 2 α(ε) ≤ kε2. В этом случае условие α(ε)/(µ(ε)
√

ν(ε)) → 0
теоремы 2 будет выполнено, если ε3/ν(ε) → 0 при ε → 0. Величина L2(ε)µ2(ε) имеет порядок ε3,
если f2 не зависит от x; в этом случае требование L2(ε)µ2(ε)/ν(ε) → 0 также эквивалентно
условию ε3/ν(ε) → 0 при ε → 0. Если же f2 = f2(x), то L2(ε)µ2(ε) имеет, вообще говоря,
порядок ε.

Ранее аналог теоремы 2 доказан для случая, когда изопериметрические ограничения на
управление не зависят от траектории системы: Q(x) = 0, x ∈ R

n. Если Q(x(t, 0)) ≡ 0, то
ϕ(0) = 0. В данном случае добавление ограничений на траекторию системы не влияет на
качественный характер поведения множеств достижимости при малых ε.

Принимая во внимание асимптотику минимального собственного числа грамиана управ-
ляемости для линейных стационарных систем с малым параметром [20], получим

Следствие. Пусть управляемая система второго порядка имеет вид

ẋ(t) = f1(x(t)) + f2u(t), x(0) = x0, 0 ≤ t ≤ ε,

x ∈ R
2, u ∈ R, f2 — постоянная матрица размеров 2 × r. Пусть f1(x

0) = 0 и пара A :=
∂f1
∂x

(x0), f2 вполне управляема. Пусть Q(x0) = 0.

Тогда множество G(ε) − x0 выпукло при достаточно малых ε и асимптотически экви-

валентно Ĝ(ε).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Управление u(t) = 0, 0 ≤ t ≤ ε порождает траекторию x(t, 0) ≡
x0, 0 ≤ t ≤ ε. В этом случае Q(x(t, 0)) ≡ 0 и, следовательно, ϕ(0) = 0. Кроме того, имеют место
равенства Fε(0) = yε(1, 0) = x(ε, 0) = x0.

Если число управляющих параметров r ≥ 2 и матрица f2 имеет ранг 2, то ν(ε) ≥ k, где k —
положительное число. Если rankf2 = 1, то при достаточно малых ε имеет место неравенство
ν(ε) ≥ k1ε

2 для некоторого k1 > 0 [18]. В любом из этих случаев ε3/ν(ε) → 0 при ε → 0 и,
следовательно, ρ(G(ε) − x0, Ĝ(ε)) → 0.

З а м е ч а н и е. Для расстояния Банаха — Мазура справедливо очевидное равенство
ρ(sX, sY ) = ρ(X,Y ) для s > 0. Поэтому при выполнении условий теоремы 2 имеет место
соотношение limε→0 ρ(s(ε)(G(ε) − Fε(0)), s(ε)Ĝ(ε)) = 0 для любой функции s(ε) с положи-
тельными значениями. Масштабирующий множитель s(ε) можно выбирать из условия (см.,
например, [18])

δmax(s(ε)Ĝ(ε)) = max
‖x‖=1

δ(x|s(ε)Ĝ(ε)) = s(ε)µ(ε)
√

η(ε) = 1,

что позволяет избежать стягивания к нулю сравниваемых множеств. Равенство

s(ε)µ(ε)
√

η(ε) = 1,

как нетрудно заметить, означает, что наибольшая из полуосей эллипсоида s(ε)Ĝ(ε) равна еди-
нице.
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Заключение

В данной работе исследовано асимптотическое поведение множеств достижимости нели-
нейных управляемых систем на малых промежутках времени. Ограничения на управление и
траекторию заданы интегральным неравенством, в котором подынтегральная функция пред-
ставляет собой сумму дифференцируемой функции от состояния системы и квадратичной вы-
пуклой функции управляющих параметров. Получены достаточные условия, при выполнении
которых множество достижимости нелинейной системы является выпуклым и асимптотиче-
ски эквивалентным множеству достижимости линеаризованной вдоль траектории, отвечаю-
щей нулевому управлению, системы при достаточно малой длине промежутка. Эти достаточ-
ные условия зависят от поведения минимального собственного числа грамиана управляемости
линеаризованной системы, которая после замены времени описывается линейным дифферен-
циальным уравнением с малым параметром в правой части. Если подынтегральная функция
в ограничениях обращается в нуль на нулевом управлении, данные условия близки к ранее
полученным для случая квадратичных интегральных ограничений на управление. Асимпто-
тическая близость множеств ранее нами определялась через поведение хаусдорфова расстоя-
ния между ними, в этой статье мы определяем соответствующее понятие, используя метрику
Банаха — Мазура. Отдельный раздел статьи посвящен выяснению соотношения между ис-
пользуемыми конструкциями.
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