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Рассматривается задача оптимального управления динамической системой, движение которой опи-

сывается линейным дифференциальным уравнением с дробной производной Капуто порядка α ∈ (0, 1).
Промежуток времени процесса управления зафиксирован и конечен. Управляющие воздействия стесне-

ны геометрическими ограничениями. Целью управления является минимизация заданного терминально-

интегрального показателя качества. Предлагается следующий подход к построению решения. Сначала

рассматриваемая задача сводится к вспомогательной задаче оптимального управления линейной систе-

мой первого порядка с сосредоточенными запаздываниями, которая аппроксимирует исходную систему.

Затем вспомогательная задача редуцируется до задачи оптимального управления обыкновенной диффе-

ренциальной системой. На этой основе строится схема оптимального управления исходной системой по

принципу обратной связи с использованием поводыря, роль которого играет аппроксимирующая система.

При этом управление в аппроксимирующей системе формируется при помощи оптимальной позиционной

стратегии управления из редуцированной задачи. Работоспособность развиваемого подхода иллюстриру-

ется на задаче с показателем качества в виде нормы терминального состояния системы.
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Введение

Рассматривается задача оптимального управления динамической системой, движение ко-
торой описывается линейным дифференциальным уравнением с дробной производной Капуто
порядка α ∈ (0, 1). Промежуток времени процесса управления зафиксирован и конечен. Управ-
ляющие воздействия стеснены геометрическими ограничениями. Целью управления является
минимизация заданного терминально-интегрального показателя качества.

Идеология исследования восходит к теоретико-игровому подходу [1–5], некоторые кон-
струкции которого для систем дробного порядка были развиты в [6; 7]. В статье на базе ре-
зультатов из [6; 8] рассматриваемая задача сводится к вспомогательной задаче оптимального

1Работа выполнена при поддержке РНФ (проект 19-11-00105).
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управления линейной системой первого порядка с сосредоточенными запаздываниями, которая
аппроксимирует исходную систему. Затем с опорой на результаты из [9; 10] вспомогательная
задача редуцируется до задачи оптимального управления обыкновенной дифференциальной
системой. Далее на этой основе предлагается схема оптимального управления исходной си-
стемой по принципу обратной связи с использованием поводыря [1], роль которого играет
аппроксимирующая система. При этом управление в аппроксимирующей системе формирует-
ся при помощи оптимальной позиционной стратегии управления [2] из редуцированной задачи.
Таким образом, полученные результаты позволяют применять для построения решений задач
управления системами дробного порядка методы, разработанные в теории управления для
обыкновенных дифференциальных систем. Работоспособность развиваемого подхода иллю-
стрируется в статье на задаче с показателем качества в виде нормы терминального состояния
системы. Подчеркнем также, что особенность предложенной схемы оптимального управления
заключается в том, что она естественным образом распространяется на задачи управления в
условиях помех или противодействия.

Отметим, что в настоящее время задачи оптимального управления линейными системами
с дробными производными Капуто исследуются достаточно активно. Рассматриваются раз-
личные постановки, включая линейно-квадратичные задачи (см., например, [11]), задачи на
минимум интегрального показателя качества (см., например, [12]), задачи о переводе системы в
заданное состояние за наименьшее время или с минимумом нормы управления (см., например,
[13–15]). В основном применяются подходящие варианты принципа максимума, методы вариа-
ционного исчисления и выпуклого анализа, а также методы, связанные с проблемой моментов.
В настоящей статье акцент сделан на сведении задач управления линейными системами дроб-
ного порядка к задачам управления обыкновенными дифференциальными системами.

1. Постановка задачи

Пусть движение динамической системы на промежутке времени [t0, ϑ] описывается линей-
ным дифференциальным уравнением дробного порядка

(CDαx)(t) = A(t)x(t) + f(t, u(t)), x(t) ∈ R
n, u(t) ∈ U ⊂ R

r, t ∈ [t0, ϑ], (1.1a)

при начальном условии
x(t0) = x0. (1.1b)

Здесь t — время, x(t) — состояние системы в момент времени t, u(t) — текущее управляю-
щее воздействие; x0 ∈ R

n — начальное состояние системы; U — компактное множество; через
(CDαx)(t) обозначена дробная производная Капуто порядка α ∈ (0, 1) в момент t (см., напри-
мер, [16, Sect. 3.1]):

(CDαx)(t) =
1

Γ(1− α)

d

dt

t
∫

t0

x(τ)− x(t0)

(t− τ)α
dτ,

где Γ — гамма-функция. Полагаем, что функции A(t) ∈ R
n×n, t ∈ [t0, ϑ], и f(t, u) ∈ R

n,
t ∈ [t0, ϑ], u ∈ U, непрерывны.

Пусть ACα([t0, ϑ],R
n) — множество функций x(t) ∈ R

n, t ∈ [t0, ϑ], для каждой из которых
найдется измеримая существенно ограниченная функция ϕ(t) ∈ R

n, t ∈ [t0, ϑ], такая, что

x(t) = x(t0) +
1

Γ(α)

t
∫

t0

ϕ(τ)

(t− τ)1−α
dτ, t ∈ [t0, ϑ].

Другими словами, функция x(·) представима в виде суммы начального значения x(t0) и инте-
грала Римана — Лиувилля порядка α от функции ϕ(·) (см., например, [16, Sect. 2.1]).
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Допустимым (программным) управлением считаем любую измеримую функцию u(t) ∈ U,
t ∈ [t0, ϑ). Множество всех таких управлений обозначаем через U . Под движением систе-
мы (1.1a), (1.1b), отвечающим управлению u(·) ∈ U , понимаем функцию x(·) ∈ ACα([t0, ϑ],R

n),
которая удовлетворяет равенству (1.1b) и вместе с u(·) при почти всех t ∈ [t0, ϑ] удовлетворяет
уравнению (1.1a). При указанных условиях такое движение, обозначаемое далее как x(· | u(·)),
существует и единственно (см., например, [17, Theorem 3.1]).

Целью управления является минимизация показателя качества

γ(u(·)) = σ
(

x(ϑ | u(·))
)

+

ϑ
∫

t0

χ(t, u(t)) dt, u(·) ∈ U , (1.1c)

где σ(x) ∈ R, x ∈ R
n, и χ(t, u) ∈ R, t ∈ [t0, ϑ], u ∈ U, — заданные непрерывные функции.

Определим величину оптимального результата в задаче (1.1)

ρ = inf
u(·)∈U

γ(u(·)).

Для ζ > 0 управление u0(·) ∈ U назовем ζ-оптимальным, если

γ(u0(·)) 6 ρ+ ζ.

В настоящей статье представлен подход, позволяющий находить величину ρ и ζ-оптималь-
ные управления u0(·) посредством аппроксимации задачи (1.1) вспомогательной задачей оп-
тимального управления для динамической системы, движение которой описывается линей-
ным дифференциальным уравнением первого порядка с сосредоточенными запаздываниями.
В разд. 2 и 3 рассматриваются программные ζ-оптимальные управления. В разд. 4 изучается
вопрос о построении таких управлений по принципу обратной связи.

2. Аппроксимирующая задача

Зафиксируем значение параметра аппроксимации h > 0. При этом всюду далее считаем,
что ϑ− t0 = Nh для некоторого N ∈ N. Обозначим

ϑi = ϑ− ih, ki(t) =







(−1)i
(

1− α

i

)

hα−1, t ∈ [t0 + ih, ϑ],

0, иначе,
i ∈ 0, N, (2.1)

где

(

1− α

i

)

— биномиальные коэффициенты. Положим

g(t, u) = A(t)x0 + f(t, u), t ∈ [t0, ϑ], u ∈ U.

Рассмотрим вспомогательную задачу оптимального управления для динамической системы

ẏ(t) = A(t)
N
∑

i=0

ki(t)y(t− ih) + g(t, p(t)), y(t) ∈ R
n, p(t) ∈ U, t ∈ [t0, ϑ], (2.2a)

начального условия
y(t0) = 0 (2.2b)

и показателя качества

γ(h)y (p(·)) = σ
(

x0 +

N
∑

i=0

ki(ϑ)y(ϑi | p(·))
)

+

ϑ
∫

t0

χ(t, p(t)) dt, p(·) ∈ U . (2.2c)
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Здесь y(t) — состояние вспомогательной системы в момент времени t; p(t) — текущее управ-
ляющее воздействие; ẏ(t) = dy(t)/dt. Подчеркнем, что для каждого i ∈ 1, N при t − ih < t0
значения y(t−ih) участвуют в уравнении (2.2a) лишь формально, так как ki(t) = 0 в силу (2.1).
Поэтому, в частности, в качестве начального условия (2.2b) для этого уравнения достаточно
задать только значение y(t0). В (2.2c) через y(· | p(·)) обозначено порожденное управлением
p(·) ∈ U движение вспомогательной системы — абсолютно непрерывная функция y(t) ∈ R

n,
t ∈ [t0, ϑ], которая удовлетворяет равенству (2.2b) и вместе с p(·) при почти всех t ∈ [t0, ϑ]
удовлетворяет уравнению (2.2a). При сделанных предположениях такое движение существует
и единственно (см., например, [9; 10]). Цель управления — минимизация показателя (2.2c).

Оптимальным результатом во вспомогательной задаче (2.2) будет величина

ρ(h)y = inf
p(·)∈U

γ(h)y (p(·)).

Для ζ > 0 управление p0(·) ∈ U будет ζ-оптимальным в этой задаче, если

γ(h)y (p0(·)) 6 ρ(h)y + ζ.

Следующее утверждение устанавливает связь между задачами (1.1) и (2.2). Его спра-
ведливость вытекает из равномерной близости [8, Theorem 2] движений x(· | u(·)) исход-
ной и y(· | p(·)) вспомогательной систем при p(·) = u(·) и равномерной ограниченности [17,
Proposition 5.1] движений x(· | u(·)), u(·) ∈ U .

Утверждение 1. Для любого ζ > 0 найдутся такие h∗ > 0 и ζ∗ > 0, что для каждого

h ∈ (0, h∗] будет справедливо неравенство |ρ− ρ
(h)
y | 6 ζ, а всякое ζ∗-оптимальное управление

во вспомогательной задаче (2.2) будет ζ-оптимальным в исходной задаче (1.1).

Таким образом, задача (1.1) аппроксимируется задачей (2.2). Следующий раздел посвящен
редукции задачи (2.2) до задачи оптимального управления динамической системой, движение
которой описывается обыкновенным дифференциальным уравнением.

3. Редукция аппроксимирующей задачи

Пусть E ∈ R
n×n — единичная матрица. Определим функцию Y (h)(τ, t) ∈ R

n×n, τ ∈ [t0, ϑ],
t ∈ [t0, ϑ], которая при каждом τ ∈ [t0, ϑ] удовлетворяет условиям

Y (h)(τ, τ) = E, Y (h)(τ, t) = 0, t ∈ (τ, ϑ], (3.1)

является абсолютно непрерывной по t на промежутке [t0, τ ] и почти всюду на этом промежутке
удовлетворяет дифференциальному уравнению

∂

∂t
Y (h)(τ, t) = −

N
∑

i=0

ki(t+ ih)Y (h)(τ, t+ ih)A(t+ ih). (3.2)

По аналогии с (2.2a) для каждого i ∈ 1, N при t+ ih > ϑ значения Y (h)(τ, t + ih) и A(t + ih)
участвуют в уравнении (3.2) лишь формально, так как ki(t+ ih) = 0 в силу (2.1). Положим

gi(t, u) = Y (h)(ϑi, t)g(t, u), i ∈ 0, N, g
(h)(t, u) =

{

gi(t, u) ∈ R
n : i ∈ 0, N

}

∈ R
(N+1)n, (3.3)

где t ∈ [t0, ϑ], u ∈ U. Последняя запись в (3.3) означает, что первые n координат вектора
g
(h)(t, u) совпадают с координатами вектора g0(t, u), следующие n координат g

(h)(t, u) совпа-
дают с координатами g1(t, u) и так далее, последние n координат вектора g

(h)(t, u) совпадают
с координатами вектора gN (t, u). Рассмотрим задачу оптимального управления для системы

ż(t) = g
(h)(t, p(t)), z(t) ∈ R

(N+1)n, p(t) ∈ U, t ∈ [t0, ϑ], (3.4a)
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начального условия
z(t0) = 0 (3.4b)

и показателя качества

γ
(h)
z (p(·)) = σ

(

x0 +

N
∑

i=0

ki(ϑ)zi(ϑ | p(·))
)

+

ϑ
∫

t0

χ(t, p(t)) dt, p(·) ∈ U . (3.4c)

Здесь z(t) = {zi(t) ∈ R
n : i ∈ 0, N} — состояние системы в момент t. Целью управления являет-

ся минимизация показателя (3.4c), где через zi(· | p(·)), i ∈ 0, N , обозначены соответствующие
компоненты движения z(· | p(·)) системы (3.4a), (3.4b), порожденного управлением p(·) ∈ U .

Задачи (2.2) и (3.4) связаны следующим образом (см., например, [10, лемма 1] и соотно-
шения (4.7) ниже). Каково бы ни было управление p(·) ∈ U , для движений y(· | p(·)) систе-
мы (2.2a), (2.2b) и z(· | p(·)) системы (3.4a), (3.4b) справедливы равенства y(ϑi | p(·)) = zi(ϑ |

p(·)), i ∈ 0, N . В частности, значения γ
(h)
y (p(·)) и γ

(h)
z (p(·)) показателей качества (2.2c) и (3.4c)

совпадают при всех p(·) ∈ U , и, следовательно, задача (2.2) эквивалентна задаче (3.4).
Отметим, что численное решение задачи (3.4) осложняется тем, что размерность (N +1)n

состояния z(t) системы (3.4a) возрастает при уменьшении параметра аппроксимации h. Однако
то обстоятельство, что в показателе (3.4c) терминальное состояние z(ϑ | p(·)) оценивается
только через линейную комбинацию компонент zi(ϑ | p(·)), i ∈ 0, N , позволяет перейти в
задаче (3.4) от переменной z = {zi ∈ R

n : i ∈ 0, N} к новой переменной z ∈ R
n по правилу

z = x0 +

N
∑

i=0

ki(ϑ)zi. (3.5)

Тогда, полагая

g(h)(t, u) =

N
∑

i=0

ki(ϑ)gi(t, u), t ∈ [t0, ϑ], u ∈ U, (3.6)

приходим к редуцированной задаче оптимального управления для системы

ż(t) = g(h)(t, p(t)), z(t) ∈ R
n, p(t) ∈ U, t ∈ [t0, ϑ], (3.7a)

начального условия
z(t0) = x0 (3.7b)

и показателя качества

γ(h)z (p(·)) = σ
(

z(ϑ | p(·))
)

+

ϑ
∫

t0

χ(t, p(t)) dt, p(·) ∈ U . (3.7c)

Подчеркнем, что размерность состояния z(t) системы (3.7a) совпадает с размерностью состо-
яния x(t) исходной системы (1.1a) и не зависит от параметра аппроксимации h. В (3.7c) через
z(· | p(·)) обозначено движение системы (3.7a), (3.7b), отвечающее управлению p(·) ∈ U .

Рассмотрим величину оптимального результата в задаче (3.7):

ρ(h)z = inf
p(·)∈U

γ(h)z (p(·)),

и ζ-оптимальные управления p0(·) ∈ U :

γ(h)z (p0(·)) 6 ρ(h)z + ζ. (3.8)

В силу утверждения 1 и указанной связи между задачами (2.2), (3.4) и (3.7) имеет место
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Утверждение 2. Для любого ζ > 0 найдутся такие h∗ > 0 и ζ∗ > 0, что для каждого

h ∈ (0, h∗] будет справедливо неравенство |ρ− ρ
(h)
z | 6 ζ, а всякое ζ∗-оптимальное управление

в редуцированной задаче (3.7) будет ζ-оптимальным в исходной задаче (1.1).

Итак, задача (1.1) сводится к задаче (3.7). В следующем разделе предложенная конструк-
ция сведения применяется для построения ζ-оптимальных управлений в исходной задаче (1.1)
по принципу обратной связи.

З а м е ч а н и е 1. Согласно (3.3) и (3.6) имеем

g(h)(t, u) =

N
∑

i=0

ki(ϑ)Y
(h)(ϑi, t)g(t, u), t ∈ [t0, ϑ], u ∈ U.

Поэтому для того чтобы перейти к редуцированной задаче (3.7), вместо определения для каж-
дого i ∈ 0, N значений Y (h)(ϑi, t), t ∈ [t0, ϑ], достаточно найти их линейную комбинацию

Φ(h)(t) =
N
∑

i=0

ki(ϑ)Y
(h)(ϑi, t), t ∈ [t0, ϑ], (3.9)

а это в силу (3.1) и (3.2) можно сделать непосредственно. Действительно, пусть q ∈ 0, N − 1 и
при t ∈ (ϑq, ϑ] значения Φ(h)(t) уже найдены. Тогда на промежутке (ϑq+1, ϑq] функцию Φ(h)(·)
определяем как решение дифференциального уравнения

Φ̇(h)(t) = −

q
∑

i=0

ki(t+ ih)Φ(h)(t+ ih)A(t + ih), t ∈ (ϑq+1, ϑq],

удовлетворяющее условию

Φ(h)(ϑq) = Φ(h)(ϑq + 0) + kq(ϑ)E.

При этом полагаем Φ(h)(ϑ+ 0) = 0 и Φ(h)(t0) = Φ(h)(t0 + 0) + kN (ϑ)E. Здесь через Φ(h)(ϑq + 0)
обозначен предел справа в точке ϑq.

З а м е ч а н и е 2. Как альтернативу предложенному выше подходу к решению аппрок-
симирующей задачи (2.2), следуя идеям, восходящий к работам [18–20] (см. также [5; 21; 22] и
библиографию к этим статьям), можно рассмотреть другой подход, основанный на дальнейшей
аппроксимации дифференциального уравнения с сосредоточенными запаздываниями (2.2a)
при помощи обыкновенных дифференциальных уравнений.

4. Управление по принципу обратной связи

Следуя [2], под позиционной стратегией управления в редуцированной задаче (3.7) пони-
маем любую функцию

P (t, z, ε) ∈ U, t ∈ [t0, ϑ], z ∈ R
n, ε > 0,

где ε — параметр точности. Пусть ∆ — разбиение промежутка [t0, ϑ]:

∆ = {τj}j∈1,k+1, τ1 = t0, τj < τj+1, j ∈ 1, k, τk+1 = ϑ. (4.1)

Тройку {P, ε,∆} называем законом управления. В системе (3.7a), (3.7b) этот закон в цепи
обратной связи по шагам разбиения ∆ формирует кусочно-постоянное управление

p(t) = P (τj, z(τj), ε), t ∈ [τj, τj+1), j ∈ 1, k. (4.2)
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Стратегия P
(h)
0 будет оптимальной в задаче (3.7), если для любого ζ > 0 найдутся число

ε∗ > 0 и функция δ∗(ε) > 0, ε ∈ (0, ε∗], такие, что, каковы бы ни были ε ∈ (0, ε∗] и разбиение ∆
вида (4.1), удовлетворяющее условию

max
j∈1,k

(τj+1 − τj) 6 δ∗(ε), (4.3)

управление p(·), определяемое законом {P
(h)
0 , ε,∆}, является ζ-оптимальным, т. е. удовлетво-

ряет неравенству (3.8). Отметим, что при рассматриваемых условиях такая оптимальная стра-

тегия P
(h)
0 существует (см., например, [2, теорема 29.1]).

Управление в аппроксимирующей системе (2.2a), (2.2b) будем формировать на базе закона

{P
(h)
0 , ε,∆} следующим образом. Пусть j ∈ 1, k и к моменту времени τj реализовалась история

движения этой системы yτj(t) = y(t), t ∈ [t0, τj ]. Тогда согласно (4.2) полагаем

p(t) = P
(h)
0

(

τj , w
(h)(τj , yτj (·)), ε

)

, t ∈ [τj , τj+1). (4.4)

Здесь

w(h)(τj , yτj (·)) = x0 +

N
∑

i=0

ki(ϑ)wi(τj, yτj (·)), (4.5)

где для каждого i ∈ 0, N имеем

wi(τj , yτj (·)) =



















Y (h)(ϑi, τj)y(τj) +
N
∑

q=0

τj+qh
∫

τj

kq(τ)Y
(h)(ϑi, τ)A(τ)y(τ − qh) dτ, τj < ϑi,

y(ϑi), τj > ϑi.

(4.6)

Следуя [9; 10; 23], вектор w(h)(τj , yτj (·)) называем информационным образом пары (τj, yτj (·)).
Отметим, что в силу (2.1) и (2.2b) справедливы равенства

wi(t0, y(t0)) = 0, i ∈ 0, N, w(h)(t0, y(t0)) = x0, (4.7)

в соответствии с которыми были заданы начальные условия (3.4b) и (3.7b).
Согласно [10, теорема 1] с учетом связи (3.5) между задачами (3.4) и (3.7) получаем

Утверждение 3. Для любых h > 0 и ζ > 0 можно указать число ε∗ > 0 и функцию

δ∗(ε) > 0, ε ∈ (0, ε∗], такие, что, каковы бы ни были ε ∈ (0, ε∗] и разбиение ∆ вида (4.1), (4.3),
управление p(·), определяемое по правилу (4.4), является ζ-оптимальным в аппроксимирую-

щей задаче (2.2).

Далее задачу (1.1) рассматриваем при дополнительном предположении, что интегральное
слагаемое в показателе (1.1c) отсутствует, т. е.

χ(t, u) = 0, t ∈ [t0, ϑ], u ∈ U. (4.8)

Управление по принципу обратной связи исходной системой (1.1a), (1.1b) осуществляем с
использованием поводыря (см., например, [1, § 57]), роль которого играет оптимальным обра-
зом управляемая аппроксимирующая система (2.2a), (2.2b). А именно, задавшись значениями
параметров h > 0, ε > 0 и разбиением ∆ вида (4.1), управления u(·) ∈ U и p(·) ∈ U в исходной
и аппроксимирующей системах формируем в соответствии со следующим пошаговым прави-
лом. Пусть j ∈ 1, k и к моменту времени τj реализовались состояние x(τj) исходной системы
и история движения yτj(·) аппроксимирующей системы. Тогда на следующем шаге полагаем

u(t) = uj ∈ argmin
u∈U

〈

x(τj)− x0 −

N
∑

i=0

ki(τj)y(τj − ih), f(τj , u)
〉

, t ∈ [τj , τj+1), (4.9)

и определяем значения p(t), t ∈ [τj , τj+1), согласно (4.4). В (4.9) символ 〈·, ·〉 обозначает ска-
лярное произведение векторов.
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Утверждение 4. Пусть выполнено условие (4.8). Тогда для любого ζ > 0 найдется такое

h∗ > 0, при котором для каждого h ∈ (0, h∗] можно указать число ε∗ > 0 и функцию δ∗(ε) > 0,
ε ∈ (0, ε∗], такие, что, каковы бы ни были ε ∈ (0, ε∗] и разбиение ∆ вида (4.1), (4.3), управление

u(·), формируемое по процедуре управления с поводырем (4.4), (4.9), является ζ-оптимальным

в задаче (1.1).

Справедливость этого утверждения вытекает из утверждения 3 и [6, Theorem 1].

Таким образом, на основе оптимальной позиционной стратегии управления P
(h)
0 в реду-

цированной задаче (3.7) можно в исходной задаче (1.1) построить ζ-оптимальные управления
по принципу обратной связи. Кроме того, подчеркнем, что предложенная процедура управле-
ния с поводырем может быть естественным образом распространена на задачи управления в
условиях помех или противодействия.

З а м е ч а н и е 3. По аналогии с замечанием 1 для каждого j ∈ 1, k информацион-
ный образ w(h)(τj , yτj (·)) пары (τj, yτj (·)), определяемый согласно (4.5) и (4.6), можно найти
непосредственно:

w(h)(τj , yτj (·)) = x0 +Φ(h)(τj)y(τj)

+

ϑ
∫

τj

Φ(h)(τ)A(τ)

[(τ−t0)/h]
∑

i=[(τ−τj )/h]+1

ki(τ)y(τ − ih) dτ +

N
∑

i=[(ϑ−τj)/h]+1

ki(ϑ)y(ϑi),

где Φ(h)(·) — функция из (3.9), [t] — целая часть числа t > 0 и суммирование по убывающему
индексу приравнивается к нулю.

5. Пример

Рассмотрим случай, когда показатель качества (1.1c) имеет вид

γ(u(·)) = µ
(

K
(

x(ϑ | u(·)) − c
)

)

, u(·) ∈ U , (5.1)

где K ∈ R
d×n, d ∈ 1, n, c ∈ R

n и функция µ(s) ∈ R, s ∈ R
d, является нормой. Тогда для вели-

чины оптимального результата ρ
(h)
z и оптимальной позиционной стратегии управления P

(h)
0 в

соответствующей редуцированной задаче (3.7) будут справедливы (см., например, [23] и биб-
лиографию к этой статье) репрезентативные формулы

ρ(h)z = max
l∈G

(

〈l,Kx0〉+ ψ(h)(t0, l)
)

, P
(h)
0 (t, z, ε) ∈ argmin

u∈U
〈l
(h)
0 (t, z, ε),Kg(h)(t, u)〉, (5.2)

где t ∈ [t0, ϑ], z ∈ R
n, ε > 0 и

l
(h)
0 (t, z, ε) ∈ argmax

l∈G

(

〈l,Kz〉+ ψ(h)(t, l)−
√

(

ε+ (t− t0)ε
)

(1 + ‖l‖2)
)

,

ψ(h)(t, l) =

ϑ
∫

t

min
u∈U

〈l,Kg(h)(τ, u)〉dτ − 〈l,Kc〉, G =
{

l ∈ R
d : max

s∈Rd:µ(s)61
〈l, s〉 6 1

}

.

Применительно к исходной задаче об управлении системой дробного порядка (1.1a), (1.1b) на
минимум показателя качества (5.1), формулы (5.2) в согласии с утверждениями 2 и 4 позво-
ляют эффективно (см. замечания 1 и 3) вычислять величину оптимального результата ρ и
строить ζ-оптимальные управления по принципу обратной связи.
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0

1

2

x2

−2 −1 0 x1

x[0.7](t)

x[0.8](t)

x[0.9](t)

Траектории движений x[α](·) системы (5.3a), (5.3b) при действии процедуры управления с поводырем

(4.4), (4.9) при различных порядках дифференцирования α = 0.7, α = 0.8 и α = 0.9.

Приведем результаты моделирования для задачи оптимального управления системой

{

(CDαx1)(t) = 0.2 cos(πt)x1(t) + x2(t) + 0.5u1(t) + 0.3 sin(πt),

(CDαx2)(t) = −2x1(t)− 0.3x2(t) + u2(t),

x(t) = (x1(t), x2(t)) ∈ R
2, u21(t) + u22(t) 6 1, t ∈ [0, 1],

(5.3a)

при начальном условии
x(0) = x0 = (−2, 1) (5.3b)

на минимум показателя качества

γ(u(·)) =
√

x21(1 | u(·)) + x22(1 | u(·)), u(·) ∈ U . (5.3c)

Вычисления проводились для различных значений α = 0.7, α = 0.8 и α = 0.9 при выборе
параметра аппроксимации h = 0.01, параметра точности ε = 0.01 и равномерного разбиения ∆
вида (4.1) с шагом δ = 0.002. В каждом из случаев для формирования управления использова-
лась процедура управления с поводырем (4.4), (4.9). На рисунке выше изображены траектории
соответствующих движений x[α](·) системы (5.3a), (5.3b). Ниже приведены найденные значе-
ния ρ[α] величины оптимального результата в задаче (5.3) и реализовавшиеся значения γ[α]

показателя качества (5.3c):

ρ[0.7] ≈ 0.751, γ[0.7] ≈
√

(0.109)2 + (0.811)2 ≈ 0.818,

ρ[0.8] ≈ 1.019, γ[0.8] ≈
√

(0.162)2 + (1.036)2 ≈ 1.049,

ρ[0.9] ≈ 1.333, γ[0.9] ≈
√

(0.169)2 + (1.334)2 ≈ 1.345.
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22. Chávez J.P., Zhang Z., Liu Y. A numerical approach for the bifurcation analysis of nonsmooth delay
equations. Commun. Nonlinear Sci. Numer. Simulat., 2020, vol. 83. doi: 10.1016/j.cnsns.2019.105095 .

23. Lukoyanov N.Yu., Gomoyunov M.I. Differential games on minmax of the positional quality index. Dyn.

Games Appl., 2019, vol. 9, no. 3, pp. 780–799. doi: 10.1007/s13235-018-0281-7 .

Received December 25, 2019
Revised January 24, 2020

Accepted January 27, 2020

Funding Agency: This work was supported by RSF (project no. 19-11-00105).

Mikhail Igorevich Gomoyunov, Cand. Sci. (Phys.-Math.), Krasovskii Institute of Mathematics and
Mechanics of Ural Branch of the Russian Academy of Sciences, Yekaterinburg, 620108 Russia; Ural
Federal University, Yekaterinburg, 620083 Russia, e-mail: m.i.gomoyunov@gmail.com .

Nikolai Yur’evich Lukoyanov, Dr. Phys.-Math. Sci., Corresponding Member of RAS, Krasovskii
Institute of Mathematics and Mechanics of Ural Branch of the Russian Academy of Sciences,
Yekaterinburg, 620108 Russia; Ural Federal University, Yekaterinburg, 620083 Russia,
e-mail: nyul@imm.uran.ru .

Cite this article as: M. I.Gomoyunov, N.Yu. Lukoyanov. Construction of solutions to control prob-
lems for fractional-order linear systems based on approximation models, Trudy Instituta Matematiki

i Mekhaniki URO RAN, 2020, vol. 26, no. 1, pp. 39–50 .


