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УЛЬТРАФИЛЬТРЫ И МАКСИМАЛЬНЫЕ СЦЕПЛЕННЫЕ СИСТЕМЫ1

А.Г.Ченцов

Исследуется структура ультрафильтров (у/ф) широко понимаемого измеримого пространства (ИП), а
также максимальных сцепленных систем (МСС), определяемых на данном ИП. Рассматриваются битопо-
логические пространства (БТП) у/ф и МСС, получаемые в обоих случаях посредством оснащения тополо-
гиями волмэновского и стоуновского типов; БТП у/ф может рассматриваться как подпространство БТП,
точками которого являются МСС. Для абстрактной задачи о достижимости с ограничениями асимпто-
тического характера (ОАХ) у/ф могут использоваться в качестве обобщенных элементов в конструкциях
расширений; для последних указана новая реализация, касающаяся применения при построении ОАХ
сцепленных семейств подмножеств пространства обычных решений. Анализируется естественное обобще-
ние обычной “сцепленности”, когда постулируется непустота пересечения множеств подсемейств исходного
семейства, определяющего ИП, с мощностью, не превышающей заданное натуральное число. Для этого
случая устанавливаются соотношения, связывающие у/ф и МСС, понимаемые в упомянутом обобщенном
смысле.
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A.G.Chentsov. Ultrafilters and maximal linked systems.

The structure of ultrafilters of a broadly understood measurable space and of maximal linked systems defined
on this space is studied. Bitopological spaces of ultrafilters and maximal linked spaces obtained in both cases
by equipping the space with topologies of Wallman and Stone types are considered; the bitopological space
of ultrafilters can be considered as a subspace of the bitopological space whose points are maximal linked
systems. For an abstract attainability problem with constraints of asymptotic nature, ultrafilters can be used
as generalized elements in extension constructions; for the latter case, we present a new implementation that
involves the application of linked families of subsets of the set of ordinary solutions in the construction of
constraints of asymptotic nature. A natural generalization of the usual “linkedness” is considered, when it is
postulated that the intersection of sets of subfamilies of the original family defining the measurable space of
cardinality not exceeding a given positive integer is nonempty. For this case, we establish relations connecting
ultrafilters and maximal linked systems considered in the specified generalized sense.
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Введение

Рассматриваются элементы конструкций расширений абстрактных задач о достижимости,
реализуемые в классе ультрафильтров (у/ф) широко понимаемых измеримых пространств
(ИП), а также свойства, связывающие у/ф и максимальные сцепленные системы (МСС). Са-
ми ИП определяются как непустые множества с оснащением в виде π-систем [1, c. 14] их
подмножеств (п/м) с “нулем” и “единицей”. Для каждой такой π-системы определяется па-
ра сравнимых топологий (на множестве у/ф), связываемых на идейном уровне со схемами

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 18-01-00410).
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Волмэна и Стоуна (каждая из упомянутых схем реализовывалась, конечно, ранее в специ-
альных случаях π-систем упомянутого типа; будем для краткости именовать эти топологии
далее волмэновской и стоуновской). Реализуется битопологическое пространство (БТП), точ-
ками которого являются у/ф (в связи с теорией и применениями БТП см. монографию [2]).
При одном естественном условии отделимости π-системы точки исходного ИП порождают так
называемые тривиальные у/ф; тем самым осуществляется погружение исходного множества в
БТП у/ф. При этом слабейшая из топологий данного БТП — топология волмэновского типа —
превращает множество у/ф в компактное T1-пространство (по поводу T1- и T2-отделимости см.
[3, разд. 1.3]). Важно отметить, что (при вышеупомянутом условии отделимости π-системы)
погружение исходного множества реализует п/м множества всех у/ф данной π-системы, всю-
ду плотное в смысле обеих топологий, участвующих в построении данного БТП (см. [4]). Это
свойство позволяет рассматривать у/ф отделимой π-системы как обобщенные элементы (ОЭ)
по отношению к точкам исходного множества. Данная возможность оказалась полезной в аб-
страктных задачах о достижимости в топологических пространствах (ТП) при ограничениях
асимптотического характера (ОАХ) (см. [5–7] и др.). Существенно и то обстоятельство, что, в
отличие от у/ф семейства всех п/м (бесконечного) множества, широко используемых в общей
топологии (см. [8]), у/ф так определяемых (широко понимаемых) ИП в целом ряде практиче-
ски интересных случаев допускают исчерпывающее описание (см. [9; 10]). Это обстоятельство
позволяет применять у/ф в конструкциях расширений абстрактных задач о достижимости с
ОАХ и, в ряде случаев (см. [11;12]) получать ощутимое продвижение в их исследовании (заме-
тим, что в [11;12] роль у/ф оказалась весьма существенной в вопросах, связанных с описанием
специального класса конечно-аддитивных мер, используемых (в [11;12]) в качестве ОЭ).

Упомянутые обстоятельства мотивируют специальное исследование самих у/ф (см. в этой
связи [13; 14] и др.). В частности, определенный интерес представляет “внешнее” описание
БТП с точками в виде у/ф, а точнее, рассмотрение данного БТП как своеобразного подпро-
странства некоторого объемлющего БТП. Такое объемлющее БТП было указано в [15; 16].
Его точками являются максимальные сцепленные системы (МСС) исходной π-системы (точ-
нее, максимальные сцепленные подсемейства данной π-системы), а топологии (на множестве
МСС) соответствуют идейно схемам Волмэна и Стоуна. Подход [15; 16] является (по сути)
обобщением конструкции суперрасширения [17, гл. VII, §4] и связан с реализацией важного
свойства суперкомпактности (см. [18–20] и др.; систематическое изложение см. в [17, гл. VII,
§4]). При построении суперрасширения исходного ТП использовалась (см. [17–20]) топология
волмэновского типа. В [21] было реализовано представление суперрасширения в виде БТП, а
построения [15;16] можно рассматривать как естественное развитие конструкций [21]. Так или
иначе посредством этих построений реализуется “внешнее” описание БТП с точками в виде
у/ф.

Свойство суперкомпактности, которым обладает пространство МСС с волмэновской топо-
логией, не является (см. [22, разд. 5.11]) наследственным, а потому его распространение на
пространство у/ф (каждый у/ф является МСС) вызывает определенные затруднения. Тем не
менее для некоторых типов π-систем это оказывается (см. [4]) возможным (заметим, что всякое
суперкомпактное ТП компактно). Дальнейшее развитие конструкций [4] дано в [23], где ука-
заны классы широко понимаемых ИП, для которых пространство у/ф образует суперкомпакт,
т. е. суперкомпактное T2-пространство. В этих случаях мы получаем новое топологическое
свойство пространства у/ф.

В настоящем исследовании мы обращаемся к подходу, предусматривающему применение
у/ф в качестве ОЭ, т. е. к построению расширений в классе у/ф.

1. Определения и обозначения общего характера

Используется стандартная теоретико-множественная символика (кванторы, связки и др.);
∅ — пустое множество, △

= — равенство по определению. Семейством называем всякое множе-
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ство, все элементы которого сами являются множествами. Принимаем аксиому выбора. Для
любых двух объектов x и y через {x; y} обозначаем (единственное) множество, содержащее
в качестве своих элементов x, y и не содержащее никаких других элементов. Если z — про-
извольный объект, то {z} △

= {z; z} есть синглетон, содержащий z, т. е. z ∈ {z}. Если же u и
v — объекты, то (см. [24, c. 67]) (u, v)

△
= {{u}; {u; v}} есть упорядоченная пара (УП) с первым

элементом u и вторым элементом v. Для любой УП h через pr1(h) и pr2(h) обозначаем соответ-
ственно первый и второй элементы h, однозначно определяемые условием h = (pr1(h), pr2(h)).
Для любых трех объектов u, v и w полагаем, что {u; v;w} △

= {u; v} ∪ {w}. Если X — мно-
жество, то через P(X) и P ′(X) обозначаем соответственно семейства всех и всех непустых
подмножеств (п/м) X, P ′(X)

△
= P(X) \ {∅}; под Fin(X) понимаем семейство всех конечных

множеств из P ′(X), т. е. семейство всех непустых конечных п/м X.
Если A и B — множества, то через BA обозначаем (см. [24, гл. II, §6]) множество всех

отображений из A в B; выражения f ∈ BA и f : A → B тождественны (как обычно, при
f ∈ BA и a ∈ A в виде f(a) ∈ B имеем значение f в точке a). Если A и B — множества, f ∈ BA

и C ∈ P(A), то f1(C)
△
= {f(x) : x ∈ C} ∈ P(B) есть образ C при действии f ; прообразы п/м B

далее обозначаются традиционно.
Если M — множество и M ∈ P ′(P(M)), то CM[M]

△
= {M \M : M ∈ M} ∈ P ′(P(M)) есть

семейство, двойственное к M. Кроме того, каждому непустому семейству A и множеству B

сопоставляется след A|B
△
= {A∩B : A ∈ A} ∈ P ′(P(B)) семейства A на B. Для произвольного

непустого семейства X используем семейства {∪}(X), {∩}(X), {∪}♯(X) и {∩}♯(X), определяе-
мые в [16, разд. 2] (семейства всех объединений подсемейств X, всех пересечений непустых
подсемейств X, конечных объединений и конечных пересечений множеств из X).

Как обычно, R — вещественная прямая, N △
= {1; 2; . . .} ∈ P ′(R); 1, n △

= {k ∈ N | k 6 n} при
n ∈ N. Полагаем, что натуральные числа — элементы N — не являются множествами, и для
всяких множества H и числа n ∈ N вместо H1,n используем более традиционное Hn (что, с
учетом вышеупомянутой оговорки в отношении N, не приводит к двусмысленности), получая
множество всех кортежей (hi)i∈1,n, hj ∈ H ∀j ∈ 1, n.

Специальные семейства; π-системы и их частные случаи. До конца настоящего
раздела фиксируем непустое множество I и полагаем, что

π[I]
△
= {I ∈ P ′(P(I)) | (∅ ∈ I)&(I ∈ I)&(A ∩B ∈ I ∀A ∈ I ∀B ∈ I)}; (1.1)

(1.1) есть семейство всех π-систем п/м I с “нулем” и “единицей”. Отметим некоторые подсе-
мейства (1.1):

π♯
∗[I]

△
=
{
L ∈ π[I] | ∀L1 ∈ L ∀L2 ∈ L ∀L3 ∈ L

(
(L1 ∩ L2 ̸=∅)&(L2 ∩ L3 ̸=∅)&(L1 ∩ L3 ̸=∅)

)
=⇒ (L1 ∩ L2 ∩ L3 ̸= ∅)

}
, (1.2)

π̃0[I]
△
=

{
L ∈ π[I] | ∀L ∈ L ∀x ∈ I \ L ∃Λ ∈ L : (x ∈ Λ)&(Λ ∩ L = ∅)

}
(1.3)

(в (1.3) определено семейство всех отделимых π-систем; π-системы из семейства (1.2) играют
(см. [23]) важную роль в вопросах, связанных с суперкомпактностью пространств у/ф). При
L ∈ π[I], A ∈ P(I) и n ∈ N имеем

∆n(A,L) △
=

{
(Li)i∈1,n ∈ Ln

∣∣ (A =

n∪
i=1

Li

)
&(Lp ∩ Lq = ∅ ∀p ∈ 1, n ∀q ∈ 1, n \ {p})

}
(1.4)

(элементы (1.4) — упорядоченные конечные разбиения A множествами из L). В виде

Π[I]
△
= {L ∈ π[I] | ∀L ∈ L ∃n ∈ N : ∆n(I \ L,L) ̸= ∅} ∈ P ′(π[I]) (1.5)



Ультрафильтры и максимальные сцепленные системы 277

имеем семейство всех полуалгебр (см. [25, гл. I]) п/м I. Полагаем также Π♯
∗[I]

△
= Π[I] ∩ π♯

∗[I]. В
виде

(LAT)0[I]
△
= {I ∈ π[I] | A ∪B ∈ I ∀A ∈ I ∀B ∈ I} (1.6)

имеем семейство всех решеток п/м I с “нулем” и “единицей” (сами же π-системы являются в
силу (1.1) полурешетками п/м I). Ясно, что

(alg)[I]
△
= {A ∈ π[I] | I \A ∈ A ∀A ∈ A} ∈ P ′((LAT)0[I]), (1.7)

(top)[I]
△
=

{
τ ∈ π[I]

∣∣ ∪
G∈G

G ∈ τ ∀G ∈ P ′(τ)
}
∈ P ′((LAT)0[I]), (1.8)

(clos)[I]
△
= {CI[τ ] : τ ∈ (top)[I]} ∈ P ′((LAT)0[I]). (1.9)

Итак, введены соответственно семейства, элементами которых являются алгебры п/м I,
топологии на I и семейства замкнутых множеств, отвечающих топологиям на I. Заметим, что
(1.2), (1.3), (1.5)–(1.9) определяют подсемейства (1.1). Таким образом, π-системы определяют
очень общий класс семейств п/м I, объединяющий многие конкретные и широко используе-
мые варианты подсемейств P(I). При этом полуалгебры п/м I не являются, вообще говоря,
решетками п/м I, но являются (см. (1.5)) π-системами.

Базы и предбазы топологий. Если J ∈ P ′(P(I)), то в виде

(COV)[I | J ]
△
=

{
I ∈ P ′(J )

∣∣ I = ∪
I∈I

I
}

имеем семейство всех покрытий I множествами из J .
Если τ ∈ (top)[I] и A ∈ P(I), то через cl(A, τ) обозначаем замыкание множества A в ТП

(I, τ). В дальнейшем (BAS)[I], (cl− BAS)[I], (p−BAS)[I] и (p−BAS)cl[I] понимаются в смысле
[23, разд. 2] (семейства открытых и замкнутых баз и предбаз; имеются в виду базы и предбазы,
порождающие каждая некоторую открытую или замкнутую (см. [26, с. 98]) топологию на I).
При этом, конечно, ({∪}(B) ∈ (top)[I] ∀B ∈ (BAS)[I])&({∩}(B̃) ∈ (clos)[I] ∀B̃ ∈ (cl− BAS)[I]).
Если τ ∈ (top)[I], то (τ − BAS)0[I], (cl− BAS)0[I; τ ], (p − BAS)0[I; τ ] и (p − BAS)0cl[I; τ ] так-
же понимаются далее в смысле [23, разд. 2] (семейства открытых и замкнутых баз и предбаз
конкретного ТП (I, τ)). Следуя [23, (2.15)], введем семейство ((SC) − p − BAS)[I] всех супер-
компактных открытых предбаз топологий на I. Если же τ ∈ (top)[I], то ((SC)−p−BAS)0[I; τ ]
понимается в смысле [23, (2.16)]: ((SC)−p−BAS)0[I; τ ] = ((SC)−p−BAS)[I]∩ (p−BAS)0[I; τ ].
Тогда (см. [23, (2.14), (2.17)]) в виде

((SC)− top)[I]
△
= {τ ∈ (top)[I] | ((SC)− p− BAS)0[I; τ ] ̸= ∅}

получаем семейство всех топологий на I, превращающих I в суперкомпактное ТП (см. [17, гл.
VII, §4; 18]). Суперкомактные T2-пространства именуются суперкомпактами (см. [22, c. 64]).
Если J ∈ P ′(P(I)), то

(Cen)[J ]
△
=

{
C ∈ P ′(J )

∣∣ ∩
C∈K

C ̸= ∅ ∀K ∈ Fin(C)
}
. (1.10)

Центрированные семейства, базы фильтров. В настоящем пункте фиксируем I ∈
π[I], имея в виде (I, I) широко понимаемое ИП. Полагаем далее, что

β0[I] △
= {J ∈ P ′(I) | (∅ /∈ J )&(∀J1 ∈ J ∀J2 ∈ J ∃J3 ∈ J : J3 ⊂ J1 ∩ J2)}, (1.11)

получая семейство всех баз фильтров (БФ) ИП (I, I). Кроме того, согласно (1.10)

(Cen)[I] =
{
Z ∈ P ′(I)

∣∣ ∩
Z∈K

Z ̸= ∅ ∀K ∈ Fin(Z)
}
; (1.12)
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в (1.12) имеем семейство всех центрированных подсемейств π-системы I. Из (1.11) и (1.12)
легко следует, что

β0[I] ⊂ (Cen)[I]. (1.13)

В свою очередь (1.13) дополняется очевидным свойством

{∩}♯(Z) ∈ β0[I] ∀Z ∈ (Cen)[I]. (1.14)

Свойства (1.11)–(1.14) будут дополнены положениями, касающимися сцепленности.

2. Сцепленные семейства

Фиксируем в дальнейшем непустое множество E, обозначая через P ′(P(E)) семейство всех
непустых подсемейств P(E). Фиксируем до конца настоящего раздела L ∈ P ′(P(E)), получая
непустое семейство п/м E. В качестве

⟨L − link⟩[E]
△
= {E ∈ P ′(L) | Σ1 ∩ Σ2 ̸= ∅ ∀Σ1 ∈ E ∀Σ2 ∈ E} (2.1)

имеем семейство всех сцепленных подсемейств L. Известное (см. [17–20;22]) свойство сцеплен-
ности отражено в (2.1). Тогда

⟨L − link⟩0[E]
△
= {E ∈ ⟨L − link⟩[E] | ∀S ∈ ⟨L − link⟩[E] (E ⊂ S) ⇒ (E = S)} (2.2)

есть семейство всех максимальных сцепленных подсемейств L или всех максимальных сцеп-
ленных систем (МСС) в L. Из (2.1), (2.2) легко следует, что

⟨L − link⟩0[E] = {E ∈ ⟨L − link⟩[E] | ∀L ∈ L (L ∩ Σ ̸= ∅ ∀Σ ∈ E) ⇒ (L ∈ E)}. (2.3)

Предложение 2.1. Каждое сцепленное подсемейство L мажорируется некоторой МСС
в L, т. е. ∀E ∈ ⟨L − link⟩[E] ∃S ∈ ⟨L − link⟩0[E] : E ⊂ S.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть E ∈ ⟨L − link⟩[E] и

Ω
△
= {Ẽ ∈ ⟨L − link⟩[E] | E ⊂ Ẽ}. (2.4)

Из (2.4) следует, что Ω ̸= ∅, так как E ∈ Ω. Под ⊑ △
= {z ∈ Ω × Ω | pr1(z) ⊂ pr2(z)} понимаем

обычную упорядоченность по включению: (A ⊑ B) ⇐⇒ (A ⊂ B) при A ∈ Ω и B ∈ Ω.

В виде (⊑ −MAX)[Ω]
△
= {X ∈ Ω | ∀Y ∈ Ω (X ⊂ Y) ⇒ (X = Y)} имеем множество всех ⊑ —

максимальных элементов Ω. Пусть L — непустое линейно упорядоченное (в смысле (Ω,⊑))
подсемейство Ω, а Y есть объединение всех семейств из L; ясно, что Y ∈ P ′(L). С учетом
линейной упорядоченности L и (2.4) устанавливается сцепленность Y, а точнее, свойство Y ∈
⟨L−link⟩[E]. Как следствие Y ∈ Ω; более того, Y есть мажоранта L в смысле (Ω,⊑). Поскольку
L выбиралось произвольно, установлено, что каждое линейно упорядоченное подсемейство Ω
обладает мажорантой и по лемме Цорна (⊑ −MAX)[Ω] ̸= ∅. Пусть W ∈ (⊑ −MAX)[Ω]. В
частности, W ∈ ⟨L−link⟩[E] (см. (2.4)). Пусть M ∈ ⟨L−link⟩[E] таково, что W ⊂ M. Поскольку
E ⊂ W ⊂ M, то M ∈ Ω (см. (2.4)) и, как следствие максимальности W, имеем равенство
W = M. Поскольку выбор M был произвольным, W ∈ ⟨L − link⟩0[E] : E ⊂ W . �

Заметим, что {L} ∈ ⟨L − link⟩[E] ∀L ∈ L \ {∅}. Тогда из предложения 2.1 следует, что
(L \ {∅} ̸= ∅) =⇒ (⟨L − link⟩0[E] ̸= ∅). Отметим, что в качестве L может использоваться
π-система п/м E. Данный случай представляется наиболее интересным, и мы его рассмотрим
специально в связи с фильтрами и у/ф.
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3. Фильтры и ультрафильтры π-систем

В пределах настоящего раздела фиксируем π-систему L ∈ π[E], где E ̸= ∅. Отметим
одно очевидное свойство, привлекая определения двух предыдущих разделов. Итак, β0[L] ⊂
⟨L − link⟩[E]; следовательно, БФ сцеплены. Данное свойство дополняет (1.14). В виде

F∗(L) △
=

{
F ∈ P ′(L) | (∅ /∈ F)&(A ∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F)

&(∀F ∈ F ∀L ∈ L (F ⊂ L) =⇒ (L ∈ F))
}

(3.1)

имеем семейство всех фильтров (широко понимаемого) ИП (E,L). Ясно, что {L ∈ L | ∃B ∈
B : B ⊂ L} ∈ F∗(L) при B ∈ β0[L] (стандартная операция с применением БФ). Далее,

F∗
0(L)

△
= {U ∈ F∗(L) | ∀F ∈ F∗(L) (U ⊂ F) =⇒ (U = F)}

= {U ∈ F∗(L) | ∀L ∈ L (L ∩ U ̸= ∅ ∀U ∈ U) ⇒ (L ∈ U)}

= {U ∈ (Cen)[L] | ∀Ũ ∈ (Cen)[L] (U ⊂ Ũ) ⇒ (U = Ũ)} (3.2)

есть семейство всех у/ф ИП (E,L). Из (3.2) видно, что данные у/ф суть максимальные цен-
трированные подсемейства L — и только они. Подобно предложению 2.1 проверяется, что

∀F ∈ F∗(L) ∃U ∈ F∗
0(L) : F ⊂ U . (3.3)

Вместе с тем (L − triv)[x]
△
= {L ∈ L | x ∈ L} ∈ F∗(L) ∀x ∈ E. В этом случае (см. (3.3))

F∗
0(L) ̸= ∅ и

((L − triv)[x] ∈ F∗
0(L) ∀x ∈ E) ⇐⇒ (L ∈ π̃0[E]) (3.4)

(см. [27, (5.9)]). В (3.4) указаны необходимые и достаточные условия максимальности триви-
альных фильтров. Напомним, что (см. [16, разд. 3]) ΦL(L)

△
= {U ∈ F∗

0(L) | L ∈ U} при L ∈ L.
Тогда

(UF)[E;L] △
= {ΦL(L) : L ∈ L} ∈ π[F∗

0(L)]

и, в частности, (UF)[E;L] ∈ (BAS)[F∗
0(L)]. Топология (стоуновского типа)

T∗
L[E]

△
= {∪}((UF)[E;L]) ∈ (top)[F∗

0(L)] (3.5)

превращает F∗
0(L) в нульмерное (см. [3, разд. 6.2]) T2-пространство

(F∗
0(L),T∗

L[E]) (3.6)

(если L ∈ (alg)[E], то (3.6) — нульмерный компакт, т. е. нульмерное компактное T2-простран-
ство), в котором все множества из (UF)[E;L] открыто-замкнуты (см. [16, (3.3)]). Другая схема
оснащения F∗

0(L) связана с множествами

F♮
C[L | H]

△
= {U ∈ F∗

0(L) | ∃U ∈ U : U ⊂ H} ∀H ∈ P(E).

При этом, как легко видеть (см. [16, (3.3)]),

F♮
C[L]

△
= {F♮

C[L | Λ]: Λ ∈ CE [L]} = CF∗
0(L)[(UF)[E;L]] ∈ (cl− BAS)0[F∗

0(L);T∗
L[E]].

С другой стороны, F♮
C[L] ∈ (p− BAS)[F∗

0(L)] (см. [23, (3.9)]) определяет следующую топологию
волмэновского типа:

T0
L⟨E⟩ △

= {∪}({∩}♯(F♮
C[L])) ∈ (top)[F∗

0(L)]. (3.7)
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Топология (3.7) превращает F∗
0(L) в компактное T1-пространство

(F∗
0(L),T0

L⟨E⟩). (3.8)

Топологии (3.5) и (3.7) сравнимы (см. [16, разд. 7]): T0
L⟨E⟩ ⊂ T∗

L[E]. В виде

(F∗
0(L),T0

L⟨E⟩,T∗
L[E]) (3.9)

имеем БТП (в связи с исследованием БТП отметим монографию [2]). В [4;15;16] указаны кон-
кретные условия на L, при которых БТП (3.9) является вырожденным (когда топологии (3.5),
(3.7) совпадают) и, напротив, невырожденным. Однако и в весьма общем случае L ∈ π̃0[E]
оказывается (см. [4, предложение 7.1]), что ТП (3.6) и (3.8) в определенном смысле “близ-
ки”. Данная “близость” касается вопросов, связанных с погружением E в F∗

0(L). Обратимся к
упомянутым положениям работы [4], полагая до конца настоящего раздела, что L ∈ π̃0[L], и
учитывая (3.4): в нашем случае (L − triv)[x] ∈ F∗

0(L) ∀x ∈ E. Тогда согласно [4, предложе-
ние 7.1]

cl({(L − triv)[x] : x ∈ L},T0
L⟨E⟩)

= cl({(L − triv)[x] : x ∈ L},T∗
L[E]) = ΦL(L) ∀L ∈ L. (3.10)

Из (3.10) вытекает тот факт, что E погружается в F∗
0(L) в виде множества, всюду плотного

как в ТП (3.6), так и в смысле ТП (3.8). Грубо говоря, имеем “плотное погружение” в смысле
БТП (3.9). Заметим, что в [4, теорема 7.1] указано применение (3.10) для построения ОЭ,
допустимых в смысле соблюдения ОАХ в абстрактной задаче о достижимости. При E ∈ P ′(L)

F∗
0(L | E) △

= {U ∈ F∗
0(L) | E ⊂ U} =

∩
Σ∈E

ΦL(Σ). (3.11)

Множество (3.11) используется ниже при построении расширений в классе у/ф; последние
играют роль ОЭ в абстрактной задаче о достижимости.

4. Сцепленность и свойство суперкомпактности

В отношении E и L сохраняем предположения разд. 3 (E ̸= ∅ и L ∈ π[E]). При этих
условиях используем (2.1)–(2.3), учитывая свойство [23, (4.2)]:

F∗
0(L) = {U ∈ ⟨L − link⟩0[E] | A ∩B ∈ U ∀A ∈ U ∀B ∈ U}. (4.1)

Заметим, что (см. (3.3), (3.4), (4.1)) ⟨L − link⟩0[E] ̸= ∅. Следуя [23, (4.3)], полагаем, что

(⟨L − link⟩0[E|L] △
= {E ∈ ⟨L − link⟩0[E] | L ∈ E} ∀L ∈ L)

&(⟨L − link⟩0op[E|H]
△
= {E ∈ ⟨L − link⟩0[E] | ∃Σ ∈ E : Σ ⊂ H} ∀H ∈ P(E)). (4.2)

С использованием множеств (4.2) конструируются (см. [16, (4.9)]) непустые семейства Ĉ0
op[E;L]

и Ĉ∗
0[E;L] п/м ⟨L − link⟩0[E]; данные семейства находятся в двойственности (см. [16, (4.10)]).

При этом (см. [16, разд. 4]) Ĉ0
op[E;L] ∈ (p− BAS)[⟨L − link⟩0[E]] порождает суперкомпактную

(см. [23, (4.6)]) топологию

T0⟨E|L⟩ △
= {∪}({∩}♯(Ĉ0

op[E;L])) ∈ ((SC)− top)[⟨L − link⟩0[E]] (4.3)

волмэновского типа, причем (см. [23, (4.7)])

Ĉ0
op[E;L] ∈ ((SC)− p− BAS)0[⟨L − link⟩0[E];T0⟨E|L⟩] (4.4)
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(в связи с (4.3), (4.4) см. разд. 1). Относительно Ĉ∗
0[E;L] напомним [16, предложение 5.1]. В

виде
(⟨L − link⟩0[E];T0⟨E|L⟩) (4.5)

имеем (см. [23, разд. 4]) суперкомпактное T1-пространство, для которого (3.8) является под-
пространством, так как (см. (4.3), (4.5), [23, (4.10)])

T0
L⟨E⟩ = T0⟨E|L⟩|F∗

0(L). (4.6)

Кроме того (см. [16, разд. 6]), Ĉ∗
0[E;L] ∈ (p− BAS)[⟨L − link⟩0[E]], а топология

T∗⟨E|L⟩ △
= {∪}({∩}♯(Ĉ∗

0[E;L])) ∈ top[⟨L − link⟩0[E]]

превращает (см. [16, предложения 6.4]) ⟨L − link⟩0[E] в нульмерное T2-пространство

(⟨L − link⟩0[E],T∗⟨E|L⟩); (4.7)

ТП (3.6) является подпространством (4.7), поскольку (см. [23, (4.12)])

T∗
L[E] = T∗⟨E|L⟩|F∗

0(L). (4.8)

Наконец (см. [16, предложения 7.1]) имеем T0⟨E|L⟩ ⊂ T∗⟨E|L⟩, а тогда триплет

(⟨L − link⟩0[E],T0⟨E|L⟩,T∗⟨E|L⟩) (4.9)

есть БТП. В силу (4.6), (4.8) БТП (3.9) можно рассматривать как подпространство (4.9).
До конца настоящего раздела полагаем, если не оговорено противное, что L ∈ π♯

∗[E]. Тогда
согласно [23, (5.3)]

F∗
0(L) = ⟨L − link⟩0[E]. (4.10)

В этом случае (см. (4.6), (4.8), (4.10)) имеем совпадение БТП (3.9) и (4.9), так как

(T0
L⟨E⟩ = T0⟨E|L⟩)&(T∗

L[E] = T∗⟨E|L⟩). (4.11)

З а м е ч а н и е. В [23] указаны содержательные примеры реализации свойства L ∈ π♯
∗[E].

В частности, при их построении могут использоваться конструкции на основе декартовых
произведений. Характерные случаи реализации (4.10), (4.11) касаются при этом ситуации,
когда L есть полуалгебра множеств.

Предложение 4.1. Справедливо равенство (Cen)[L] = ⟨L − link⟩[E].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть M ∈ ⟨L − link⟩[E]. Тогда в силу предложения 2.1 имеем
для некоторой МСС U ∈ ⟨L − link⟩0[E] свойство M ⊂ U . С учетом (4.10) можно утверждать,
что U ∈ F∗

0(L), в том числе, U ∈ F∗(L). Согласно (3.1) получаем рассуждением по индукции,
что

m∩
k=1

Uk ∈ U ∀m ∈ N ∀(Uk)k∈1,m ∈ Um.

В частности, при n ∈ N и (Mi)i∈1,n ∈ Mn пересечение всех множеств Mi, i ∈ 1, n, содержится
в U , а потому (см. (3.1)) непусто. Поскольку M ∈ P ′(L) в силу (2.1), имеем, что M ∈ (Cen)[L]
(см. (2.13)). Итак, ⟨L − link⟩[E] ⊂ (Cen)[L]. Противоположное вложение очевидно (см. (1.12),
(2.1)). �

Предложение 4.2. Если E ∈ ⟨L − link⟩[E], то
∩
Σ∈E

ΦL(Σ) ̸= ∅.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем E ∈ ⟨L − link⟩[E], получая вследствие предложения
4.1 свойство E ∈ (Cen)[L]. Рассмотрим семейство N

△
= {ΦL(Σ): Σ ∈ E} ∈ P ′(P(F∗

0(L))). Легко
видеть, что N ∈ ⟨(UF)[E;L]−link⟩[F∗

0(L)]. Учтем (4.10), (4.11). При этом (см. [16, (6.6)]) в нашем
случае (UF)[E;L] = Ĉ∗

0[E;L]. Теперь используем [16, предложение 5.1]: исходя из сцепленности
N и [16, (5.1)] получаем, что пересечение всех множеств из N непусто, откуда и вытекает
требуемое утверждение. �

Предложение 4.3. Вернемся к общему случаю L ∈ π[E]. Эквивалентны следующие ус-
ловия: 1) L ∈ π♯

∗[E]; 2) (Cen)[L] = ⟨L − link⟩[E].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Импликация 1) ⇒ 2) следует из предложения 4.1. Пусть истинно
2), т. е. (Cen)[L] и ⟨L − link⟩[E] совпадают. Выберем произвольно L1 ∈ L, L2 ∈ L и L3 ∈ L со
свойствами (L1∩L2 ̸= ∅)&(L2∩L3 ̸= ∅)&(L1∩L3 ̸= ∅). Тогда L

△
= {L1;L2;L3} ∈ ⟨L− link⟩[E],

а потому L ∈ (Cen)[L] и, следовательно L1 ∩ L2 ∩ L3 ̸= ∅. Получили свойство истинности
требуемой импликации

((L1 ∩ L2 ̸= ∅)&(L2 ∩ L3 ̸= ∅)&(L1 ∩ L3 ̸= ∅)) ⇒ (L1 ∩ L2 ∩ L3 ̸= ∅).

Поскольку выбор L1, L2, L3 был произвольным, имеем в силу (1.2) свойство L ∈ π♯
∗[E]. Итак,

2) ⇒ 1). �

5. Связь с конструкциями расширений

В настоящем разделе рассмотрим некоторые применения (3.10), фиксируя L ∈ Π[E]. Итак,
пусть (E,L) есть ИП с полуалгеброй множеств. Тогда (см. [28, разд. 4]) ТП (3.6) — это непустой
нульмерный компакт со свойством (3.10).

Пусть (H, τ), H ̸= ∅, является T2-пространством (фиксированным в настоящем разделе)
и f ∈ HE . Рассматриваем f как своеобразное целевое отображение. Обратимся к вопросам,
связанным с представлением множеств cl(f1(L), τ), где L ∈ L. Условимся о следующем общем
соглашении: если X и Y — непустые множества, τ1 ∈ (top)[X] и τ2 ∈ (top)[Y ], то

C(X, τ1, Y, τ2)
△
= {g ∈ Y X | g−1(G) ∈ τ1 ∀G ∈ τ2}

(множество всех отображений из X в Y , непрерывных в смысле топологий τ1 и τ2). Отметим,
что (см. (1.5), (3.4)) определен оператор

ζ
△
= ((L − triv)[x])x∈E ∈ F∗

0(L)E .

При этом ζ1(A) = {(L − triv)[x] : x ∈ A} ∈ P(F∗
0(L)) ∀A ∈ P(E).

Предложение 5.1. Пусть g ∈ C(F∗
0(L),T∗

L[E],H, τ) и при этом f = g ◦ ζ, тогда

g1(ΦL(L)) = cl(f1(L), τ) ∀L ∈ L.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку ТП (3.6) компактно, а (H, τ) есть T2-пространство,
то (см. [3, 3.1.12]) отображение g замкнуто, а потому (см. [29, (2.8.4)])

g1(cl(M,T∗
L[E])) = cl(g1(M), τ) ∀M ∈ P(F∗

0(L)). (5.1)

Пусть L ∈ L. Тогда по выбору g имеем равенство f1(L) = g1(ζ1(L)). С учетом (5.1) по-
лучаем цепочку равенств g1(cl(ζ1(L),T∗

L[E])) = cl(g1(ζ1(L)), τ) = cl(f1(L), τ). В силу (3.10)
cl(ζ1(L),T∗

L[E]) = ΦL(L), а потому g1(ΦL(L)) = cl(f1(L), τ). Так как выбор L был произволь-
ным, требуемое свойство установлено. �
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Заметим, что предложение 5.1 допускает естественное обобщение, использующее [30, пред-
ложение 1], а именно: при g ∈ C(F∗

0(L),T∗
L[E],H, τ) истинна импликация

(f = g ◦ ζ) =⇒ (g1({U ∈ F∗
0(L) | A ∩B ̸= ∅ ∀B ∈ U}) = cl(f1(A), τ) ∀A ∈ P(E)). (5.2)

В связи с (5.2) и предложением 5.1 отметим некоторые положения [5], связанные с расширени-
ем задачи о достижимости с ОАХ. Используя [5, определение 5.1], применим (as)[E;Y ; τ̃ ; f ; E ]
работы [5] при E ∈ P ′(P(E)) и следующих вариантах (Y, τ̃ , f) : 1) (Y, τ̃) = (F∗

0(L),T∗
L[E]) и

f = ζ; 2) (Y, τ̃) = (H, τ) и f = f . В связи с вариантом 1) отметим, что у/ф ИП (E,L) иг-
рают роль ОЭ, а у/ф, являющиеся точками (as)[E;F∗

0(L); T∗
L[E]; ζ; E ], суть допустимые (в

смысле ОАХ E) ОЭ. В случае 2) имеем множество притяжения (МП), “заменяющее” обычное
множество достижимости (случай, когда E — синглетон).

Напомним о компактности ТП (3.8). По аналогии с предложением 5.1 получаем при g ∈
C(F∗

0(L),T0
L⟨E⟩,H, τ), что

(f = g ◦ ζ) =⇒ (g1(ΦL(L)) = cl(f1(L), τ) ∀L ∈ L); (5.3)

разумеется, мы учитываем (3.10) (полезно отметить, что (5.3) имеет место и в более общем
случае L ∈ π̃0[E] по свойствам ТП (3.8)).

Напомним также, что набор (K, t, p, q), где (K, t) — компактное ТП, p ∈ KE , q ∈ C(K, t,
H, τ) и f = q◦p, в [7] был назван компактификатором. Используя компактификатор (K, t, p, q),
можно представить (as)[E;H; τ ; f ; E ], где E ∈ P ′(P(E)), в виде

(as)[E;H; τ ; f ; E ] = q1((as)[E;K; t; p; E ]). (5.4)

При условиях на отображение g, сформулированных в предложении 5.1, мы в виде (F∗
0(L),

T∗
L[E], ζ, g) имеем компактификатор, а потому реализуется соответствующий вариант (5.4),

обеспечивающий представление основного МП в T2-пространстве (H, τ) как непрерывный об-
раз вспомогательного МП; последнее есть множество всех допустимых ОЭ. Рассмотрим один
вариант компактификатора, имея целью конкретизацию представлений на основе (5.2) и пред-
ложения 5.1. В этой связи обратимся сначала к множеству Flim[E;L;H; τ ], определяемому в
[30, (5.1)] в терминах сходимости образов у/ф из F∗

0(L). Если

f ∈ Flim[E;L;H; τ ], (5.5)

то получено отображение φlim[f ] ∈ HF∗
0(L) (см. [30, §5]), реализующее при U ∈ F∗

0(L) в виде
φlim[f ](U) обобщенный предел БФ f1[U ] ∈ β0[P(H)] в ТП (H, τ); предел БФ устанавливается
при этом в соответствии с известной схемой [8, гл.I]. Заметим, что (см. [30, (5.6)]) f = φlim[f ] ◦
ζ (учитываем, что Π[E] ⊂ π̃0[E] в силу (1.5)). Полагаем до конца настоящего раздела, что
(H, τ) — это регулярное ТП, т. е. T1- и T3-пространство одновременно. Тогда (см. [30, (5.5)])

φlim[f ] ∈ C(F∗
0(L),T∗

L[E],H, τ); (5.6)

(F∗
0(L),T∗

L[E], ζ, φlim[f ]) есть компактификатор. Из (5.6) и предложения 5.1 вытекает, что

φlim[f ]
1(ΦL(L)) = cl(f1(L), τ) ∀L ∈ L. (5.7)

В свою очередь из (5.2) и (5.6) выводим более общее свойство:

φlim[f ]
1({U ∈ F∗

0(L) | A ∩B ̸= ∅ ∀B ∈ U}) = cl(f1(A), τ) ∀A ∈ P(E). (5.8)

Здесь напомним с учетом (5.5) и компактности ТП (3.6), что согласно [30, предложение 7] при
E ∈ P ′(L)

(as)[E;H; τ ; f ; E ] = φlim[f ]
1(F∗

0(L | E)), (5.9)
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где (см. [30, §2]) F∗
0(L | E) = {U ∈ F∗

0(L) | E ⊂ U} (напомним также [30, теорема 1] в связи
с представлением МП для случая, когда E является произвольным непустым направленным
семейством п/м E). Наряду с МП, реализуемым в (5.9), представляет интерес пересечение всех
множеств cl(f1(L), τ), L ∈ E . В случае, когда E ∈ P ′(L) — направленное семейство (имеется в
виду свойство ∀Σ1 ∈ E ∀Σ2 ∈ E ∃Σ3 ∈ E : Σ3 ⊂ Σ1 ∩ Σ2), упомянутое пересечение совпадает с
МП (5.9) (см. [27, (3.7)]). Отметим относительно представления упомянутого множества-пере-
сечения в общем случае, что согласно (5.7)∩

Σ∈E
cl(f1(Σ), τ) =

∩
Σ∈E

φlim[f ]
1(ΦL(Σ)) ∀E ∈ P ′(L). (5.10)

В свою очередь из (5.8) выводим обобщение (5.10):∩
Σ∈E

cl(f1(Σ), τ) =
∩
Σ∈E

φlim[f ]
1({U ∈ F∗

0(L) | Σ ∩B ̸= ∅ ∀B ∈ U}) ∀E ∈ P ′(P(E)) (5.11)

(в связи с (5.11) полезно напомнить построения [27, разд. 7] и [30, предложение 3]). Заметим,
что при E ∈ P ′(P(E)) элементы пересечения всех множеств cl(f1(Σ), τ), Σ ∈ E , имеют сле-
дующий смысл: они универсально реализуемы (в пределе) при стандартных ограничениях в
виде каждого множества из E . А именно каждый такой универсально реализуемый элемент H
допускает сколь угодно точное (в смысле топологии τ) приближение элементами f(x), x ∈ Σ,
при любом выборе Σ ∈ E . В частности, такие элементы могут представлять интерес в усло-
виях неопределенности относительно конкретной реализации Σ. В этом плане представляется
полезным изучение условий существования универсально реализуемых элементов H. Мы огра-
ничимся рассмотрением этих условий для случая E ⊂ L.

Напомним, что согласно предложению 4.1

(L ∈ Π♯
∗[E]) =⇒ ((Cen)[L] = ⟨L − link⟩[E]). (5.12)

С учетом (5.12) полагаем до конца настоящего раздела, что

L ∈ Π♯
∗[E]. (5.13)

Тогда получаем из (5.12), (5.13) равенство (Cen)[L] = ⟨L − link⟩[E], а потому в соответствии с
(1.14)

{∩}♯(E) ∈ β0[L] ∀E ∈ ⟨L − link⟩[E]. (5.14)

Как следствие имеем из [27, (3.7)] равенство

(as)[E;H; τ ; f ; E ] =
∩

Σ∈{∩}♯(E)

cl(f1(Σ), τ) ∀E ∈ ⟨L − link⟩[E]. (5.15)

Из (5.10) и (5.15) вытекает с очевидностью, что

(as)[E;H; τ ; f ; E ] ⊂
∩
Σ∈E

φlim[f ]
1(ΦL(Σ)) ∀E ∈ ⟨L − link⟩[E]. (5.16)

Предложение 5.2. Если E ∈ ⟨L − link⟩[E], то (as)[E;H; τ ; f ; E ] ̸= ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем свойство E ∈ (Cen)[L], а тогда исходя из (5.14) {∩}♯(E) ∈
β0[L] (свойство БФ: см. (1.11)). Имеем равенство (5.15). Воспользуемся (5.7), учитывая оче-
видное в силу (3.1), (3.2) равенство F∗

0(L | E) = F∗
0(L | {∩}♯(E)). По основному свойству БФ

полагаем теперь, что (см. [30, (2.7)]) F △
= {L ∈ L | ∃Σ ∈ {∩}♯(E) : Σ ⊂ L} ∈ F∗(L), причем

E ⊂ {∩}♯(E) ⊂ F . Согласно (3.3) получаем для некоторого у/ф L ∈ F∗
0(L) вложение F ⊂ L. По-

этому E ⊂ L и, следовательно, L ∈ F∗
0(L | E). Но тогда (см. (5.9)) φlim[f ](L) ∈ (as)[E;H; τ ; f ; E ].

Требуемое свойство (as)[E;H; τ ; f ; E ] ̸= ∅ установлено. �
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Из (5.16) и предложения 5.2 вытекает, что (при условии (5.13))∩
Σ∈E

φlim[f ]
1(ΦL(Σ)) =

∩
Σ∈E

cl(f1(Σ), τ) ̸= ∅ ∀E ∈ ⟨L − link⟩[E]. (5.17)

Заметим, что с точки зрения (5.17) и предложения 5.2 наиболее существенными среди условий
представляются (5.5) и (5.13). В связи с (5.5) отметим построения [27, разд. 8], связанные
с ярусными отображениями, ограничиваясь сейчас для простоты частным случаем ярусных
вещественнозначных функций.

Итак, пусть до конца настоящего раздела H = RΓ, где Γ — непустое множество. Через
τR обозначаем обычную | · |-топологию R, получая, в частности, регулярное ТП (R, τR). Тогда
топология ⊗Γ(τR) тихоновской степени (R, τR) (при использовании Γ в качестве индексного
множества) превращает H в регулярное ТП (см. [3, 2.3.11]) (RΓ,⊗Γ(τR)) = (H,⊗Γ(τR)). Если
f ∈ HE и γ ∈ Γ, то (см. [27, разд. 8]) f(·)(γ) △

= (f(x)(γ))x∈E ∈ RE (γ-компонента f).
Введем в рассмотрение множество B(E,L) ∈ P ′(RE), определяемое в [29, (4.3.11)]. Элемен-

ты B(E,L) — равномерные пределы ступенчатых в смысле ИП (E,L) вещественнозначных
функций на E и только они. Функции из B(E,L) именуем ярусными. Тогда B⊗(E,L | Γ) △

=
{f ∈ HE | f(·)(γ) ∈ B(E,L) ∀γ ∈ Γ} есть множество всех отображений из HE с ярусными
компонентами. До конца раздела полагаем, что τ = ⊗Γ(τR). В этом случае (см. [27, разд. 8])

B⊗(E,L | Γ) ⊂ Flim[E;L;H; τ ]. (5.18)

Поэтому при f ∈ B⊗(E,L | Γ) имеем (см. (5.15), (5.18)) свойство (5.17) (в связи с (5.13) отме-
тим, что в [23] приведены содержательные примеры реализации данного свойства). Укажем
естественный вариант такого отображения f , фиксируя оператор

γ 7→ fγ : Γ → B(E,L). (5.19)

Тогда полагаем, что f определяется в виде следующего отображения:

x 7→ (fγ(x))γ∈Γ : E → H. (5.20)

Ясно, что в нашем случае f(·)(γ) = fγ ∀γ ∈ Γ. Поэтому (см. (5.19)) реализуется требуемое
свойство f ∈ B⊗(E,L | Γ), обеспечивающее в силу (5.18) справедливость (5.17). Представление
(5.19), (5.20) естественно для конструкций конечно-аддитивной теории меры, которые находят
(см. [11;12]) применение при построении расширений задач о достижимости с ограничениями
импульсного характера.

6. Некоторые обобщения: n-сцепленность (n ∈ N)

Рассмотрим далее естественное развитие конструкций разд. 2. Имеется в виду кратная
сцепленность семейств п/м E. Фиксируем в настоящем разделе семейство L ∈ P ′(P(E)) и
полагаем, что при m ∈ N

⟨L − link⟩[E | m]
△
=

{
E ∈ P ′(L)

∣∣ m∩
i=1

Σi ̸= ∅ ∀(Σi)i∈1,m ∈ Em
}
. (6.1)

Свойство, используемое в (6.1), именуем m-сцепленностью соответствующего подсемейства L.
Ясно, что ⟨L − link⟩[E | 1] = {E ∈ P ′(L) | Σ ̸= ∅ ∀Σ ∈ E} и

⟨L − link⟩[E | 2] = ⟨L − link⟩[E] (6.2)

(см. (2.1), (6.1)). Итак, в (6.1) мы имеем (см. (6.2)) обобщение “обычной” сцепленности. Из
(6.1) легко следует, что

⟨L − link⟩[E | m+ 1] ⊂ ⟨L − link⟩[E | m] ∀m ∈ N. (6.3)
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Кроме того, как легко видеть (см. (1.10), (6.1)),

(Cen)[L] =
∩
n∈N

⟨L − link⟩[E | n]. (6.4)

Из (6.3) и (6.4) следует факт монотонной сходимости последовательности семейств (⟨L −
link⟩[E | k])k∈N к (Cen)[L]. Введем в рассмотрение максимальные кратные сцепленные под-
семейства L: при m ∈ N полагаем

⟨L − link⟩0[E | m]

△
=

{
E ∈ ⟨L − link⟩[E | m]

∣∣ ∀S ∈ ⟨L − link⟩[E | m] (E ⊂ S) =⇒ (E = S)
}
. (6.5)

Подобно (2.3) непосредственно проверяется, что

⟨L − link⟩0[E |m+ 1] =
{
E ∈ ⟨L − link⟩[E |m+ 1]

∣∣∣ ∀L ∈ L(
L ∩

( m∩
i=1

Σi

)
̸= ∅ ∀(Σi)i∈1,m ∈ Em

)
=⇒ (L ∈ E)

}
∀m ∈ N (6.6)

(в (6.6) используем “сдвиг” кратности на единицу, что будет удобно в свете последующих
построений). По аналогии с предложением 2.1 устанавливается, что

∀m ∈ N ∀E ∈ ⟨L − link⟩[E | m] ∃S ∈ ⟨L − link⟩0[E | m] : E ⊂ S. (6.7)

Ясно также, что при L ∈ L \ {∅} и m ∈ N непременно {L} ∈ ⟨L − link⟩[E | m]. С учетом
(6.7) получаем, что при L \ {∅} ̸= ∅ имеет место свойство ⟨L − link⟩0[E | m] ̸= ∅ ∀m ∈ N.
Отметим простое следствие, касающееся покрытий: если L ∈ (COV)[E | H], где H ∈ P ′(P(E)),
то ⟨L − link⟩0[E | m] ̸= ∅ ∀m ∈ N. Из (6.1) непосредственно устанавливаем, что

(E ∈ L) =⇒ (E ∪ {E} ∈ ⟨L − link⟩[E | m] ∀m ∈ N ∀E ∈ ⟨L − link⟩[E | m]).

Как следствие получаем очевидное свойство:

(E ∈ L) =⇒ (E ∈ E ∀m ∈ N ∀E ∈ ⟨L − link⟩0[E | m]). (6.8)

Из (6.8) выводим полезное добавление к построениям разд. 2: если E ∈ L, то E ∈ E ∀E ∈
⟨L − link⟩0[E]. В этой связи напомним очевидное следствие свойства (6.2):

⟨L − link⟩0[E | 2] = ⟨L − link⟩0[E]. (6.9)

Далее, из (6.3), (6.5) и (6.7) вытекает, что

∀m ∈ N ∀E ∈ ⟨L − link⟩0[E | m+ 1] ∃Ẽ ∈ ⟨L − link⟩0[E | m] : E ⊂ Ẽ . (6.10)

Из (6.10) получаем естественное свойство вписанности (напомним, что для всякого множества
T и семейств T1 ∈ P(P(T )), T2 ∈ P(P(T ))

(T1 4 T2)
def⇐⇒ (∀T2 ∈ T2 ∃T1 ∈ T1 : T2 ⊂ T1);

символ 4 означает вписанность T2 в T1): при m ∈ N семейство ⟨L − link⟩0[E | m + 1] вписано
в ⟨L − link⟩0[E | m]: ⟨L − link⟩0[E | m] 4 ⟨L − link⟩0[E | m+ 1].
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7. Свойство n-сцепленности подсемейств π-системы (n ∈ N)

В настоящем разделе очень общие конструкции на основе (6.1), (6.5) рассматриваются в
случае L ∈ π[E] с целью последующего исследования свойств у/ф π-системы L. Напомним в
этой связи о возможном применении у/ф в качестве ОЭ при решении абстрактных задач о до-
стижимости в условиях ОАХ. Итак, фиксируем L ∈ π[E], получая свойство ⟨L− link⟩0[E | n] ̸=
∅ ∀n ∈ N. Из определений следует, что (см. (3.1), (6.1))

F∗(L) ⊂ ⟨L − link⟩[E | m] ∀m ∈ N. (7.1)

Предложение 7.1. Если m ∈ N, то F∗
0(L) ⊂ ⟨L − link⟩0[E | m+ 1].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вводим m ∈ N. Тогда имеем (6.6). Пусть V ∈ F∗
0(L). В силу

(3.1), (3.2) семейство V замкнуто относительно конечных пересечений. Из (7.1) получаем, что
V ∈ ⟨L − link⟩[E | m+ 1]. Пусть Λ ∈ L таково, что

Λ ∩
( m∩
i=1

Σi

)
̸= ∅ ∀(Σi)i∈1,m ∈ Vm. (7.2)

Фиксируем Ṽ ∈ V и полагаем, что Vj
△
= Ṽ ∀j ∈ 1,m. Тогда из (7.2) следует, что Λ ∩ Ṽ ̸= ∅.

Поскольку выбор Ṽ был произвольным, доказано, что Λ ∩ V ̸= ∅ ∀V ∈ V. С учетом (3.2)
получаем, что Λ ∈ V. Установлена импликация

(Λ ∩
( m∩
i=1

Σi

)
̸= ∅ ∀(Σi)i∈1,m ∈ Vm) =⇒ (Λ ∈ V). (7.3)

Поскольку выбор Λ был произвольным, из (6.6) и (7.3) вытекает, что V ∈ ⟨L− link⟩0[E | m+1].
Требуемое свойство доказано. �

В связи с предложением 7.1 отметим, что ⟨L− link⟩0[E | 1] = {L\{∅}} (тем самым поясня-
ется роль “сдвига” на единицу в формулировке последнего утверждения). Напомним свойство
вписанности (6.10), а также то, что E ∈ E ∀m ∈ N ∀E ∈ ⟨L − link⟩0[E | m]. Кроме того, из
определений легко следует (см. (6.1), (6.5)), что ∀m ∈ N ∀E ∈ ⟨L− link⟩0[E | m] ∀Σ ∈ E ∀L ∈ L

(Σ ⊂ L) =⇒ (L ∈ E). (7.4)

Теорема 7.1. Если m ∈ N, то

F∗
0(L) = {E ∈ ⟨L − link⟩0[E | m+ 1] | Σ1 ∩ Σ2 ∈ E ∀Σ1 ∈ E ∀Σ2 ∈ E}. (7.5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через Ω семейство в правой части (7.5). Тогда из
(3.1), (3.2) и предложения 7.1 вытекает, что F∗

0(L) ⊂ Ω. Пусть V ∈ Ω. Тогда семейство V ∈ ⟨L−
link⟩0[E | m+1] замкнуто относительно конечных пересечений. С учетом (m+1)-сцепленности
V можно утверждать, что ∅ /∈ V . В соответствии с (7.4) имеем, кроме того, свойство ∀V ∈
V ∀L ∈ L

(V ⊂ L) =⇒ (L ∈ V).

Таким образом, V ∈ F∗(L) (см. (3.1)). Максимальность V легко следует из (6.5) и (7.1). Итак,
V ∈ F∗

0(L), чем и завершается проверка вложения Ω ⊂ F∗
0(L). Теорема доказана. �

Итак, мы получили естественное обобщение (4.1).
Отметим, что согласно (6.1) и (6.5) определено пересечение всех семейств ⟨L−link⟩0[E |m+

1], m ∈ N ; при этом получается подсемейство P ′(L).

Теорема 7.2. Справедливо равенство

F∗
0(L) =

∩
m∈N

⟨L − link⟩0[E | m+ 1]. (7.6)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. С учетом (6.3) и (6.5) проверяется очевидное равенство∩
m∈N

⟨L − link⟩[E | m] =
∩
m∈N

⟨L − link⟩[E | m+ 1],

а отсюда (см. (6.4), (6.5)) имеет место вложение∩
m∈N

⟨L − link⟩0[E | m+ 1] ⊂ (Cen)[L]. (7.7)

Пусть V — элемент семейства в правой части (7.6). В этом случае (см. (7.7)) V ∈ (Cen)[L]
и, как следствие, в силу (1.11) {∩}♯(V) ∈ β0[L]. Тогда (см. (3.2), (3.3)) для некоторого у/ф
W ∈ F∗

0(L)
V ⊂ {∩}♯(V) ⊂ W (7.8)

(используем построения [5, §5]). Пусть n ∈ N. Согласно предложению 7.1 W ∈ ⟨L−link⟩0[E | n+
1] и, в частности, W ∈ ⟨L − link⟩[E | n+ 1]. Поскольку V ∈ ⟨L − link⟩0[E | n+ 1], то (см. (6.5),
(7.8)) V = W, а потому V ∈ F∗

0(L). Итак,∩
m∈N

⟨L − link⟩0[E | m+ 1] ⊂ F∗
0(L).

Противоположное вложение извлекается из предложения 7.1, чем и завершается проверка (7.6).
�

Итак, последовательность ⟨L− link⟩0[E | m+1], m ∈ N, всегда реализует F∗
0(L) “в пределе”

(см. (7.6)). Представляют интерес случаи, когда F∗
0(L) = ⟨L− link⟩0[E | m+1], где m ∈ N. Этот

вопрос рассматривается в следующем разделе.

8. Условия n-сцепленной реализации ультрафильтров

В настоящем разделе мы сравниваем множества F∗
0(L) и ⟨L − link⟩0[E | m+ 1] при m ∈ N.

Речь пойдет о положениях, подобных (4.10) и предложению 4.1. Напомним, что L ∈ π[E].

Предложение 8.1. Если m ∈ N и E ∈ ⟨L − link⟩0[E | m+ 1] \ F∗
0(L), то

∃(Σi)i∈1,m+2 ∈ Em+2 :

m+2∩
i=1

Σi = ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем m и E в соответствии с условиями. В силу теоре-
мы 7.1 имеем для некоторых M1 ∈ E и M2 ∈ E свойство

M1 ∩M2 ∈ L \ E . (8.1)

Тогда согласно (6.6) и (8.1) выводим для некоторого картежа (Λi)i∈1,m ∈ Em свойство

(M1 ∩M2) ∩
( m∩
i=1

Λi

)
= ∅. (8.2)

Полагаем теперь, что (Λ̃i)i∈1,m+2 ∈ Em+2 определяется условиями

(Λ̃j
△
= Λj ∀j ∈ 1,m)&(Λ̃m+1

△
= M1)&(Λ̃m+2

△
= M2).

В силу (8.2) пересечение всех множеств Λ̃i, i ∈ 1,m+ 2, пусто. �
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Получаем в качестве очевидного следствия (см. также (3.1), (3.2)), что при m ∈ N

⟨L − link⟩0[E | m+ 1] \ F∗
0(L)

=
{
E ∈ ⟨L − link⟩0[E | m+ 1]

∣∣ ∃(Σi)i∈1,m+2 ∈ Em+2 :
m+2∩
i=1

Σi = ∅
}
. (8.3)

Из (8.3), в свою очередь, вытекает следующее представление: если m ∈ N, то

F∗
0(L) =

{
E ∈ ⟨L − link⟩0[E | m+ 1]

∣∣ m+2∩
i=1

Σi ̸= ∅ ∀(Σi)i∈1,m+2 ∈ Em+2
}
. (8.4)

Совсем кратко отметим ряд простых следствий (8.4). Так, при m ∈ N

F∗
0(L) = ⟨L − link⟩0[E | m+ 1] ∩ ⟨L − link⟩[E | m+ 2]

= ⟨L − link⟩0[E | m+ 1] ∩ ⟨L − link⟩0[E | m+ 2] (8.5)

((8.5) согласуется с теоремой 7.2 и, по сути, уточняет эту теорему). Из (8.5) вытекает, что при
m ∈ N

(E /∈ ⟨L − link⟩[E | m+ 2] ∀E ∈ ⟨L − link⟩0[E | m+ 1] \ F∗
0(L))

&(Ẽ /∈ ⟨L − link⟩0[E | m+ 1] ∀Ẽ ∈ ⟨L − link⟩0[E | m+ 2] \ F∗
0(L)).

Последнее свойство означает, в частности, что максимальные (m + 1)-сцепленные системы,
не являющиеся у/ф, (в отличие от последних) являются “короткоживущими” (утрачивают
кратную сцепленность при увеличении параметра сцепленности на единицу).

Предложение 8.2. Если m ∈ N, то(
∃(Σi)i∈1,m+2 ∈ Lm+2 : ({Σi : i ∈ 1,m+ 2} ∈ ⟨L − link⟩[E | m+ 1])&

(m+2∩
i=1

Σi = ∅
))

⇐⇒ (⟨L − link⟩0[E | m+ 1] \ F∗
0(L) ̸= ∅). (8.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть истинно свойство в левой части (8.6). С учетом этого
выберем (Di)i∈1,m+2 ∈ Lm+2 так, что

(D △
= {Di : i ∈ 1,m+ 2} ∈ ⟨L − link⟩[E | m+ 1])&

(m+2∩
i=1

Di = ∅
)
. (8.7)

Тогда (см. (6.7), (8.7)) для некоторого W ∈ ⟨L − link⟩0[E | m+ 1] имеем D ⊂ W . При этом
(Di)i∈1,m+2 ∈ Wm+2. Поэтому согласно (8.3) и (8.7) W ∈ ⟨L − link⟩0[E | m + 1] \ F∗

0(L). Тем
самым установлена импликация(

∃(Σi)i∈1,m+2 ∈ Lm+2 : ({Σi : i ∈ 1,m+ 2} ∈ ⟨L − link⟩[E | m+ 1])&
(m+2∩

i=1
Σi = ∅

))
=⇒ (⟨L − link⟩0[E | m+ 1] \ F∗

0(L) ̸= ∅).

Противоположная импликация легко следует из предложения 8.1 с учетом (6.1), (6.5). �
В свою очередь из предложения 8.2 вытекает, что ∀m ∈ N

(⟨L − link⟩0[E | m+ 1] = F∗
0(L))

⇐⇒
(
∀ (Li)i∈1,m+2 ∈ Lm+2 ({Li : i ∈ 1,m+ 2} ∈ ⟨L − link⟩[E | m+ 1])

=⇒
(m+2∩

i=1
Li ̸= ∅

))
. (8.8)

В связи с (8.8) напомним (4.10). Точнее, согласно [23, (5.3)]

(L ∈ π♮
∗[E]) ⇐⇒ (⟨L − link⟩0[E] = F∗

0(L)). (8.9)

С учетом (1.2) и (6.9) получаем в виде (8.8) нужное обобщение свойства (8.9).
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