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Введение

Данная статья посвящена разработке методов приближенного построения управления в
форме обратной связи в задаче управления системой дифференциальных уравнений, нели-
нейных по фазовым переменным, на бесконечном отрезке времени. Необходимо перевести
траекторию системы за конечное (заранее неизвестное) время в целевое множество так, чтобы
при этом минимизировать заданный интегральный функционал за счет выбора управлений в
форме обратной связи с известными жесткими, поточечными ограничениями. Основная идея
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состоит в сочетании методов теории динамического программирования (и в частности, прин-

ципа сравнения, [1;2]) с аппаратом кусочно-аффинных функций цены и управления, заданных
на совокупностях симплексов в фазовом пространстве [3; 4].

Задача синтеза управлений может быть решена за счет использования уравнения Гамиль-

тона—Якоби—Беллмана (ГЯБ) [2; 5] для вспомогательной функции цены с заданными кра-
евыми условиями (в точках целевого множества). В общем случае такую функцию необходи-
мо искать в классе обобщенных решений указанного уравнения [6; 7]. При этом все точки, в
которых указанная функция принимает конечные значения, формируют множество разре-

шимости [8], содержащее все стартовые позиции, из которых гарантированно можно решить
задачу синтеза управлений для достижения целевого множества за конечное, заранее неиз-
вестное время. В данной работе функцию цены предлагается оценивать сверху при помощи
кусочно-аффинных функций специального вида. Это позволяет получить внутренние оценки
искомого множества разрешимости, верхние оценки минимального значения интегрального
функционала в различных позициях, а также соответствующий кусочно-аффинный синтез
управлений.

Ранее в работе [4] была предпринята попытка использования кусочно-аффинных функ-
ций управления для решения задачи о переводе автономной системы из заданного начального
множества в целевое на бесконечном интервале времени. Однако предложенный алгоритм не
позволял проводить оптимизацию вдоль траекторий системы. В данной статье предлагается
альтернативный подход, ориентированный именно на решение задачи оптимального управле-
ния.

Предложенный в данной работе метод предполагает построение кусочно-аффинной ап-
проксимации исходной нелинейной системы дифференциальных уравнений на заданном раз-
биении области фазового пространства на симплексы. Такой подход иногда называют “гибри-
дизацией” [9]. Далее на основе принципа сравнения для уравнения ГЯБ построена кусочно-
аффинная функция цены для полученной системы с переключениями [10;11]. Основной слож-
ностью здесь является выбор адекватной схемы пересчета значений функции цены в верши-
нах симплексов одновременно с построением соответствующего управления в форме обратной
связи, которое должно быть допустимым, т. е. порождающим траектории исходной системы
продолжаемые на некотором отрезке времени (по крайней мере до момента достижения траек-
торией целевого множества). Указанные проблемы в работе решены двумя разными методами.
Сначала приведено описание алгоритма построения непрерывной кусочно-аффинной функции
цены и соответствующего ей непрерывного кусочно-аффинного управления. Далее получен-
ные результаты обобщены на случай, когда функции цены и управления могут иметь конечные
разрывы на границах соседних симплексов.

Работа алгоритмов, основанных на предложенных схемах приближенного построения функ-
ции цены и синтеза управлений, продемонстрирована на примере задачи управления колесным
роботом на плоскости.

1. Постановка задачи

1.1. Математическая модель

В пространстве R
nx, nx ∈ N, рассмотрим некоторое компактное множество Ω, а также

совокупность систем обыкновенных дифференциальных уравнений

ẋ = f(x) + g(x)u, x = x(t) ∈ Ω, t ∈ [t0,+∞). (1.1)

Здесь f(x) ∈ R
nx является дважды непрерывно дифференцируемой по переменной x ∈ Ω,

g(x) ∈ R
nx×nu — непрерывно дифференцируема по x ∈ Ω, u = u(x) ∈ R

nu — позиционное
управление, на возможные значения которого наложены “жесткие” поточечные ограничения:
u(x) ∈ P. Множество P ⊂ R

nu является выпуклым компактом.
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Обозначим через Uf класс допустимых позиционных управлений [2], содержащий много-
значные отображения u = u(x) ⊆ P, при подстановке любого из которых в уравнения (1.1)
должно быть получено дифференциальное включение, имеющее решения при любом началь-
ном векторе фазовых переменных x0 ∈ Ω. Решение x(t) может быть определено и за пределами
множества Ω, но далее будем рассматривать только такие траектории, для которых x(t) ∈ Ω
∀t ≥ t0.

Под решением системы (1.1), замкнутой управлением в форме обратной связи u(x) ∈ Uf ,
понимается абсолютно непрерывная функция x(t), удовлетворяющая заданному начальному
условию x(t0) = x0 и для почти всех t ∈ (t0,+∞) — соответствующему дифференциально-
му включению, полученному из (1.1). Например, указанное условие будет выполнено, если
потребовать [12], чтобы многозначные отображения u(x) принимали выпуклые, компактные
значения и были полунепрерывны сверху по x ∈ Ω.

1.2. Задача оптимального управления на бесконечном отрезке времени

Зафиксируем некоторое компактное множество X1 ⊂ Ω, содержащее целевые состояния
системы. Также рассмотрим функционал

J(u(·)) =

τ∗∫

t0

(
f̃(x(τ, t0, x0)|u) + (g̃(x(τ, t0, x0)|u))

T u(x(τ, t0, x0)|u)
)
dτ + ϕ(x(τ∗, t0, x0)|u), (1.2)

определенный на некоторой траектории x(t, t0, x0)|u при некотором однозначном допустимом
позиционном управлении u(·). Здесь τ∗ ≥ t0 — момент первого попадания траектории системы
в целевое множество X1, функция f̃(x) ∈ R является дважды, а функция g̃(x) ∈ R

nu — едино-
жды непрерывно дифференцируемой по x ∈ Ω. Кроме того, будем далее считать выполненным
следующее

Предположение 1. Функции f̃(x), g̃(x), ϕ(x) таковы, что

f̃(x) + (g̃(x))Tu > 0 ∀x ∈ Ω, ∀u ∈ P; ϕ(x) ≥ 0 ∀x ∈ X1.

З а д а ч а. Построить закон управления u∗ = u∗(·) ∈ Uf , а также множество X0 ⊂ Ω такое,
что при любых x0 ∈ X0 у системы (1.1) существует траектория x(t, t0, x0)|u∗ , для которой

x(τ, t0, x0)u∗ ∈ Ω ∀τ ≥ t0, (1.3)

x(τ∗, t0, x0)u∗ ∈ X1 при некотором τ∗ ≥ t0. (1.4)

Кроме того, управление u∗ должно минимизировать функционал (1.2) на множестве всех
u ∈ Uf , удовлетворяющих (1.3), (1.4).

Заметим, что искомое множество X0 должно содержать в качестве подмножества X1, при-
чем имеет смысл рассматривать максимальные по включению множества X0, удовлетворяю-
щие указанным выше требованиям.

Поставленная задача может быть решена методом динамического программирования. Для
этого рассмотрим функцию цены

V (x) = inf
u(·)∈Uf

max
x(·)

{ τ∗∫

t0

(
f̃(x(τ)) + (g̃(x(τ)))T u(x(τ))

)
dτ + ϕ(x(τ∗)) : x(t0) = x

}
,

где x(·) — всевозможные траектории, выпущенные из начальной позиции {t0, x} при фикси-
рованном управлении u(·). В точках дифференцируемости функция V (x) удовлетворяет урав-
нению Гамильтона— Якоби— Беллмана (ГЯБ) [5]

min
u∈P

{
V ′(x; f(x) + g(x)u) + f̃(x) + (g̃(x))T u

}
= 0 (1.5)
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с краевым условием

V (x) = ϕ(x) ∀x ∈ X1.

Здесь V ′(x; l) — производная функции V (x) в точке x по направлению l ∈ R
nx .

В общем случае функция V (x) может не быть дифференцируемой, а решение уравне-
ния (1.5) следует понимать в обобщенном смысле [5–7].

В данной работе уравнение (1.5) не предполагается решать точно. Вместо этого основная
цель — поиск приближенного его решения на основе принципа сравнения и за счет использо-
вания специального класса кусочно-аффинных функций цены. Для искомой оценки функции
цены будем далее применять обозначение W (x).

2. Линеаризация систем дифференциальных уравнений на симплексах

Построим некоторое разбиение области Ω на симплексы [13] Ω(i), i = 1, . . . ,M , пересекаю-
щиеся друг с другом только по граничным точкам. Пусть, кроме того, Ω ⊇ ∪M

i=1Ω
(i). Каждая

грань симплекса Ω(i), являющаяся выпуклой оболочкой nx его вершин, есть либо часть гра-
ницы самого множества Ω, либо грань соседнего симплекса Ω(j), j 6= i. Занумеруем все вер-
шины симплексов g1, . . . , gS , где S — количество уникальных вершин. Здесь и далее верхний
индекс (i) обозначает соответствие рассматриваемого понятия (множество, функция, вектор,
матрица) области Ω(i).

Зафиксируем некоторый симплекс Ω(i), и пусть g
(i)
1 , . . . , g

(i)
nx+1 — его вершины (наличие

верхнего индекса (i) говорит о том, что для вершин используется локальная нумерация ниж-
ними индексами, а не глобальная (от 1 до S), по вершинам всех симплексов). Составим из

векторов-столбцов g
(i)
1 , . . . , g

(i)
nx+1 матрицу G(i). Для каждой точки x ∈ Ω(i) найдется един-

ственный вектор α(i)(x) = (α
(i)
1 , . . . , α

(i)
nx+1)

T барицентрических координат такой, что

nx+1∑

k=1

α
(i)
k = 1, α

(i)
k > 0 ∀k, G(i)α(i)(x) = x.

Дополним вектор x до x̃ =

(
x
1

)
, и пусть G̃(i) =

(
g
(i)
1 . . . g

(i)
nx+1

1 . . . 1

)
∈ R

(nx+1)×(nx+1).

Тогда указанные выше соотношения можно переписать в краткой форме: G̃(i)α(i)(x) = x̃.
Из определения симплекса следует, что det (G̃(i)) 6= 0 и α(i)(x) = (G̃(i))−1x̃ имеет все неотри-
цательные компоненты тогда и только тогда, когда x ∈ Ω(i). Пусть (G̃(i))−1 =

(
H(i) h(i)

)
.

В этом случае α(i)(x) = H(i)x+ h(i).

В дальнейшем для переходов между глобальной нумерацией вершин симплексов и локаль-
ной (в рамках определенного симплекса) будем использовать следующее обозначение: пусть

σ(i, k) — это такой номер от 1 до nx + 1, что g
(i)
σ(i,k)

= gk, i = 1, . . . ,M , k = 1, . . . , S.

При x ∈ Ω(i) для функции f(x) + g(x)u из (1.1) справедливо следующее представление:

f(x) + g(x)u = F (i)α(i)(x) +B(i)u+R(i)(x) = A(i)x+B(i)u+ f (i) +R(i)(x),

где

F (i) = (f(g
(i)
1 ), . . . , f(g

(i)
nx+1)) ∈ R

nx×(nx+1), A(i) = F (i)H(i) ∈ R
nx×nx ,

B(i) =
1

nx + 1

nx+1∑

k=1

g(g
(i)
k ), f (i) = F (i)h(i) ∈ R

nx ,

R(i)(x) — погрешность локальной линеаризации.
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Разложим функцию fs(x), s = 1, . . . , nx (т. е. s-ю компоненту вектор-функции) по формуле
Тейлора до членов 2-го порядка включительно с центром в точке x ∈ Ω(i), взяв итоговое

значение в вершине g
(i)
k указанного симплекса

fs(g
(i)
k ) = fs(x) +

(∂fs
∂x

(x)
)T

(g
(i)
k − x) + (g

(i)
k − x)T

∂2fs

∂x2
(ξk)(g

(i)
k − x), ξk = ξk(s, x, g

(i)
k ) ∈ Ω(i).

Сложим полученные соотношения при различных k = 1, . . . , nx + 1, домножив их на соответ-
ствующие величины αk(x)

2:

(
F (i)α(i)(x)

)
s
=

nx+1∑

k=1

αk(x)fs(g
(i)
k ) = fs(x) +

nx+1∑

k=1

αk(x)(g
(i)
k − x)T

∂2fs

∂x2
(ξk)(g

(i)
k − x).

Легко видеть, что

∣∣∣
nx+1∑

k=1

αk(x)(g
(i)
k − x)T

∂2fs

∂x2
(ξk)(g

(i)
k − x)

∣∣∣ ≤ M (i)
s = max

ξ∈Ω(i)
ρmax

(∂2fs

∂x2
(ξ)
)
· d(i) ∀x ∈ Ω(i),

где ρmax(R) — максимальное значение абсолютной величины собственного значения симмет-
ричной матрицы R,

d(i) = max

{ nx+1∑

k=1

αk

∥∥∥
nx+1∑

r=1

αr(g
(i)
r − g

(i)
k )
∥∥∥
2
: αk ∈ [0, 1] ∀k,

nx+1∑

k=1

αk = 1

}
.

Разложим теперь функцию gsp(x) (элемент матрицы g(x), стоящий в s-й строке и p-м
столбце) по формуле Тейлора до членов 1-го порядка включительно

gsp(g
(i)
k ) = gsp(x) +

(∂gsp
∂x

(ζk)
)T

(g
(i)
k − x), ζk = ζk(s, p, x, g

(i)
k ) ∈ Ω(i).

Тогда

B(i)
sp = gsp(x) +

1

nx + 1

nx+1∑

k=1

(∂gsp
∂x

(ζk)
)T

(g
(i)
k − x),

∣∣∣ 1

nx + 1

nx+1∑

k=1

(∂gsp
∂x

(ζk)
)T

(g
(i)
k − x)

∣∣∣ ≤ N (i)
sp = max

x∈Ω(i)

∥∥∥∂gsp
∂x

(x)
∥∥∥ r(i),

r(i) =
1

nx + 1
max

{ nx+1∑

k=1

‖g
(i)
k − g

(i)
j ‖ : j = 1, . . . , nx + 1

}
.

Пусть, кроме того,

N (i)
s = max

{ nu∑

p=1

|up|N
(i)
sp : u ∈ P

}
.

Таким образом, получена оценка для s-й компоненты погрешности линеаризации

|R(i)
s (x)| 6 R(i)

s = M (i)
s +N (i)

s при x ∈ Ω(i),

R(i)(x) ∈ Q(i) = [−R
(i)
1 ,R

(i)
1 ]× . . .× [−R(i)

nx
,R(i)

nx
]. (2.1)

2Здесь использовано соотношение
∑nx+1

k=1 αk(x)
(
∂fs
∂x

(x)
)T

(g
(i)
k − x) =

(
∂fs
∂x

(x)
)T

(
∑nx+1

k=1 αk(x)g
(i)
k −

x) =
(
∂fs
∂x

(x)
)T

(x− x) = 0.
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Теперь положим

R(i) =
( nx∑

s=1

(
R(i)

s

)2)1/2
> ‖R(i)(x)‖, R(i),∗ = max

s=1,...,nx

|R(i)
s |.

Аналогично линеаризуем функцию, стоящую под интегралом в (1.2):

f̃(x) + (g̃(x))T u = Ã(i)x+ B̃(i)u+ f̃ (i) + R̃(i)(x).

Здесь

Ã(i) = (f̃(g
(i)
1 ), . . . , f̃(g

(i)
nx+1))H

(i) ∈ R
1×nx , B̃(i) =

1

nx + 1

nx+1∑

k=1

(
g̃(g

(i)
k )
)T

∈ R
1×nu ,

f̃ (i) = (f̃ (g
(i)
1 ), . . . , f̃(g

(i)
nx+1))h

(i) ∈ R, |R̃(i)(x)| 6 R̃(i) = M̃ (i) + Ñ (i) при x ∈ Ω(i),

M̃ (i) = max
ξ∈Ω(i)

ρmax

( ∂2f̃

∂x2
(ξ)
)
d(i), Ñ (i)

p = max
x∈Ω(i)

∥∥∥∂g̃p(x)
∂x

∥∥∥ r(i), Ñ (i) = max
u∈P

{ nu∑

p=1

|up|Ñ
(i)
p

}
.

В дальнейшем также будет использовано линейное приближение функции ϕ(x), x ∈ X1.
Пусть X1 ⊇ Ω(j1) ∪ . . . ∪ Ω(jm) для некоторых j1, . . . , jm ∈ {1, . . . ,M}, I1 = {j1, . . . , jm}. Тогда

ϕ(x) =

nx+1∑

k=1

αk(x)ϕ(g
(i)
k )−

nx+1∑

k=1

αk(x)(g
(i)
k − x)T

∂2ϕ

∂x2
(ηk)(g

(i)
k − x) ∀x ∈ Ω(i), i ∈ I1, (2.2)

где ∀x ∈ Ω(i)

∣∣∣(g(i)k − x)T
∂2ϕ

∂x2
(ηk)(g

(i)
k − x)

∣∣∣ ≤ K
(i)
k = max

ξ∈Ω(i)
ρmax

(∂2ϕ

∂x2
(η)
)
· max
j=1,...,nx+1

‖g
(i)
k − g

(i)
j ‖2. (2.3)

3. Непрерывная кусочно-аффинная функция цены

На множестве симплексов Ω(i), i = 1, . . . ,M , рассмотрим кусочно-аффинную функцию
цены следующего вида:

W (x) =
nx+1∑

k=1

α
(i)
k (x)w

(i)
k , если x ∈ Ω(i). (3.1)

Здесь w
(i)
k = W (g

(i)
k ) — значение функции в соответствующей вершине g

(i)
k рассматриваемого

симплекса. Предположим, что для нескольких разных симплексов Ω(i1),. . . ,Ω(ir), имеющих об-

щую вершину gk, соответствующие значения функции W (x) в этой вершине w
(i1)
σ(i1,k)

,. . . ,w
(ir)
σ(ir ,k)

совпадают между собой; обозначим их через wk. При таком условии функция W (x) непрерыв-
на. Она однозначно задается совокупностью величин w1, . . . , wS . Пусть

w(i) = (w
(i)
1 , . . . , w

(i)
nx+1)

T ∈ R
nx+1.

Тогда выражение (3.1) можно переписать таким образом:

W (x) = (w(i))T (H(i)x+ h(i)), если x ∈ Ω(i). (3.2)

Функция W (x) дифференцируема по любому направлению. Однако производные по направ-
лениям могут иметь разрывы при переходе точки x через границы соседних симплексов.
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Зафиксируем некоторый симплекс Ω(i). Рассмотрим выражение в фигурных скобках в (1.5)
при условии, что x ∈ int Ω(i) и вместо функции цены V (x) использована ее оценка W (x),
заданная согласно (3.1), (3.2):

W ′(x; f(x) + g(x)u) + f̃(x) + (g̃(x))T u

= (w(i))TH(i)
(
A(i)x+B(i)u+ f (i) +R(i)(x)

)
+ Ã(i)x+ B̃(i)u+ f̃ (i) + R̃(i)(x). (3.3)

Рассмотрим многозначное кусочно-аффинное управление следующего вида:

U(x) =
{
Y (i)(H(i)x+ h(i)) : y

(i)
k ∈ Y

(i)
k , k = 1, . . . , nx + 1

}
при x ∈ Ω(i), (3.4)

где Y (i) ∈ R
nu×(nx+1) — матрица, составленная из столбцов y

(i)
1 , . . . , y

(i)
nx+1 — значений управ-

ления в вершинах симплекса Ω(i), множества Y
(i)
k ⊆ P являются выпуклыми компактами. В

силу выпуклости множества P справедливо включение U(x) ⊆ P ∀x ∈ Ω. Предположим, что

для любых симплексов Ω(i1),. . . ,Ω(ir), имеющих общую вершину gk, Y
(i1)
σ(i1,k)

= . . . = Y
(ir)
σ(ir ,k)

.

Тогда непрерывное по x управление U(x) однозначно определяется совокупностью множеств
Y1, . . . ,YS , сопоставленных вершинам симплексов.

Рассмотрим некоторые свойства функции цены вида (3.1) для системы, замкнутой управ-
лением вида (3.4). В дальнейшем через ρ(l|X ) будем обозначать величину опорной функции
ко множеству X в направлении, задаваемом вектором l.

Лемма. Пусть множества Y1, . . . ,YS ∈ P и значения непрерывной кусочно-аффинной

функции цены w1, . . . , wS в вершинах симплексов заданы таким образом, что для некоторого

i ∈ {1, . . . ,M} выполнено неравенство

max
k=1,...,nx+1

{
(w(i))TH(i)f(g

(i)
k ) + ρ

(
(H(i)B(i))Tw(i) + (B̃(i))T

∣∣Y(i)
k

)
+ f̃(g

(i)
k ) : g

(i)
k — вершина Ω(i)

}

+ nx||H
(i)||∞R(i),∗

nx+1∑

k=1

w
(i)
k + R̃(i) ≤ 0 (3.5)

и w
(i)
k ≥ 0 ∀k = 1, . . . , nx + 1. Тогда для управления U = U(x) вида (3.4) справедливо неравен-

ство

max
u∈U(x)

{
W ′(x; f(x) + g(x)u) + f̃(x) + (g̃(x))T u

}
≤ 0. (3.6)

Более того, функция W (x) строго убывает вдоль соответствующей траектории систе-

мы (1.1) — по меньшей мере пока x(t) ∈ Ω(i).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что3

|(w(i))TH(i)R(i)(x)| 6 ‖w(i)‖1 · ‖H
(i)R(i)(x)‖∞ 6 ‖w(i)‖1 · nx‖H

(i)‖∞R(i),∗

=
( nx+1∑

k=1

w
(i)
k

)
nx‖H

(i)‖∞R(i),∗,

где w
(i)
k — неотрицательные компоненты вектора w(i), ‖H(i)‖∞ = max

s1,s2
|H

(i)
s1s2 |. Следовательно,

согласно (3.3) для (3.6) достаточно выполнения условия

(w(i))TH(i)
(
A(i)x+B(i)Y (i)(H(i)x+ h(i)) + f (i)

)
+ Ã(i)x+ B̃(i)Y (i)(H(i)x+ h(i))

+ f̃ (i) + nx‖H
(i)‖∞R(i),∗

∑nx+1
k=1 w

(i)
k + R̃(i) ≤ 0 ∀x ∈ Ω(i), ∀Y (i) : y(i) ∈ Y(i). (3.7)

3Здесь ‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi|, ‖x‖∞ = max
i=1,...,n

|xi| для произвольного x ∈ R
n.
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В (3.7) функция в левой части аффинная по x, а потому при фиксированном Y (i) (3.7) экви-
валентно

max
k=1,...,nx+1

{
(w(i))TH(i)f(g

(i)
k ) +

〈
(H(i)B(i))Tw(i), y

(i)
k

〉
+ f̃(g

(i)
k ) +

〈
(B̃(i))T , y

(i)
k

〉
:

g
(i)
k — вершина Ω(i)

}
+ nx‖H

(i)‖∞R(i),∗
nx+1∑

k=1

w
(i)
k + R̃(i) ≤ 0 ∀y

(i)
k ∈ Y

(i)
k . (3.8)

Взяв максимум выражения из левой части (3.8) по y
(i)
k , получим (3.5). Отсюда (3.6) является

следствием (3.5).

Убывание (в строгом смысле) функции цены вдоль траектории системы теперь вытекает
из предположения 1: ∀u ∈ U(x)

W ′(x; f(x)+g(x)u) ≤ −(f̃(x)+(g̃(x))T u) ≤ max
{
−(f̃ (x)+(g̃(x))T u) : x ∈ Ω(i), u ∈ P

}
< 0. (3.9)

4. Достаточные условия решения задачи управления

Теорема 1. Пусть I0 ⊆ {1, . . . ,M}, причем I1 ⊂ I0. Зафиксируем выпуклые компактные

множества Y1, . . . ,YS ⊆ P и неотрицательные величины w1, . . . , wS ∈ R такие, что:

1) для каждого i ∈ I0 \ I1 выполняется неравенство (3.5);

2) wk ≥ ϕ(gk) +K
(i)
k > 0 ∀k, ∀i ∈ I1: gk — вершина Ω(i).

Пусть

Wmax = min
{
wk : gk — вершина Ω(i) при некотором i ∈ I0;

либо ∃i∗ /∈ I0 : gk — вершина Ω(i∗), либо gk ∈ ∂Ω
}
, (4.1)

X0 =
⋃{

Ω(i)
∣∣ i ∈ I0; wk 6 Wmax ∀k : gk — вершина Ω(i)

}
6= ∅. (4.2)

Тогда для любого x0 ∈ X0 задача перевода траектории x(t, t0, x0) в целевое множество X1

за конечное время является разрешимой, причем соответствующее позиционное управление

может быть найдено в виде (3.4). Более того, W (x0) — верхняя оценка функции цены V (x0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольную начальную позицию x(t0) = x0 ∈ X0.
Управление (3.4) является непрерывным по x многозначным отображением с выпуклыми, ком-
пактными значениями, а потому оно допустимо. У замкнутой им системы (1.1) существует
траектория x(t) = x(t, t0, x0), t ≥ t0, продолжаемая по крайней до момента выхода из мно-
жества X0. Пусть u(x(t)) — соответствующая однозначная ветвь многозначного отображения
U(x(t)) : u(x(t)) = Y (i)(H(i)x(t) + h(i)).

Из условия 1) теоремы 1 и леммы следует, что вдоль построенной траектории системы
непрерывная кусочно-аффинная функция W (x), определенная формулой (3.1), убывает по
крайней мере пока x(t) ∈ Ω(i(t)) для некоторых i(t) ∈ I0\I1. Но согласно (4.1), (4.2) справедливо
W (x(t)) 6 Wmax, а значит x(t) ∈ X0 ∀t > t0.

Поскольку W (x0) > 0, а в каждом из симплексов Ω(i), i ∈ I0 \ I1, полная производная
функции W (x) строго отделена от нуля некоторой константой (см. (3.9)), то за конечное время
значение W (x(t)) должно достигнуть нулевого значения. То есть найдется такое t∗ ≥ t0, что
x(t∗) ∈ Ω(i∗) ⊆ X1 для некоторого i∗ ∈ I1.

Отрезок [t0, t
∗] можно представить в виде [t0 = τ1, τ2] ∪ [τ2, τ3] ∪ . . . ∪ [τk−1, τk = t∗], где

на каждом из отрезков [τj , τj+1] траектория x(t) находится в одном (для данного отрезка)
симплексе Ω(i1) либо движется по общей границе фиксированной совокупности соседних сим-
плексов Ω(i1) ∩ . . . ∩ Ω(im) (здесь i1, . . . , im зависят от j). На каждом из интервалов (τj, τj+1)
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производная непрерывной функции W (x) вдоль построенной траектории системы является
непрерывной функцией. Проинтегрировав ее, получим неравенство

W (x(τj+1))−W (x(τj)) ≤ −

τj+1∫

τj

(
f̃(x(τ)) + (g̃(x(τ)))T u(x(τ))

)
dτ, j = 1, . . . , k − 1.

Из условия 2) теоремы, а также из (2.2), (2.3) следует, что W (x(t∗)) ≥ ϕ(x(t∗)). Объединяя
полученные неравенства, получим

ϕ(x(t∗)) ≤ W (t∗) ≤ W (x0)−

t∗∫

t0

(
f̃(x(τ)) + (g̃(x(τ)))Tu(x(τ))

)
dτ,

откуда имеем, что W (x0) ≥ J(u(·)) ≥ V (x0). �

5. Алгоритм построения кусочно-аффинной функции цены

Целью описываемого в данном разделе алгоритма является определение значений вели-
чин w1, . . . , wS ∈ R, множеств Y1, . . . ,YS ⊆ P, а также множества индексов I0, для которых
выполнялась бы теорема 1. При этом достаточно определить wk, Yk только для тех индексов
k = 1, . . . , S, каждому из которых соответствует gk — вершина хотя бы одного из симплексов
Ω(j), j ∈ I0.

Ниже на каждой итерации работы основного алгоритма будет использовано некоторое
(произвольное) правило выбора индекса k∗ из заданного конечного набора {k1, . . . , kr}, r ≥ 1.
Каждый конкретный алгоритм такого выбора (будем обозначать его через k∗ = F({k1, . . . , kr}))
позволит в качестве результата получить, вообще говоря, свою функцию цены W (x). В данной
работе не будем конкретизировать такого рода алгоритм, предполагая, что он задан и фикси-
рован (например, используется случайный выбор с одинаковыми вероятностями элементарных
исходов).

Каждой вершине gk сопоставим вспомогательную величину σk ∈ {−1, 0, 1}. Здесь σk = 0
соответствует тому факту, что вершина gk еще не была обработана алгоритмом, а σk = 1 —
тому факту, что gk была обработана, причем для нее уже определены значения функции
цены wk и множества управляющих параметров Yk с необходимыми свойствами; σk = −1
соответствует обработанной вершине, для которой подходящие wk, Yk построить не удалось.

А л г о р и т м 1: Построение непрерывных функций цены и управления.

1) Для каждой вершины gk, k = 1, . . . , S, являющейся вершиной Ω(j), j ∈ I1, положим

wk = ϕ(gk) + max{K
(i)
σ(i,k) : i ∈ I1, gk ∈ Ω(i)}, Yk = P, σk = 1. Для всех остальных вершин gk

пусть σk = 0.
2) Определим величину Wmax:

Wmax = min
{
ws : σs = 1; либо ∃i∗ : gs — вершина Ω(i∗) и ∃s∗ :

gs∗ — вершина Ω(i∗), σs∗ 6= 1, либо gs ∈ ∂Ω
}
.

3) Определим множество индексов

K =
{
k∗ ∈ {1, . . . , S} : σk∗ = 0, ∃j = 1, . . . ,M : gk∗ — вершина Ω(j),

причем ∀k 6= k∗ : gk — вершина Ω(j) ⇒ σk = 1
}
.

4) Если K = ∅, то переходим к п. 11).
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5) Если K 6= ∅, то пусть k∗ = F(K). Вершине gk∗ соответствуют некоторые содержащие ее
симплексы Ω(i1), . . . ,Ω(im), m > 1, все остальные вершины gk 6= gk∗ которых уже были ранее
обработаны (т. е. для каждой из них σk = 1).

6) Определим величину функции цены wk∗ . Для каждого симплекса Ω(is), s = 1, . . . ,m,
рассмотрим неравенство (3.5) при i = is относительно неизвестных wk∗ и yk∗ ∈ Yk∗ ⊆ P.
У вектора w(is) известны все компоненты, кроме wk∗ . Неравенство (3.5) может быть переписано
в виде эквивалентной системы неравенств следующего вида:




wk∗(a
T
s yk∗ + bσ(is,k∗),s) < cTs yk∗ + dσ(is ,k∗),s,

wk∗(a
T
s y

(is)
k + bk,s) < cTs y

(is)
k + dk,s, k = 1, . . . , nx + 1, k 6= σ(is, k

∗) ∀y
(is)
k ∈ Y

(is)
k ,

где коэффициенты as ∈ R
nu , bk,s ∈ R, cs ∈ R

nu , dk,s ∈ R могут быть найдены из (3.5):

as — столбец матрицы (H(is)B(is))T с номером σ(is, k
∗), (5.3)

bk,s = (H(is)f(g
(is)
k ))σ(is ,k∗) + nx‖H

(is)‖∞R(is),∗, (5.4)

cs = −

( ∑

p 6=σ(is,k∗)

w(is)
p ·

{
столбец (H(is)B(is))T с номером p

}
+ (B̃(i))T

)
, (5.5)

dk,s = −

( ∑

p 6=σ(is,k∗)

w(is)
p

(
(H(is)f(g

(is)
k ))p + nx‖H

(is)‖∞R(is),∗
)
+ f̃(g

(is)
k ) + R̃(is)

)
. (5.6)

Пусть4

P̃ =
{
u ∈ P : aTs u+ bσ(is ,k∗),s 6 −ε ∀s = 1, . . . ,m

}
.

Кроме того, для каждого r = 1, . . . , S, для которого gr — вершина хотя бы одного из симплексов
Ω(i1), . . . ,Ω(im) и r 6= k∗, пусть

Ỹr =
{
u ∈ Yr : a

T
s u+ bσ(is ,r),s 6 −ε ∀s = 1, . . . ,m : gr ∈ Ω(is)

}
.

7) Если для хотя бы одного r Ỹr = ∅ либо P̃ = ∅, то положим σk∗ = −1. Алгоритм
переходит к п. 3).

8) Если условия предыдущего пункта не выполнены, то положим σk∗ = 1,

wk∗ = min
u∈P̃

min
yr∈Ỹr

max
s=1,...,m

max

{
cTs u+ dσ(is ,k∗),s

aTs u+ bσ(is,k∗),s
,

max
{cTs y

(is)
k + dk,s

aTs y
(is)
k + bk,s

: k = 1, . . . , nx + 1, k 6= σ(is, k
∗)
}}

. (5.7)

Пусть также P∗, Y∗
r — множества минимизаторов в (5.7). Положим Yk∗ = P∗, а также скоррек-

тируем управление в ранее обработанных вершинах: Yr = Y∗
r , ∀r = 1, . . . , S, где gr — вершина

хотя бы одного из симплексов Ω(i1), . . . ,Ω(im), r 6= k∗.
9) Подсчитаем вспомогательную величину

W+
max = min

{
ws : σs = 1; либо ∃i∗ : gs — вершина Ω(i∗) и ∃s∗ :

gs∗ — вершина Ω(i∗), σs∗ 6= 1, либо gs ∈ ∂Ω
}
.

Если W+
max < Wmax, то дополнительно положим wk∗ = Wmax. В противном случае величина

wk∗ не изменяется, но положим Wmax = W+
max.

4Здесь ε > 0 — некоторое фиксированное малое число.
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10) Алгоритм переходит к п. 3) (обработке следующей вершины).
11) Алгоритм завершает работу. Итогом является набор величин wk, множеств Yk для тех

вершин, для которых σk = 1, а также величина Wmax, соответствующая (4.1). Множество X0

теперь определим согласно (4.2), учитывая только те симплексы Ω(i), для которых каждой
вершине gk сопоставлена величина σk = 1.

Заметим, что для построенных X0, W (x), Yk выполняются все условия теоремы 1. �

Приведенный выше метод пересчета величин Wmax и wk в п. 9) необходим для того, чтобы у
полученной кусочно-аффинной функции цены не появлялись локальные минимумы, отличные
от точек множества X1, которые будут затем отброшены при использовании конструкций из
(4.1), (4.2). Таким образом, удается увеличить множество X0 и избавиться от заведомо лишних
расчетов.

6. Разрывная кусочно-аффинная функция цены

Результаты предыдущих разделов можно обобщить на случай функций цены и управле-
ний, которые могут иметь разрывы на границах симплексов Ω(i). Это позволит получить более
гибкий механизм построения функций цены и управления, а также расширить область разре-
шимости задачи X0 с использованием таких функций.

Предположим, что в каждом симплексе Ω(i) величины w
(i)
σ(i,k) и множества Y

(i)
σ(i,k), соот-

ветствующие фиксированной вершине gk, могут различаться при разных i. Пусть i1, . . . , im —
номера всех симплексов, содержащих вершину gk. Разрывная кусочно-аффинная функция це-
ны по-прежнему может быть определена из (3.1).

Для двух соседних симплексов Ω(i∗) и Ω(i∗∗), имеющих общую грань Hi∗,i∗∗, которая яв-
ляется (nx − 1)-мерным симплексом, будем говорить, что Ω(i∗) недостижим из Ω(i∗∗), если
выполняется условие5

min
s

{
(ni∗,i∗∗)

T (A(i∗∗)gs + f (i∗∗))− ρ(−(B(i∗∗))Tni∗,i∗∗|P) − ρ(−ni∗,i∗∗ |Q
(i∗∗)) :

gs — вершина Hi∗,i∗∗

}
> 0, (6.1)

где ni∗,i∗∗ — единичная нормаль к Hi∗,i∗∗ , указывающая в сторону Ω(i∗∗). Если условие (6.1) не
выполняется, то будем считать, что Ω(i∗) достижим из Ω(i∗∗).

Для каждой вершины gk, для каждой пары симплексов Ω(i∗) и Ω(i∗∗), содержащих эту вер-
шину, i1 ≤ i∗ < i∗∗ ≤ im, будем говорить, что симплекс Ω(i∗) достижим из Ω(i∗∗), если найдутся
такие различные значения ij1 , . . . , ijs , 2 ≤ s ≤ m, что ij1 = i∗, ijs = i∗∗, Ω(ijl ) достижим из

Ω(ijl+1
) для любого l = 1, . . . , s − 1. В противном случае будем считать, что Ω(i∗) недостижим

из Ω(i∗∗). Для любого i ∈ {i1, . . . , im} пусть

I(i, k) =
{
j ∈ {i1, . . . , im} : j 6= i, gk ∈ Ω(i1) ∩ . . . ∩ Ω(im), Ω(j) достижим из Ω(i)

}
∪ {i}.

Приведенное выше определение недостижимости является достаточным, но не необходимым
условием того, что траектория не может попасть из одного симплекса в другой, соседний. Заме-
тим, что введенное свойство достижимости одного симплекса из другого при фиксированном
номере вершины k обладает свойствами транзитивности и рефлексивности.

Используя введенные обозначения, теперь можно обобщить результат теоремы 1 на случай
разрывных функций цены и управлений:

Теорема 2. Пусть I0 ⊆ {1, . . . ,M}, I1 ⊂ I0. Рассмотрим совокупность компактных

множеств Y
(i)
σ(i,k) ⊆ P ⊂ R

nu и неотрицательных величин w
(i)
σ(i,k), k = 1, . . . , S, i = 1, . . . ,M .

Пусть выполнены следующие условия:

5Множества Q(i), i = 1, . . . ,M , определены в (2.1).
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1) для каждого i ∈ I0 \ I1 выполняется неравенство (3.5);

2) w
(i)
σ(i,k) ≥ ϕ(gk) +K

(i)
σ(i,k) > 0 ∀k, ∀i ∈ I1 : gk — вершина Ω(i);

3) для любого k, любых i∗, i∗∗ таких, что gk ∈ Ω(i∗) ∩ Ω(i∗∗), i∗ ∈ I(i∗∗, k), i∗∗ ∈ I(i∗, k),

Y
(i∗)
σ(i∗,k) = Y

(i∗∗)
σ(i∗∗,k);

4) для любых i∗, i∗∗ ∈ {1, . . . ,M}, gk ∈ Ω(i∗)∩Ω(i∗∗) если i∗∗ ∈ I(i∗, k), то w
(i∗)
σ(i∗ ,k) ≥ w

(i∗∗)
σ(i∗∗,k).

Пусть

Wmax = min
i,k

{
w

(i)
σ(i,k) : gk — вершина Ω(i) при некотором i ∈ I0;

либо ∃i∗ /∈ I0 : gk — вершина Ω(i∗), либо gk ∈ ∂Ω
}
, (6.2)

X0 =
⋃{

Ω(i)
∣∣ i ∈ I0; w

(i)
σ(i,k) 6 Wmax ∀k : gk — вершина Ω(i)

}
6= ∅. (6.3)

Тогда ∀x0 ∈ X0 задача перевода траектории x(t, t0, x0) в целевое множество X1 за конеч-

ное время разрешима, причем соответствующее позиционное разрывное кусочно-аффинное

управление может быть найдено в виде (3.4). W (x0) — верхняя оценка функции цены V (x0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Схема доказательства аналогична случаю с непрерывной функ-
цией цены. Обозначим лишь существенные отличия, в которых проявляются возможные раз-
рывы функции цены и управления на границах соседних симплексов. А именно условие 3)
теоремы гарантирует, что построенное кусочно-аффинное управление не будет иметь разрывы
на (nx− 1)-мерных гранях соседних симплексов в том случае, если траектории системы могут
пересекать эту грань в обоих направлениях либо двигаться вдоль нее. Это позволяет избежать
проблем с продолжаемостью траекторий замкнутой системы и гарантирует допустимость по-
строенного управления. На любой траектории на конечном отрезке времени происходит лишь
конечное число разрывов функций цены и управления.

Условие 4) гарантирует невозрастание функции цены при прохождении траектории через
границу соседних симплексов. Это в совокупности с рассуждениями из доказательства теоре-
мы 1 гарантирует невозрастание W (x) вдоль любой рассматриваемой траектории вплоть до
попадания ее в X1. �

Рассмотрим теперь алгоритм построения функций цены и управления, являющийся обоб-
щением приведенного выше алгоритма для случая непрерывной функции цены. В данном
случае будут использованы аналогичные вспомогательные величины σk, k = 1, . . . , S, а также
отображение F для выбора очередной обрабатываемой вершины на каждом текущем шаге.

А л г о р и т м 2: Построение разрывных функций цены и управления.

1) Для любых gk, k = 1, . . . , S, i ∈ I1 таких, что gk ∈ Ω(i), положим

w
(i)
σ(i,k) = ϕ(gk) + max

j,s

{
K(j)

s : j ∈ I1 ∩ I(i, k), 1 ≤ s ≤ nx + 1, g(j)s = gk

}
,

Y
(i)
σ(i,k) = P, σk = 1. Для всех остальных вершин gk пусть σk = 0.

2) Определим величину Wmax:

Wmax = min
k,i

{
w

(i)
σ(i,k) : gk ∈ Ω(i), σs = 1 ∀s : gs ∈ Ω(i); либо ∃i∗ : gk — вершина Ω(i∗) и ∃k∗ :

gk∗ — вершина Ω(i∗), σk∗ 6= 1, либо gk ∈ ∂Ω
}
.

3) Определим множество индексов

K =
{
k ∈ {1, . . . , S} : σk = 0, ∃j = 1, . . . ,M : gk — вершина Ω(j),

причем ∀k∗ 6= k : gk∗ — вершина Ω(j) ⇒ σk∗ = 1
}
.
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4) Если K = ∅, то переходим к п. 12).

5) Если K 6= ∅, то пусть k∗ = F(K). Вершине gk∗ соответствуют некоторые содержащие
ее симплексы Ω(i1), . . . ,Ω(im), m > 1, для которых все остальные вершины gk 6= gk∗ , уже были
ранее обработаны (т. е. для каждой из них σk = 1).

6) Для каждого i = i1, . . . , im, для каждого k ∈ {1, . . . , S}: gk ∈ Ω(i), σk = 1 (т. е. для
каждой ранее обработанной вершины симплекса с единственной необработанной вершиной)
определим:

6a) величину w
(i)
σ(i,k), используя условия на возможные разрывы функции цены на гра-

ницах симплексов (см. условие 4) в теореме 2):

w
(i)
σ(i,k) = max

{
Wmax,max

j

{
w

(j)
σ(j,k) : j ∈ I(i, k), σs = 1 ∀s = 1, . . . , S : gs ∈ Ω(j)

}}
;

6b) ограничения на управления Y
(i)
σ(i,k), удовлетворяющие условию 3) из теоремы 2:

Y
(i)
σ(i,k) =





Y
(j)
σ(j,k), если ∃j ∈ I(i, k) : i ∈ I(j, k), σs = 1 ∀s = 1, . . . , S : gs ∈ Ω(j),

P, иначе.

7) Определим величины w
(i)
σ(i,k∗), i = i1, . . . , im. Для каждого симплекса Ω(is), s = 1, . . . ,m,

рассмотрим неравенство (3.5) при i = is относительно неизвестных

w
(i)
σ(i,k∗) и y

(i)
σ(i,k∗) ∈ Y

(i)
σ(i,k∗) ⊆ P :





w
(i)
σ(i,k∗)(a

T
s y

(i)
σ(i,k∗) + bσ(is ,k∗),s) < cTs y

(i)
σ(i,k∗) + dσ(is,k∗),s,

w
(i)
σ(i,k∗)(a

T
s y

(is)
r + br,s) < cTs y

(is)
r + dr,s, 1 ≤ r ≤ nx + 1, r 6= σ(is, k

∗) ∀y
(is)
r ∈ Y

(is)
r .

где коэффициенты as ∈ R
nu , br,s ∈ R, cs ∈ R

nu, dr,s ∈ R могут быть найдены из (5.3)–(5.6).

Пусть ∀i = i1, . . . , im

P̃(i) =
{
u ∈ P : aTs u+ bσ(is ,k∗),s 6 −ε ∀s = 1, . . . ,m : i ∈ I(is, k

∗), is ∈ I(i, k∗)
}
,

и для каждого r = 1, . . . , S, для которого gr — вершина хотя бы одного из симплексов Ω(i1), . . . ,
Ω(im), r 6= k∗, пусть

Ỹ(i)
r =

{
u ∈ Y(is)

r : aTs u+ bσ(is ,r),s 6 −ε ∀s = 1, . . . ,m : i ∈ I(is, k
∗), is ∈ I(i, k∗)

}
.

8) Если существует i = i1, . . . , im такое, что хотя бы для одного r Ỹ
(i)
r = ∅ либо P̃(i) = ∅,

то положим σk∗ = −1. Алгоритм переходит к п. 3).

9) Если условия предыдущего пункта не выполнены, то положим σk∗ = 1, и ∀i = i1, . . . , im

w
(i)
σ(i,k∗) = min

u∈P̃(i)
min

yr∈Ỹ
(i)
r

max
s=1,...,m

{
max

{
cTs u+ dσ(is ,k∗),s

aTs u+ bσ(is ,k∗),s
,

max
{cTs y

(is)
k + dk,s

aTs y
(is)
k + bk,s

: k = 1, . . . , nx + 1, k 6= σ(is, k
∗)
}}

: is ∈ I(i, k∗)

}
. (6.4)

Пусть также P(i),∗, Y
(i),∗
r — множества минимизаторов в (6.4). Заметим, что ∀i, j ∈ {i1, . . . , im},

для которых i ∈ I(j, k∗), j ∈ I(i, k∗), справедливы равенства: w
(i)
σ(i,k∗) = w

(j)
σ(j,k∗), P

(i),∗ = P(j),∗,

Y
(i),∗
r = Y

(j),∗
r ∀r : gr ∈ Ω(i) ∩ Ω(j).
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Положим Y
(i)
k∗ = P(i),∗, ∀i = i1, . . . , im. Также скорректируем управление в ранее обработан-

ных вершинах: ∀r = 1, . . . , S, где gr — вершина хотя бы одного из симплексов Ω(i1), . . . ,Ω(im),
r 6= k∗,

Y(i)
r = Y(i),∗

r ∀i = i1, . . . , im : gr ∈ Ω(i);

Y(i)
r = Y(j)

r ∀i, j : gr ∈ Ω(i) ∩ Ω(j), i ∈ I(j, r), j ∈ I(i, r), j ∈ {i1, . . . , im}, i /∈ {i1, . . . , im}.

10) Подсчитаем вспомогательную величину

W+
max = min

k,i

{
w

(i)
σ(i,k) : gk ∈ Ω(i), σs = 1 ∀s : gs ∈ Ω(i);либо ∃i∗ : gk — вершина Ω(i∗) и ∃k∗ :

gk∗ — вершина Ω(i∗), σk∗ 6= 1, либо gk ∈ ∂Ω
}
.

Если W+
max < Wmax, то дополнительно положим w

(i)
σ(i,k∗) = max{w

(i)
σ(i,k∗),Wmax}, ∀i = i1, . . . , im.

В противном случае величины w
(i)
σ(i,k∗) не изменяются, Wmax = W+

max.

11) Алгоритм переходит к п. 3) (обработке следующей вершины).

12) Алгоритм завершает работу. Итогом является набор величин w
(i)
σ(i,k), множеств Y

(i)
σ(i,k)

для тех вершин, для которых σk = 1, а также величина Wmax, соответствующая (6.2). Множе-
ство X0 теперь определим согласно (6.3).

Для построенных множеств X0 и Y
(i)
σ(i,k), а также функции W (x) выполняются все условия

теоремы 2. �

7. Пример

В качестве иллюстрации описанных в предыдущих разделах методов рассмотрим задачу
управления для математической модели движения колесного робота на плоскости, содержащей
следующие дифференциальные уравнения:





ẋ1 = u1 cos(x3),
ẋ2 = u1 sin(x3),
ẋ3 = u2.

Здесь (x1, x2) — положение объекта на плоскости, x3 — угол его ориентации. На управляющие
параметры наложены следующие ограничения: |u1| ≤ u1,max, u2 ∈ [0, u2,max]. Рассмотрим

Рис. 1. Множество разрешимости в случае Рис. 2. Множество разрешимости в случае

непрерывной функции цены разрывной функции цены
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задачу перевода объекта в целевое множество X1 = {(x1, x2, x3)
T : x21 + x22 + x23 ≤ δ}, δ > 0, за

наименьшее время. То есть f(x) = 0, f̃(x) = 1, g̃(x) = 0, ϕ(x) = 0,

g(x) =




cos(x3) 0
sin(x3) 0

0 1


 .

На рис. 1 и 2 представлены оценки множеств разрешимости X0 для задачи управления, по-
строенные соответственно при помощи непрерывных и разрывных кусочно-аффинных функ-
ций цены. При этом δ = 0.1, u1,max = 1, u2,max = 2 и была использована сетка из M = 2004
симплексов с S = 508 вершинами.

Заключение

Рассмотренные в предыдущих разделах достаточные условия разрешимости задачи управ-
ления на бесконечном временном горизонте с интегральным функционалом, а также соответ-
ствующие им алгоритмы позволяют получать приближенные решения в достаточно простой с
точки зрения вычислений форме. Однако остается еще нерешенным вопрос о том, как именно
следует определить правило выбора F , от которого зависят конкретная аппроксимация мно-
жества разрешимости и соответствующее управление. Кроме того, на данный момент остает-
ся открытым вопрос о том, можно ли за счет объединения предложенных здесь оценок для
разных правил F получать сколь угодно точные аппроксимации множества разрешимости
и оценки минимума интегрального функционала. Решению этих проблем будут посвящены
дальнейшие исследования автора по теме данной работы.
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