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ПОСТРОЕНИЕ МНОЖЕСТВА ВЫЖИВАЕМОСТИ
В ЗАДАЧЕ ХИМИОТЕРАПИИ ЗЛОКАЧЕСТВЕННОЙ ОПУХОЛИ,

РАСТУЩЕЙ ПО ЗАКОНУ ГОМПЕРЦА1

Н. Г. Новоселова, Н.Н. Субботина

Рассматривается задача химиотерапии злокачественной опухоли, растущей по закону Гомперца. Мате-
матическая модель имеет вид системы, состоящей из двух обыкновенных дифференциальных уравнений.
Исследуется задача оптимального управления (оптимальной терапии), целью которой является миними-
зация злокачественных клеток в организме в заданный финальный момент времени T . В работе анали-
тически построено множество выживаемости этой задачи, т.е. множество начальных состояний модели
(объема опухоли и количества лекарства в организме), для которых оптимальное управление гарантирует
динамику злокачественной опухоли вплоть до момента времени T в объеме, не превышающем предельный
объем, совместимый с жизнью.
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The problem of chemotherapy of a malignant tumor growing according to the Gompertz law is considered.
The mathematical model is a system of two ordinary differential equations. We study a problem of optimal
control (optimal therapy) aiming at the minimization of the malignant cells in the body at a given terminal
time T . The viability set of this problem, i.e., the set of initial states of the model (the volume of the tumor and
the amount of the drug in the body) for which an optimal control guarantees that the dynamics of the system
up to the time T is compatible with life in terms of the volume of the tumor, is constructed analytically.
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Введение

Теория оптимального управления имеет более чем полувековую историю (см. пионер-
ские работы [1–3]) и обширнейшую библиографию. Исследования [4–6] законов оптимального
управления, наблюдения, оценивания для управляемых систем в условиях неопределенности
внесли существенный вклад в развитие этой теории.

Построение в пространстве фазовых состояний управляемой системы множества разреши-
мости задачи оптимального управления с заданным целевым множеством всегда было одним
из приоритетных направлений развития теории оптимального управления и дифференциаль-
ных игр (см., например, работы [7–10] и библиографию к ним). Для управляемых систем с
нелинейной динамикой построение множества разрешимости задачи оптимального управления
удается осуществить, как правило, лишь численно. В данной работе демонстрируется пример
аналитического построения множества разрешимости задачи оптимального управления для
управляемых систем с нелинейной динамикой. Таких нетривиальных примеров известно мало.
Однако аналитика очень полезна, поскольку дает возможность наглядно объяснить ключевые
элементы конструкции решения задач оптимального управления. Кроме того, множество раз-
решимости в задаче химиотерапии, рассматриваемой далее, удовлетворяет фазовым ограни-
чениям, описывающим предельный объем злокачественной опухоли, совместимый с жизнью.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 20-01-00362).
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В данной работе исследуется модель химиотерапии злокачественной опухоли для случая,
когда опухоль растет по закону Гомперца [11; 12]. Модель представлена в виде системы из
двух нелинейных обыкновенных уравнений. Предполагается, что функция терапии, описыва-
ющая воздействие лекарства на клетки опухоли, имеет два максимума, в отличае от случая,
рассматриваемого в работе [11], когда немонотонная функция терапии имеет один максимум.
Целью терапии является минимизация клеток опухоли в фиксированный конечный момент
времени.

В работе [12] для данной модели химиотерапии были построены оптимальная позиционная
стратегия химиотерапии и функция цены. Полученные конструкции функции цены и опти-
мального управления опираются на результаты работ [13; 14].

Целью данной работы является построение множества выживаемости задачи химиотера-
пии для модели злокачественной опухоли, растущей по закону Гомперца. Множество выживае-
мости в рассматриваемой задаче химиотерапии — это множество начальных состояний модели
(начального объема опухоли и количества лекарства в организме), для которых оптимальное
управление гарантирует динамику злокачественной опухоли вплоть до конечного момента вре-
мени T в объеме, не превышающем предельный объем, совместимый с жизнью.

1. Общий вид математической модели

Обозначим:

m — число злокачественных клеток;

h — количество химиотерапевтического средства, способного убивать клетки опухоли;

f(h) — функция терапии, описывающая воздействие лекарства на клетки опухоли;

u(t) — количество химиотерапевтического средства, вводимого в опухоль в единицу вре-
мени (управление).

Процесс взаимодействия клеток опухоли и химиотерапевтического средства описывается
следующей известной моделью [11;12], где время изменяется в пределах t ∈ [0, T ]:















dm

dt
= g(m)− γmf(h), m(t0) = m0, γ − const > 0,

dh

dt
= −αh+ u(t), h(t0) = h0, α− const > 0;

(1.1)

здесь g(m) = rm− θm · ln(m) — закон Гомперца; r, θ − const > 0.

Рассмотрим в качестве допустимых управлений измеримые функции u(·) : [t0, T ] 7→ [0, Q],
где Q — максимальное количество химиотерапевтического средства, вводимого в опухоль в
единицу времени.

Нетрудно увидеть, что при сделанных предположениях решения системы (1.1) продолжи-
мы до момента времени T .

Предполагается, что количество химиотерапевтического средства, вводимого в опухоль в
единицу времени, ограничено:

0 ≤ u(t) ≤ Q.

Также принимаются следующие ограничения:

0 ≤ t0 ≤ t ≤ T, 0 < m0 < M, 0 ≤ h0 ≤ L,

где M — максимальное количество злокачественных клеток в организме, совместимое с жиз-
нью; L — максимальное допустимое количество химиотерапевтического средства в организме.
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2. Функция терапии

Рассмотрим немонотонную, непрерывно дифференцируемую, положительную функцию те-
рапии f(h), такую что ее производная f ′(h) = df(h)/dh имеет три различных действительных
корня: 0 < ĥ1 < ĥ2 < ĥ3 ≤ L, f ′(ĥi) = 0.

Предполагаем, что функция терапии f(h) обладает следующими свойствами:

A1. Если h < ĥ1, то f ′(h) > 0, и если h > ĥ3, то f ′(h) < 0.

A2. 0 < αĥi < Q, i = 1, 2, 3.

A3. f(ĥ1) = f(ĥ3).

Пусть в рассматриваемой задаче выполняются условия A1–A3. Далее будем исследовать
ситуацию, когда

{f ′(h) < 0, h ∈ (ĥ1, ĥ2)}
⋃

{f ′(h) > 0, h ∈ (ĥ2, ĥ3)}. (2.1)

Из условия (2.1) и A1 следует, что корни ĥ1 и ĥ3 — точки максимума, а корень ĥ2 — точка
минимума для функции терапии f(h).

Обоснованием исследования немонотонной функции терапии такого вида служит возмож-
ность успешного лечения с помощью двух модификаций-поколений однотипного лекарства.

3. Постановка задачи об оптимальной терапии

Задача оптимального управления состоит в построении допустимого управления, миними-
зирующего терминальную функцию платы в конечный момент времени T :

σ(m(T )) = m2(T ; t0,m0, h0, u(·)) → min
u(·)

, (3.1)

где m(t) = m(t; t0,m0, h0, u(·)); t ∈ [t0, T ] — решение системы (1.1) с начальными условия-
ми (t0,m0, h0), выработанное под воздействием допустимого управления u(t).

Система (1.1) интегрируется аналитически, поэтому решение m(t) имеет следующий вид:

m(t) = me−θ(t−t0)

0 exp
(r

θ

(

1− e−θ(t−t0)
)

)

exp

(

− γ

t
∫

t0

e−θ(t−τ)f(h(τ))dτ

)

, (3.2)

где h(t) = h(t; t0, h0, u(·)) — решение второго уравнения системы (1.1).

4. Функция цены V al и оптимальный синтез

Введем функцию цены [13; 14] в рассматриваемой задаче (1.1), (3.1), которая каждому
начальному состоянию системы (t0, h0,m0) ∈ [0, T ]× [0, L]× [0,M ] ставит в соответствие опти-
мальный результат V al(t0, h0,m0) согласно (3.1). Имеем

V al(t0, h0,m0) = m2e−θ(T−t0)

0 exp
(

2
r

θ
(1− e−θ(T−t0))

)

exp
(

−2γV (t0, h0)
)

, (4.1)

где V (t0, h0) — оптимальный результат в следующей редуцированной задаче оптимального
управления:

dh

dt
= −αh+ u(t), h(t0) = h0,

Jt0,h0
(u(·)) =

T
∫

t0

e−θ(T−τ)f(h(t; t0, h0, u(·)))dt → sup
u(·)

, (4.2)
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(t0, h0) 7→ V (t0, h0) = sup
u(·)

Jt0,h0
(u(·)).

Функция цены V (t, h) конструируется с помощью склеивания нескольких функций ϕi [12]:

V (t, h) =











































ϕ1, (t, h) ∈ G1,

ϕ2, (t, h) ∈ G2,

ϕ3, (t, h) ∈ Π1,

ϕ4, (t, h) ∈ Π2,

ϕ5, (t, h) ∈ Π3,

ϕ6, (t, h) ∈ Π4,

где

G1 = {(t, h) : t ∈ [0, T ], h = ĥ1}; G2 = {(t, h) : t ∈ [0, T ], h = ĥ3};

Π1 = [0, T ]× [0, ĥ1); Π2 = [0, T ] × (ĥ3, L];

Π3 = [0, T ] × (ĥ1, x(t)]; Π4 = [0, T ] × (x(t), ĥ3).

Здесь график функции x(t) — это линия Γ = {(t, x(t)) : t ∈ [0, T ], x(T ) = ĥ2}, образованная
точками, в которых ϕ5(t, x(t)) = ϕ6(t, x(t)).

Функции ϕi, i = 1, 6, строятся с помощью метода характеристик Коши [13; 14] для вспо-
могательных линейных уравнений Гамильтона — Якоби с краевыми условиями специального
вида.

В работе [12] было доказано, что оптимальный синтез в задаче (1.1), (3.1) имеет вид

u0(t, h) =































αĥ1, (t, h) ∈ G1,

αĥ3, (t, h) ∈ G2,
Q, (t, h) ∈ Π1,
0, (t, h) ∈ Π2,
0, (t, h) ∈ Π3,
Q, (t, h) ∈ Π4 \ Γ.

5. Множество разрешимости

Рассмотрим следующее множество W в задаче (1.1), (3.1):

W =
{

(t0, h0,m0) ∈ [0, T ]× [0, L]× [0,M ] : V al(t0, h0,m0) ∈ [0,M2]
}

. (5.1)

Это множество состоит из таких точек (t0, h0,m0), что, стартуя из них при t = t0 под дей-
ствием оптимального процесса лечения u0(t), получаем для оптимальных траекторий m0(t) =
m(t; t0, h0,m0, u

0(·))) справедливость следующего утверждения:

σ(m0(T )) ≤ M2,

где M — критический уровень, т. е. предельное количество злокачественных клеток в организ-
ме, совместимое с жизнью.

Для определения значения критического уровня M найдем точки равновесия первого урав-
нения системы (1.1) при максимальном воздействии лекарства. Рассмотрим уравнение

dm

dt
= rm− θm · ln(m)− γmF ; (5.2)

здесь F = f(ĥ1) = f(ĥ3) = maxh∈[0,L] f(h).
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Найдем корни правой части уравнения (5.2). Исключая тривиальный нулевой корень, ко-
торый создает ситуацию неустойчивого равновесия, получим следующую точку устойчивого
равновесия:

m̃ = e
r−γF

θ ; (5.3)

полагаем для данной модели M = m̃ (5.3).

Для построения множества W исследуем точки из разных областей. Рассмотрим сначала
точки

(t0,m0, ĥ1) ∈ [0, T ]× [0,M ] × [0, L],

тогда получим

∀m0 ∈ [0,M ], t0 ∈ [0, T ] (t0,m0, ĥ1) ∈ W, так как m0(t; t0,M, ĥ1) ≡ M ∀t ∈ [t0, T ].

Если h0 = h∗ < ĥ1, (t0, h0) ∈ Π1 или h0 = h∗ > ĥ1, (t0, h0) ∈ Π3, то

(t0,m0, h
∗) ∈ W ⇔ ∃ t1 ∈ (t0, T ] : h

0(t1; t0, h
∗) = ĥ1 и m0(t1; t0,m0, h

∗) ≤ M ;

иначе m0(T ; t0,m0, h
∗) ≤ M , где при h0 = h∗ < ĥ1

m(t) = me−θ(t−t0)

0 exp
(r

θ
(1− e−θ(t−t0))

)

exp

(

− γ

t
∫

t0

e−θ(t−τ)f
((

ĥ1 −
Q

α

)

eα(t−τ) +
Q

α

)

dτ

)

,

а при h0 = h∗ > ĥ1

m(t) = me−θ(t−t0)

0 exp
(r

θ
(1− e−θ(t−t0))

)

exp

(

− γ

t
∫

t0

e−θ(t−τ)f(ĥ1e
α(t−τ))dτ

)

.

Аналогичным образом рассмотрим точки (t0,m0, ĥ3) ∈ [0, T ]× [0,M ] × [0, L], тогда имеем

∀m0 ∈ [0,M ], t0 ∈ [0, T ] (t0,m0, ĥ3) ∈ W, так как m0(t; t0,M, ĥ3) ≡ M ∀t ∈ [t0, T ].

Если h0 = h∗ > ĥ3, (t0, h0) ∈ Π2 или h0 = h∗ < ĥ3, (t0, h0) ∈ Π4, то

(t0,m0, h
∗) ∈ W ⇔ ∃ t2 : h0(t2; t0, h

∗) = ĥ3 и m0(t2; t0,m0, h
∗) ≤ M ;

иначе m0(T ; t0,m0, h
∗) ≤ M , где при h0 = h∗ < ĥ3

m(t) = me−θ(t−t0)

0 exp
(r

θ
(1− e−θ(t−t0))

)

exp

(

− γ

t
∫

t0

e−θ(t−τ)f
((

ĥ3 −
Q

α

)

eα(t−τ) +
Q

α

)

dτ

)

,

а при h0 = h∗ > ĥ3

m(t) = me−θ(t−t0)

0 exp
(r

θ
(1− e−θ(t−t0))

)

exp

(

− γ

t
∫

t0

e−θ(t−τ)f(ĥ3e
α(t−τ))dτ

)

.

Таким образом, мы построили множество разрешимости W в задаче (1.1), (3.1), где целе-
вым множеством является множество {t = T} × [0, L] × [0,M ].

Покажем, что построенное множество W является максимальным множеством выживае-
мости для задачи (1.1), (3.1) и справедлива следующая теорема.
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Теорема. Выполняются следующие утверждения.

1. Для любых точек (t0, h0,m0) ∈ W справедливо неравенство m0 ≤ M .

2. Множество W вида (5.1) является слабо инвариантным относительно дифференци-

ального включения ẇ ∈ Y (w), где

w = (t, h,m) 7→ Y (w) =
(

1, g(m)− γmf(h), −αh+ [0, Q]
)⊤

. (5.4)

3. Для любой точки w = (t0, h0,m0) /∈ W и для любой измеримой функции u(·) : [t0, T ] 7→
[0, Q] существует такой момент времени t∗ ∈ (t0, T ), что выполняется неравенство

m(t∗; t0, h0,m0, u(·)) > M.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Возьмем точку (t0, h0,m0) ∈ W и, считая, что m0(T ) =
m0(T ; t0, h0,m0, u

0(·)) ≤ M , выразим m0 из формулы (3.2):

m0(T ) = me−θ(T−t0)

0 exp
(r

θ
(1− e−θ(T−t0))

)

exp
(

− γV (t0, h0)
)

=⇒ lnm0(T ) = e−θ(T−t0) lnm0 +
r

θ
(1− e−θ(T−t0))− γV (t0, h0)

=⇒ lnm0 ≤ eθ(T−t0)
[

lnM −
r

θ
(1− e−θ(T−t0)) + γV (t0, h0)

]

.

Согласно (5.3) и определению оптимального результата V (t0, h0) в редуцированной задаче (4.2)
имеем

M = e
r−γF

θ , V (t0, h0) ≤ V (t0, ĥ1 = ĥ3), V (t0, ĥ1 = ĥ3) =
F

θ
(1− e−θ(T−t0)).

Tогда, подставляя эти оценки в предыдущее неравенство, выводим

lnm0 ≤ eθ(T−t0)
[

γ
(F

θ
(1− e−θ(T−t0))−

F

θ

)

+
r

θ
e−θ(T−t0)

]

.

Добавим и вычтем в правой части неравенства
r

θ
и занесем слагаемое с отрицательным знаком

под квадратную скобку, тогда после всех сокращений получаем

lnm0 ≤ eθ(T−t0)
[

− γ
(F

θ
e−θ(T−t0)

)]

+
r

θ

=⇒ lnm0 ≤
r − γF

θ

=⇒ m0 ≤ e
r−γF

θ = M.

В итоге, мы получили, что для любых точек (t0, h0,m0) ∈ W справедливо, что m0 ≤ M .

2. Из построения множества разрешимости W следует, что все траектории m0(t; t0, h0,
m0, u

0(·)), которые стартуют из внутренних точек (t0, h0,m0) множества W , остаются внутри
этого множества при всех t ∈ [t0, T ].

Действительно, если такая траектория пришла в точку (t∗, h∗,m∗), лежащую на границе
множества W , то в силу принципа оптимальности справедливо равенство

m0(T ; t0, h0,m0, u
0(·)) = m0(T ; t, h0(t),m0(t), u0(·))

для всех t ∈ [t0, T ], в частности для t = t∗, h
0(t∗) = h∗,m

0(t∗) = m∗. Следовательно,

V al(t∗, h∗,m∗) = V al(t, h0(t),m0(t)) ≤ M2
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для всех t ∈ [t∗, T ], т. е. множество W является слабо инвариантным относительно включе-
ния (5.4).

Применяя рассуждения и оценки, аналогичные приведенным при доказательстве п. 1 дан-
ной теоремы, получим, что

m0(t) ≤ e
r−γF

θ = M.

3. Возьмем точку (t̄, h̄, m̄) /∈ W , тогда в соответствии с формулой (4.1) значение функции
цены V al(t̄, h̄, m̄) при оптимальном управлении u0(t) будет больше, чем M2, т. е.

m0(T ; t̄, h̄, m̄, u0(·)) > M.

В этом случае в силу непрерывности траектории m0(·; t̄, h̄, m̄, u0(·)) существует такой мо-
мент времени t∗ ∈ [t̄, T ), что

m0(t∗; t̄, h̄, m̄, u0(·)) > M.

Для любой точки (t0, h0,m0) /∈ W и для любой измеримой функции u(·) : [t0, T ] 7→ [0, Q]
согласно определению оптимального результата V al(t0, h0,m0) справедливо

σ(m(T ; t0, h0,m0, u(t))) > V al(t0, h0,m0) > M2.

Аналогично предыдущему пункту из непрерывности траектории m(·; t0, h0,m0, u(·)) получаем,
что

m(t∗; t0, h0,m0, u(·)) > M при t∗ < T.

То есть количество злокачественных клеток превышает уровень, совместимый с жизнью, в
момент t∗, наступающий раньше заданного конечного момента времени T .

Теорема доказана.
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