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ОБ ОДНОМ АЛГОРИТМЕ РЕКОНСТРУКЦИИ ВОЗМУЩЕНИЯ
НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ

В.И.Максимов

Рассматривается задача реконструкции неизвестного возмущения системы нелинейных обыкновенных
дифференциальных уравнений, которая имеет две особенности. Во-первых, предполагается, что измеря-
ются (с ошибкой) в дискретные, достаточно частые, моменты времени фазовые координаты заданной
динамической системы. Во-вторых, относительно неизвестного возмущения, действующего на систему,
известно лишь то, что оно является элементом пространства функций, суммируемых с квадратом ев-
клидовой нормы, т. е. может быть неограниченным. Указанные предположения ведут к невозможности
точного восстановления. Учитывая данную особенность, мы конструируем устойчивый к информацион-
ным помехам и погрешностям вычислений алгоритм решения рассматриваемой задачи, который основан
на сочетании элементов теории некорректных задач с известным в теории позиционных дифференциаль-
ных игр методом экстремального сдвига.
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V. I.Maksimov. On an algorithm for the reconstruction of a perturbation in a nonlinear system.

A problem of reconstruction of an unknown perturbation in a system of nonlinear ordinary differential
equations is considered. The methods of solution of such problems are well known. In this paper we study a
problem with two peculiarities. First, it is assumed that the phase coordinates of the dynamical system are
measured (with error) at discrete sufficiently frequent times. Second, the only information known about the
perturbation acting on the system is that its Euclidean norm is square integrable; i.e., the perturbation can be
unbounded. Since the exact reconstruction is impossible under these assumptions, we design a solution algorithm
that is stable under information noise and computation errors. The algorithm is based on the combination of
elements of the theory of ill-posed problems with the extremal shift method known in the theory of positional
differential games.
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1. Введение. Постановка задачи

Рассматривается нелинейная система дифференциальных уравнений

ẏ(t) = f(t, x(t), y(t), u(t)), t ∈ T = [0, ϑ], (1.1)

с начальным условием

y(0) = y0.

Здесь 0 < ϑ < +∞, x ∈ R
n, y ∈ R

N , u ∈ R
r, f(t, x, y, u) = f1(t, x, y)+Bu, f1 — липшицева функ-

ция с константой Липшица L, u — возмущение, B — стационарная матрица соответствующей
размерности, x(·) ∈ L∞(T ;Rn) — некоторая функция. Предполагается, что на систему (1.1)
действует неизвестное возмущение u(·) ∈ L2(T ;R

r). В дискретные, достаточно частые, момен-
ты времени τi ∈ ∆ = {τi}

m
i=0 (τ0 = 0, τm = ϑ, τi+1 = τi + δ) измеряется фазовое состояние

системы (1.1) y(τi) = y(τi; y0, x(·), u(·)). Состояния y(τi), i ∈ [0 : m− 1] измеряются с ошибкой.
Результаты измерений — векторы ξhi ∈ R

N — удовлетворяют неравенствам

|y(τi)− ξhi |N ≤ h. (1.2)
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Предполагается, что функция x(·) известна неточно. Именно вместо функции x(·) известна
функция φν(·) ∈ L∞(T ;Rn) со свойством

|x(t)− φν(t)|n ≤ ν при п.в. t ∈ T. (1.3)

Здесь h ∈ (0, 1) и ν = ν(h) — уровни погрешности измерения, символ | · |n означает евкли-
дову норму в пространстве R

n. Требуется указать алгоритм приближенного восстановления
неизвестного возмущения по результатам неточных измерений y(τi). Таким образом, рассмат-
ривается задача, состоящая в построении алгоритма, который по текущим измерениям вели-
чин y(τi) в “реальном времени” формирует (по принципу обратной связи) некоторую функцию
uh = uh(·), являющуюся приближением (в метрике пространства L2(T ;R

r)) некоторого возму-
щения, порождающего решение y(·) уравнения (1.1).

Сформулированная выше задача является задачей динамического восстановления (рекон-
струкции). Можно выделить два подхода к восстановлению недоступной прямому наблюдению
информации о системе. Один связан с теорией оценивания управляемых систем, нацеленной на
синтез максимальной текущей информации о состояниях системы. Такая информация обыч-
но представляется в виде так называемых информационных множеств, объединяющих все
состояния системы, не противоречащие текущей истории наблюдений [1–3]. Другой подход
был развит в исследованиях [4–11]. Он основан на комбинации методов теории позиционного
управления [12] и некорректных задач [13; 14]. Если возмущение u(·) стеснено мгновенными
ограничениями, обсуждаемая задача может быть решена на основе конструкций работ [5; 6].

В данной статье мы рассмотрим случай отсутствия мгновенных ограничений. Вследствие
этого будем считать, что неизвестное возмущение может быть неограниченным, являясь функ-
цией суммируемой с квадратом евклидовой нормы. Другие задачи динамического восстанов-
ления, методы решения которых основаны на соответствующих модификациях метода экстре-
мального сдвига, обсуждались, например, в работах [7–11]. При этом в [7; 8] рассматривался
случай измерения “всех” координат. Случаю измерения части фазовых координат посвяще-
ны работы [9] (линейная система обыкновенных дифференциальных уравнений), [10] (система
с последействием), [11] (система с распределенными параметрами). Следует отметить, что
обсуждаемый в настоящей статье подход к решению задач реконструкции отличается от стан-
дартных подходов, среди которых можно отметить, например, подходы основанные на стоха-
стических методах [16;17], методах параметризации [17], методах двухступенчатой оптимиза-
ции [19] и другие.

2. Метод решения задачи

Перейдем к описанию метода решения рассматриваемой задачи. Как было отмечено вы-
ше, метод основан на конструкциях теории управления с обратной связью. При этом задача
динамической реконструкции заменяется задачей позиционного управления некоторой подхо-
дящим образом подобранной динамической системой.

Пусть для каждого h ∈ (0, 1) фиксировано семейство ∆h разбиений отрезка T контроль-
ными моментами времени τh,i:

∆h = {τh,i}
mh

i=0, τh,0 = 0, τh,mh
= ϑ, τh,i+1 = τh,i + δ(h), δ(h) ∈ (0, 1). (2.1)

Введем вспомогательную систему, описываемую векторным дифференциальным уравнением

ẇh(t) = f1(τi, φ
ν(t), ξhi ) +Buhi при п.в. t ∈ [τi, τi+1) (i ∈ [0 : mh − 1]) (2.2)

с начальным состоянием wh(0) = ξh0 . Закон U(·, ·) : RN × R
N 7→ R

r формирования управле-
ния uh(·) этой системой конструируется таким образом, что при соответствующем согласова-
нии ряда параметров кусочно-постоянная функция uh(·) вида

uh(t) = uhi = U(ξhi , w
h(τi)) при п.в. t ∈ [τi, τi+1) (i ∈ [0 : mh − 1]) (2.3)
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аппроксимирует неизвестный вход.
Следует отметить, что одно и то же решение системы (1.1) может вызываться не един-

ственным возмущением. Пусть U(x(·), y(·)) — множество всех возмущений из L2(T ;R
r), по-

рождающих решение y(·) системы (1.1), т. е.

U(x(·), y(·)) = {ũ(·) ∈ L2(T ;R
r) : ẏ(t)− f1(t, x(t), y(t)) = Bũ(t) при п.в. t ∈ T}.

Символом u∗(·) обозначим минимальное по L2(T ;R
r)-норме возмущение из U(x(·), y(·)), по-

рождающее решение y(·) системы (1.1), т. е.

u∗(·) = arg min
u(·)∈U(x(·),y(·))

|u(·)|L2(T ;Rr).

Нетрудно видеть, что такое возмущение существует и единственно. Следуя принятому в теории
некорректных задач подходу [13;14] мы будем восстанавливать u∗(·).

3. Алгоритм решения

Укажем алгоритм решения рассматриваемой задачи. Возьмем некоторые семейство ∆h

(2.1), а также функцию α(h) : (0, 1) → (0, 1).
До начала работы алгоритма фиксируем величины h ∈ (0, 1), ν = ν(h), α = α(h) и разбие-

ние ∆h = {τh,i}
mh

i=0 вида (2.1). Работу алгоритма разобьем на однотипные шаги. В течение i-го
шага, осуществляемого на промежутке времени δi = [τi, τi+1), τi = τh,i, выполняются следую-
щие операции. Сначала, в момент τi, вычисляется вектор uhi по формуле (2.3), в которой

U(ξhi , w
h(τi)) = Uα(ξ

h
i , w

h(τi)) = −α−1B′(wh(τi)− ξhi ). (3.1)

Здесь штрих означает транспонирование. Затем на вход системы (2.2) подается управление
uh(t) вида (2.3), (3.1). Под действием этого управления решение системы (2.2) переходит из
состояния wh(τi) в состояние wh(τi+1). Работа алгоритма заканчивается в момент ϑ.

Оказывается, что при определенном согласовании величин h, δ(h), ν(h), α(h) функция uh(·)
является аппроксимацией u(·). Прежде чем перейти к доказательству этого факта, приведем
две леммы, которые понадобятся в дальнейшем.

З а м е ч а н и е 1. Для случая, когда правая часть системы (1.1) не зависит от функ-
ции x(·), т. е. f = f1(t, y)+Bu, в работе [7] указан алгоритм решения рассматриваемой задачи.
При этом в качестве модели бралась система

ẇh(t) = f1(τi, ξ
h
i ) +Buhi + vhi , t ∈ δi,

в которой управления uhi и vhi вычислялись по формулам

uhi = α(h)−1B′(ξhi − wh(τi)), vhi = cδ(h)α−2(h)(ξhi − wh(τi)),

где c — некоторая положительная константа. Там же было показано, что при соответствующем
согласовании параметров h, α(h) и δ(h) имеет место сходимость uh(·) к u∗(·) в L2(T ;R

r). При
доказательстве этой сходимости существенную роль играла функция vh(·).

В настоящей работе, в отличие от [7], мы, во-первых, рассмотрим правую часть f , зави-
сящую от некоторой функции x(·). Во-вторых, мы покажем, что в модели можно полагать
vh(t) = 0, t ∈ T .

Лемма 1 [6, с. 29]. Пусть x1(·) ∈ L∞(T∗;R
n), y1(·) ∈ W (T∗;R

n), T∗ = [a, b], −∞ < a <
b < +∞,

∣

∣

∣

∣

t
∫

a

x1(τ) dτ

∣

∣

∣

∣

n

≤ ε, |y1(t)|n ≤ K ∀ t ∈ T∗.
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Тогда при всех t ∈ T∗ верно неравенство

∣

∣

∣

∣

t
∫

a

(x1(τ), y1(τ)) dτ

∣

∣

∣

∣

≤ ε(K + var(T∗; y1(·))).

Здесь символ var(T∗; y1(·)) означает вариацию функции y1(·) на отрезке T∗, символ (·, ·) —
скалярное произведение в соответствующем конечномерном евклидовом пространстве, сим-
вол | · | — модуль числа, а символ W (T∗;R

n) — множество функций y(·) : T∗ → R
n с ограни-

ченной вариацией.
Заметим, что встречающиеся в настоящей работе постоянные Cj , kj , k

(j) зависят от струк-
туры системы (1.1) и не зависят от h, α, δ, ν.

Лемма 2. Пусть α(h) → 0, δ(h)α−2(h) → 0 при h → 0. Тогда можно указать такое

h1 ∈ (0, 1), что при всех h ∈ (0, h1), t ∈ T для некоторых положительных C1–C3 справедливы

неравенства

ε∗(t) ≤ C1ρ1(α, δ, h, ν), (3.2)

ϑ
∫

0

|uh(τ)|2r dτ ≤ (1 + C2αδ
−2)

ϑ
∫

0

|u(τ)|2r dτ + C3ρ(α, δ, h, ν)α
−1 , (3.3)

где ε∗(t) = 0.5|wh(t) − y(t)|2N , ρ1(α, δ, h, ν) = ρ(α, δ, h, ν) + α + δ + δ2ν2, ρ(α, δ, h, ν) = α2δ +
h2δ−1 + h+ α2ν2δ−1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим изменение величины ε∗(t) при t ∈ T . Для t ∈ δi =
[τi, τi+1), i ∈ [0 : m− 1] имеем

ε∗(t) = 0.5

∣

∣

∣

∣

wh(τi)− y(τi) +

t
∫

τi

(f i(τ) +Bi(τ)) dτ

∣

∣

∣

∣

2

N

,

где m = mh, τi = τh,i,

f i(t) = f1(τi, φ
ν(t), ξhi )− f1(t, x(t), y(t)), Bi(t) = B(uhi − u(t)) при п.в. t ∈ δi.

В таком случае при t ∈ δi справедливо равенство

ε∗(t) = ε∗(τi) +

5
∑

j=1

ν
(j)
i (t).

Здесь

ν
(1)
i (t) =

(

wh(τi)− y(τi),

t
∫

τi

f i(τ) dτ

)

, ν
(2)
i (t) = 0.5

∣

∣

∣

∣

t
∫

τi

f i(τ) dτ

∣

∣

∣

∣

2

N

,

ν
(3)
i (t) =

(

wh(τi)− y(τi),

t
∫

τi

Bi(τ) dτ

)

,

ν
(4)
i (t) =

(

t
∫

τi

f i(τ) dτ,

t
∫

τi

Bi(τ) dτ

)

, ν
(5)
i (t) = 0.5

∣

∣

∣

∣

t
∫

τi

Bi(τ) dτ

∣

∣

∣

∣

2

N

, t ∈ δi.

Всюду в доказательстве этой леммы α = α(h), ν = ν(h), δ = δ(h). Нетрудно видеть, что при
всех i верны неравенства (см. (3.1))

|uhi |r =
∣

∣

∣

B′(ξhi − wh(τi))

α

∣

∣

∣

r
≤
b∗
α
Qi, (3.4)
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где Qi = h + (2ε∗(τi))
1/2, b∗ — евклидова норма матрицы B. Заметим, что при t ∈ [τi, τi+1]

верна оценка

|f i(t)|N ≤ L
(

δ + h+ ν + |y(t)− y(τi)|N
)

≤ LQ
(i)
t . (3.5)

Здесь

Q
(i)
t = δ + h+ ν +

t
∫

τi

|ẏ(τ)|N dτ.

В свою очередь из соотношения (3.5) следует неравенство

ν
(1)
i (t) ≤ L(2ε∗(τi))

1/2δQ
(i)
t ≤

δ2

4α2
ε∗(τi) + k1α

2(Q
(i)
t )2, t ∈ δi. (3.6)

Обозначим Uip(t) =

∫ t

τi

|u(τ)|pr dτ, p = 1, 2. Имеем

ν
(2)
i (t) ≤ k2δ

2(Q
(i)
t )2, t ∈ δi. (3.7)

Также верно неравенство (см. (3.4))

∣

∣

∣

∣

t
∫

τi

Bi(τ) dτ

∣

∣

∣

∣

N

≤ b∗(Ui1(t) + δ|uhi |N ) ≤ b∗(b∗δα
−1Qi + Ui1(t)), t ∈ δi. (3.8)

В силу (3.4) и (3.8) имеет место соотношение

ν
(3)
i (t) ≤

t
∫

τi

(wh(τi)− ξhi , B
i(τ)) dτ + hb∗{b∗δα

−1(h+ (2ε∗(τi))
1/2) + Ui1(t)} (3.9)

≤

t
∫

τi

(wh(τi)− ξhi , B
i(τ)) dτ + k3

{(

1 +
δ

α

)

h2 + hUi1(t)
}

+
δ2

4α2
ε∗(τi).

Нетрудно видеть, что при t ∈ [τi, τi+1] верны неравенства

ν
(4)
i (t) ≤ k4

{δ2

α
Q

(i)
t (h+ ε

1/2
∗ (τi)) + δQ

(i)
t Ui1(t)

}

≤
δ2

4α2
ε∗(τi) + k5

{

δ2(Q
(i)
t )2 +

δ2

α2
h2 + δUi2(t)

}

, (3.10)

ν
(5)
i (t) ≤ 0.5b2∗

(

Ui1(t) + δb∗
Qi

α

)2
≤ 4b4∗

δ2

α2
ε∗(τi) + k6

{

h2
δ2

α2
+ δUi2(t)

}

. (3.11)

Объединяя соотношения (3.6), (3.7), (3.9)–(3.11) и учитывая условие δ(h)α−2(h) → 0 при h→ 0,
при t ∈ [τi, τi+1] получаем

ε∗(t) ≤ ε∗(τi) +
(

1 + 4b4∗
δ2

α2

)

ε∗(τi) + k7
{

δUi2(t) + (α2 + δ2)(Q
(i)
t )2 + h2 + hUi1(t)

}

. (3.12)

Далее, имеем

(α2 + δ2)
m−1
∑

i=0

(Q(i)
τi+1

)2 ≤ k8α
2
m−1
∑

i=0

(h2 + δ2 + ν2 + δQi,τi+1
) ≤ k9{α

2δ + α2(h2 + ν2)δ−1}. (3.13)
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Здесь Qi,t =

∫ t

τi

|ẏ(τ)|2N dτ , t ∈ [τi, τi+1]. Введем величину

µ(t) = 2ε∗(t) + α

t
∫

0

{|uh(τ)|2r − |u(τ)|2r} dτ.

Воспользовавшись правилом определения управления uh(·), из (3.12) получаем

µ(t) ≤ µ(τi) + 1
(

1 + 4b4∗
δ2

α2

)

ε∗(τi) + k7

{

δUi2(t) + (α2 + δ2)(Q
(i)
t )2 + h2 + hUi1(t)

}

. (3.14)

Пусть

γ∗(t) = 2ε∗(t) + α

t
∫

0

|uh(τ)|2r dτ.

Из (3.14), учитывая неравенство (1 + δα−1)δα−1 ≤ const, выводим при t ∈ [τi, τi+1] оценку

γ∗(t) ≤
(

1 + 4b4∗
δ2

α2

)

γ∗(τi) + (α+ k10δ)Ui2(t) + k11

{

(α2 + δ2)(Q
(i)
t )2 + h2 + hUi1(t)

}

. (3.15)

В силу (3.13) из (3.15) стандартным образом (см., например, [12]) следует

γ∗(τi+1) ≤
[

γ∗(0) + (α+ k10δ)U
(i+1) + k12ρ

]

exp
{

4b4∗
δ

α2
τi+1

}

, i ∈ [0 : m− 1].

Здесь ρ = ρ(α, δ, h, ν), U (i+1) =

∫ τi+1

0
|u(τ)|2r dτ. Далее, из последнего неравенства, учитывая

тот факт, что γ∗(0) ≤ h2 (см. (1.2) при i = 0), получаем

γ∗(τi) ≤
[

(k13ρ+ (α + k10δ)U
(i)
]

exp
{4b4∗δ

α2
τi

}

. (3.16)

В силу условия δ(h)α−2(h) → 0 при h → 0 найдется такое число h∗ ∈ (0, 1), что при всех
h ∈ (0, h∗) справедливо неравенство

exp{4b4∗ϑδα
−2} ≤ 1 + k14δα

−2. (3.17)

В таком случае, учитывая (3.17), из (3.16) выводим оценку, справедливую при всех h ∈ (0, h∗),
i ∈ [0 : m]

2ε∗(τi) ≤ γ∗(τi) ≤ k15ρ+ (α+ k10δ)(1 + k14δα
−2)U (i). (3.18)

В свою очередь, из (3.18) имеем

τi
∫

0

|uh(τ)|2r dτ ≤ (1 + k10δα
−1)(1 + k14δα

−2)U (i) + k15ρα
−1

≤
(

1 + k16
δ

α2

)

U (i) + k15ρα
−1, i ∈ [0 : m], h ∈ (0, h∗). (3.19)

Положив i = m, получим неравенство (3.3). Проверим неравенство (3.2). При t ∈ [τi, τi+1]
верна оценка

(2ε∗(t))
1/2 ≤ (2ε∗(τi))

1/2 + It,i +

∣

∣

∣

∣

t
∫

τi

B{uhi − u(τ)} dτ

∣

∣

∣

∣

N

, (3.20)
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где (см. (3.5))

It,i =

t
∫

τi

|f1(τ, x(τ), y(τ)) − f1(τi, φ
ν(τ), ξhi )|n dτ ≤ δL

(

h+ δ + ν +

t
∫

τi

|ẏ(τ)|N dτ

)

. (3.21)

Поэтому из (3.20), воспользовавшись неравенством (3.21), а также неравенством

max
i∈[0:m−1]

τi+1
∫

τi

|Bu(t)|Ndt ≤ k17δ
1/2,

получаем (2ε∗(t))
1/2 ≤ (2ε∗(τi))

1/2 + k18{δν + δ|uhi |r + δ1/2}. Таким образом,

2ε∗(t) ≤ k19{ε∗(τi) + δ + δ2|uhi |
2
r + δ2ν2}, t ∈ [τi, τi+1]. (3.22)

Далее, в силу (3.4) имеем

δ2|uhi |
2
r ≤ 2b2∗δ

2α−2(h2 + 2ε∗(τi)) ≤ k20(h
2 + ε∗(τi)). (3.23)

Значит, ввиду (3.22), (3.23) при t ∈ [τi, τi+1] справедливо неравенство

2ε∗(t) ≤ k21{ε∗(τi) + δ + δ2ν2}.

Отсюда и из (3.18) получаем

2ε∗(t) ≤ k22

(

ρ+ δ + δ2ν2 + (α+ k10δ)(1 + k14δα
−2)

t
∫

0

|u(τ)|2r dτ

)

≤ k23ρ1(α, δ, h, ν), t ∈ T.

Неравенство (3.2) следует из последнего неравенства. Лемма доказана.

С помощью леммы 2 стандартным образом (см., например, [6]) может быть доказана

Теорема 1. Пусть выполнены условия леммы 2. Пусть также

ρ1(α(h), δ(h), h, ν(h)) → 0, ν(h) → 0,

ρ(α(h), δ(h), h, ν(h))α−1(h) → 0 при h→ 0.

Тогда имеет место сходимость uh(·) → u∗(·) при h → 0.

4. Оценка скорости сходимости алгоритма

При некоторых дополнительных условиях может быть выписана оценка скорости сходи-
мости алгоритма.

Лемма 3. Пусть u(·) — функция ограниченной вариации, N ≥ r, rankB = r. Пусть

также выполнены условия леммы 2. Тогда можно указать константу C4 > 0 такую, что

при всех h ∈ (0, h1) верно неравенство

ϑ
∫

0

|uh(τ)− u(τ)|2r dτ ≤ C4ρ0(α, δ, h, ν) + C3ρ(α, δ, h, ν)α
−1 .

где ρ0(α, δ, h, ν) = α1/2 + δ1/2 + hδ−1/2 + ανδ−1/4 + νδ, константа C3 та же, что и в (3.3).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая липшицевость функции f1, а также лемму 2, заклю-
чаем, что для любых t1, t2 ∈ T , t1 < t2 справедливо неравенство

∣

∣

∣

∣

t2
∫

t1

B(uh(t)− u(t)) dt

∣

∣

∣

∣

N

=

∣

∣

∣

∣

t2
∫

t1

[

ẇh(τ)− ẏ(τ)− f1(τ, φ
ν(τ), ξh(τ)) + f1(τ, x(τ), y(τ))

]

dτ

∣

∣

∣

∣

N

≤ |µh(t2)− µh(t1)|N + k(1)
(

t2
∫

t1

[

|ξh(τ)− y(τ)|N + |φν(τ)− x(τ)|n
]

dτ + δ

)

≤ |µh(t2)− µh(t1)|N + k(2)
t2
∫

t1

(|µh(τ)|N + h+ δ + ν) dτ,

где µh(t) = wh(t) − y(t), ξh(τ) = ξhi при п.в. τ ∈ [τi, τi+1). Кроме того, в силу леммы 3

(см., (3.2)) имеем |µh(t)|N = (2ε∗(t))
1/2 ≤ C

1/2
1 ρ

1/2
1 (α, δ, h, ν). Отсюда выводим

∣

∣

∣

∣

t2
∫

t1

(uh(t)− u(t))dt

∣

∣

∣

∣

r

≤ k(3)
∣

∣

∣

∣

t2
∫

t1

B(uh(t)− u(t)) dt

∣

∣

∣

∣

N

≤ k(4){ρ
1/2
1 (α, δ, h, ν) + h+ δ + ν} (4.1)

≤ k(5)ρ0(α, δ, h, ν).

Снова воспользовавшись леммой 2 (см. (3.3)), получаем

ϑ
∫

0

|uh(τ)− u(τ)|2rdτ =

ϑ
∫

0

|uh(τ)|2rdτ − 2

ϑ
∫

0

(uh(τ), u(τ))dτ +

ϑ
∫

0

|u(τ)|2rdτ

≤ (2 + C2αδ
−2)

ϑ
∫

0

|u(τ)|2rdτ − 2

ϑ
∫

0

(uh(τ), u(τ))dτ + C3ρ(α, δ, h, ν)α
−1

= 2

ϑ
∫

0

(u(τ)− uh(τ), u(τ)) dτ + C2αδ
−2

ϑ
∫

0

|u(τ)|2r dτ + C3ρ(α, δ, h, ν)α
−1 , t ∈ T.

В силу леммы 1, учитывая (4.1), имеем supt∈T

∣

∣

∣

∫ t

0
(u(τ) − uh(τ), u(τ)) dτ

∣

∣

∣
≤ k(6)ρ0(α, δ, h, ν).

Таким образом, при всех h ∈ (0, h1), t ∈ T верно неравенство

ϑ
∫

0

|uh(τ)− u(τ)|2rdτ ≤ 2k(6)ρ0(α, δ, h, ν) + C3ρ(α, δ, h, ν)α
−1 . (4.2)

Отсюда следует утверждение леммы. Лемма доказана.

Нетрудно проверить, что справедлива следующая лемма.

Лемма 4. Пусть выполнены условия леммы 2. Пусть также χ ∈ (0, 1/2). Если δ(h) =
h, α(h) = h1/2−χ(h), то можно указать такое число h2 ∈ (0, h1), что при всех h ∈ (0, h2) для

некоторых положительных C5 − C7 справедливы неравенства

ρ(α(h), δ(h), h, ν(h))α−1(h) ≤ C5h
1/2−χ,

ρ1(α(h), δ(h), h, ν(h)) ≤ C6h
1/2−χ, ρ0(α(h), δ(h), h, ν(h)) ≤ C

1/4−χ/2
7 .
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В таком случае из лемм 2 и 4 вытекает

Следствие. Пусть выполнены условия леммы 4. Тогда существует C8 > 0 такое, что
имеет место неравенство

ϑ
∫

0

|uh(t)− u(t)|2rdt ≤ C8h
1/4−χ/2.

5. Пример

Пусть в системе (1.1) x(t) = ż(t). При этом функция z(·) неизвестна. Известны лишь ее
свойства: ż(0) = 0, z̈(·) ∈ L2(T ;R

n). В моменты τi измеряются ее значения с ошибкой h, т. е.
вычисляются векторы ψh

i ∈ R
n такие, что |ψh

i − z(τi)|n ≤ h. Задача состоит в восстановлении
возмущения u(·), порождающего решение y(·) системы (1.1) по измерениям z(τi) и y(τi).

Для решения задачи можно воспользоваться описанным выше алгоритмом, восстанавливая
u∗(·) — минимальный в L2(T ;R

r) элемент множества

U(y(·), z(·)) = {u(·) ∈ L2(T ;R
r) : ẏ(t) = f1(t, y(t), ż(t)) +Bu(t) при п.в. t ∈ T}.

Вместе с функцией α = α(h) фиксируем функцию α1 = α1(h) : (0, 1) → (0, 1). Наряду с
моделью (2.2) введем еще одну вспомогательную систему следующего вида:

ẇh
1 (t) = uh1(t), t ∈ T.

Начальное состояние этой системы wh
1 (0) = 0. Управление uh1(·) будем вычислять по правилу

uh1(t) = uhi = −
wh
1 (τi)− ψh

i

α1(h)
, t ∈ [τi, τi+1).

Из результатов [15] (см. теорему 5) следует справедливость неравенства

sup
t∈T

|uh1(t)− ż(t)|n ≤ ν(h), (5.1)

где ν(h) = C9{α1(h) + (h + δ(h))α−1
1 (h)}. В таком случае можно считать (ν = ν(h)) φν(t) =

uh1(t), t ∈ T. Тогда в силу теоремы 1, если выполнены следующие условия согласования пара-
метров

α(h) → 0, α1(h) → 0, h2δ−1(h) → 0, α2(h)α2
1(h)δ

−1(h) → 0, (5.2)

α2(h)(h2 + δ2(h))α−1
1 (h) → 0 при h→ 0,

имеет место сходимость uh(·) → u∗(·) в L2(T ;R
r) при h→ 0. В свою очередь, соотношения (5.2)

выполнены, например, если

δ(h) = C10h, α(h) = C11h
µ (µ = const ∈ (0, 1)), α1(h) = C12h

1/4.

При этом ν(h) ≤ C13h
1/2, α2(h)ν2(h)δ(h) ≤ C14h

2µ. Заметим, что в данном примере величи-
на z(t) измеряется в дискретные моменты времени. Однако, роль φν(·) играет функция uh1(·),
которая по величинам ψh

i определяется для всех t ∈ T .
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