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Рассматриваются задачи достижимости и построения оценок множеств достижимости (МД) много-
шаговых систем с исходно линейной структурой и неопределенностями в начальных условиях, матрицах
и аддитивных воздействиях. Неопределенности стеснены заданными параллелепипедозначными, интер-
вальными и интегральными неквадратичными ограничениями соответственно. Ввиду неопределенности в
матрицах системы оказываются билинейного типа. МД рассматриваются не только в исходном простран-
стве R

n, но и в “расширенном” пространстве R
n+1, где последняя координата µ соответствует текущему

резерву аддитивного входного воздействия. Дано точное описание МД Z[k] в “расширенном” пространстве
с помощью многозначных рекуррентных соотношений. При этом используется представление множеств в
виде объединения их µ-сечений, а рекуррентные соотношения включают операции с множествами, одна
из которых (умножение на интервальную матрицу) действует на каждое сечение независимо, а еще одна
комбинирует операции суммы Минковского и объединения по сечениям. МД X [k] в R

n определяются се-
чениями Z[k], соответствующими µ = 0. Однако вычислить точно Z[k] из вышеупомянутых соотношений
обычно трудно. Предлагаются способы построения параметризованных семейств внешних и внутренних
полиэдральных оценок множеств Z[k] в виде политопов специального типа. На их основе строятся внеш-
ние параллелепипедозначные и внутренние параллелотопозначные оценки для X [k]. Все оценки находятся
по явным формулам из систем рекуррентных соотношений.
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Введение

Решение многих задач управления и оценивания в условиях неопределенности основывает-
ся на построении множеств достижимости (МД), их аналогов и трубок траекторий, описыва-
ющих динамику этих множеств [1–4]. Поскольку их точное построение является, как правило,
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непростой задачей, активно развиваются численные методы, в том числе полиэдральные [5] и
пиксельные [6], а также значительно менее трудоемкие методы, основанные на аппроксимации
множеств простыми областями, в частности, эллипсоидами [3; 7–9], зонотопами [10], паралле-
лотопами (параллелепипедами) [11–13] и боксами (интервальными векторами) [14] (здесь для
примера были упомянуты лишь некоторые из многочисленных публикаций; см. также ссылки
в них).

Работа посвящена построению и оцениванию МД многошаговых систем с исходно линейной
структурой и неопределенностями в начальных условиях, матрицах и аддитивных воздействи-
ях, причем последние стеснены интегральными ограничениями. Подход, предложенный в [13]
для линейных систем, развивается здесь на более сложный случай систем с билинейностью,
вызванной неопределенностью в матрицах, которая может приводить к возможной невыпук-
лости МД (см., например, [15–17]) и тем самым привносит в исследование дополнительные
трудности. При этом для построения оценок привлекаются также конструкции из [18]. Дано
подробное описание и обоснование соотношений, доставляющих точные представления МД,
и способов построения параметризованных семейств внешних и внутренних полиэдральных
оценок для них. При этом рассматриваются МД X [k] в исходном пространстве R

n и МД Z[k]
в “расширенном” пространстве R

n+1, где последняя координата µ соответствует текущему ре-
зерву аддитивного входного воздействия; указывается явная связь между этими множествами.
Для множеств Z[k] строятся оценки в виде политопов специального типа. Определенные сече-
ния таких оценок дают внешние параллелепипедозначные и внутренние параллелотопознач-
ные оценки для X [k]. Упомянем, что ранее в [19] были анонсированы алгоритмы построения
внешних оценок и приведен пример их нахождения.

Исследуемые системы можно рассматривать как дискретные аналоги импульсных систем.
В этом плане полезно отметить публикации, в которых исследованы свойства и аппроксима-
ции МД дифференциальных систем с интегральными ограничениями на управления из Lp

с p > 1 [6; 9] и для импульсных систем [4], для систем с геометрическими ограничениями и
билинейностью [16;17; 20] и для комбинации импульсных систем с билинейностью [15].

В работе используются следующие обозначения: R
n и R

n×m — линейные простран-
ства вещественных n-векторов и n×m-матриц соответственно; ⊤ — знак транспонирования;
(x, y) = x⊤y — скалярное произведение для x, y ∈ R

n; ‖x‖2 = (x⊤x)1/2 и ‖x‖∞ = max1≤i≤n |xi| —
разные нормы вектора x = (x1, . . . , xn)

⊤ ∈ R
n; ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)⊤ ∈ R

n — единичный
орт вдоль оси 0xi (единица стоит на i-м месте); e = (1, 1, . . . , 1)⊤; A = {aji} = {aj} — мат-

рица с элементами aji и со столбцами aj (верхним индексом нумеруются столбцы, нижним —
компоненты векторов); 0 — нулевая матрица (вектор) произвольной размерности; I — единич-
ная матрица; AbsA — матрица абсолютных величин элементов матрицы A = {aji} ∈ R

n×m:

AbsA = {|aji |}; diag π, diag {πi} — диагональная матрица с компонентами πi вектора π на

диагонали; detA — определитель матрицы A; ‖A‖ = max1≤i≤n
∑m

j=1 |a
j
i | — норма матрицы

A∈Rn×m, индуцированная нормой ‖x‖∞; coQ — выпуклая оболочка множества Q ⊂ R
n; ∂Q —

граница множества Q; ρ(l|Q) = sup{l⊤x|x ∈ Q} — опорная функция множества Q. Кроме
того, используем для краткости обозначения типа k = 1, . . . , n вместо k = 1, 2, . . . , n.

1. Постановка задачи

Рассматривается многошаговая система

x[j] = A[j]x[j−1] +B[j]u[j] + v[j], j = 1, . . . , N ; (1.1)

x[0] ∈ X0 ⊂ R
n;

N
∑

j=1

‖u[j]‖∞ ≤ µ0; (1.2)

u[j] ∈ K[j] ⊆ R
nu , j = 1, . . . , N. (1.3)



О полиэдральном оценивании множеств достижимости 143

Здесь x[j] ∈ R
n — вектор состояния, v[j] ∈ R

n — известные воздействия, B[j] ∈ R
n×nu

(nu ≤ n). Начальное состояние x[0] и входные воздействия u[j] ∈ R
nu неизвестны, но стеснены

ограничениями (1.2), (1.3), где X0 — заданное выпуклое компактное множество, µ0 > 0, ‖u‖∞ =
max1≤i≤nu

|ui|, K[j] ⊆ R
nu — заданные выпуклые замкнутые конусы. Матрицы A[j] ∈ R

n×n

точно не заданы, но удовлетворяют ограничениям интервального типа

A[j] ∈ A[j] = {A |Abs (A− Ã[j]) ≤ Â[j]}, j = 1, . . . , N. (1.4)

Матричные и векторные неравенства, а также операция max ниже понимаются покомпонентно.
Множеством достижимости (МД) X [k] системы (1.1)–(1.4) в момент k ∈ {1, . . . , N}

называем множество точек x ∈ R
n, для каждой из которых существуют x[0], u[·] и A[·], удо-

влетворяющие (1.2)–(1.4) и порождающие решение x[·] системы (1.1) такое, что x[k] = x.
Полезно рассматривать также множества достижимости Z[k] системы (1.1), (1.3)–(1.7):

µ[j] = µ[j−1]− ‖u[j]‖∞, j = 1, . . . , N ; (1.5)

µ[j] ≥ 0, j = 1, . . . , N ; (1.6)

z[0] = {x[0], µ[0]} ∈ Z0 (Z0 ⊂ R
n × [0, µ0]) (1.7)

в “расширенном” пространстве точек z = {x, µ} = (x⊤, µ)⊤ ∈ R
n+1, где µ соответствует теку-

щему резерву u и удовлетворяет фазовым ограничениям (1.6), которые накладываются вместо
интегральных ограничений на u из (1.2).

Множеством достижимости Z[k] = Z(k, 0,Z0) системы (1.1), (1.3)–(1.7) в момент k ∈
{1, . . . , N} называем множество точек z = {x, µ} ∈ R

n+1, для каждой из которых существуют
такие z[0] = {x[0], µ[0]}, u[·] и A[·], удовлетворяющие (1.3), (1.4), (1.7), что порождаемое ими в
силу (1.1), (1.5) решение z[·] = {x[·], µ[·]} будет удовлетворять условиям z[k] = z и (1.6).

Для выявления связи между МД Z[k] и МД X [k] далее обычно будем полагать, что

Z0 = X0 × [0, µ0] = {z = {x, µ}| x ∈ X0, µ ∈ [0, µ0]}. (1.8)

Многозначные функции X [k], k = 1, . . . , N , и Z[k], k = 1, . . . , N , известны как трубки
достижимости X [·] и Z[·].

Напомним определения объектов, которые будем использовать ниже.

Параллелепипедом P(p, P , π) ⊂ R
n называем множество P = P(p, P , π)

def
= {x | x = p +

∑n
i=1 p

iπiξi, ‖ξ‖∞ ≤ 1}, где p ∈ R
n; P = {pij} = {pi} ∈ R

n×n — неособая матрица (detP 6= 0) со

столбцами pi единичной длины (условие нормировки ‖pi‖2 = 1 может быть опущено с целью
упрощения формул); π ∈ R

n, π ≥ 0. Можно сказать, что p — центр параллелепипеда, P —
матрица ориентации, pi — направления, πi — величины его “полуосей”.

Параллелотопом P[p, P̄ ] ⊂ R
n называем множество P = P[p, P̄ ]

def
= {x | x = p + P̄ ζ,

‖ζ‖∞ ≤ 1}, где p ∈ R
n, а матрица P̄ = {p̄i} ∈ R

n×m, m ≤ n. Называем параллелотоп P
невырожденным, если m = n и det P̄ 6= 0.

Каждый параллелепипед P(p, P , π) — это параллелотоп P[p, P̄ ] с P̄ = P diag π; каждый
невырожденный параллелотоп — это параллелепипед с P = P̄ , π = e.

Далее, как правило, считаем выполненным следующее предположение.

Предположение 1. Множество X0 — это параллелепипед : X0 = P0 = P(p0, P0, π0) =
P[p0, P̄0] ⊂ R

n, а конусы K[j] таковы, что параллелепипедами являются множества

R[j]
def
= C ∩ K[j], C = P(0, I, e) ⊂ R

nu . (1.9)

Здесь C — единичный куб в R
nu с центром в нуле. При этом МД X [k] и Z[k], вообще говоря,

не являются параллелепипедами, а их точное построение оказывается непростой задачей.
Работа посвящена описанию МД X [k] и Z[k] и нахождению двусторонних полиэдральных

оценок P±[k] и Π
±[k] простой формы для X [k] и Z[k] и, следуя подходу из [3; 7], описанию
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целых семейств таких оценок. Введение данных семейств позволяет более точно оценить МД
в виде пересечения нескольких внешних оценок и объединения нескольких внутренних.

Для оценивания Z[k] используем класс политопов Π = Π ({Pb, 0}, {Pt, µt}) ⊂ R
n+1 специ-

ального типа [13], которые называем Π -политопами и которые определяются своими “ниж-
ним” и “верхним” µ-сечениями Pb и Pt посредством операции выпуклой оболочки, где выше-
упомянутые сечения — это либо параллелепипеды с одинаковыми матрицами ориентации, либо
одинаковые параллелотопы (в последнем случае назовем такой Π -политоп Π -цилиндром):

Π = Π ({Pb, 0}, {Pt, µt})
def
= co ({Pb, 0} ∪ {Pt, µt}), µt ≥ 0,

Pb = P (pb, P b, πb), Pt = P (pt, P t, πt), P b = P t = P

или Pb = Pt = P[pt, P̄ t].

(1.10)

Оценки Π
±[k] для Z[k] позволят найти оценки для X [k] в форме параллелотопов и парал-

лелепипедов: P−[k] ⊆ X [k] ⊆ P+[k], P−[k] = P[p−[k], P̄−[k]], P+[k] = P(p+[k], P+[k], π+[k]).
Иногда будем считать выполненным следующее предположение.

Предположение 2. Все матрицы Ã[j] из ограничения (1.4) — неособые, т. е. det Ã[j] 6=
0, j = 1, . . . , N .

2. Точное описание множеств достижимости X [k] и Z[K]

Рассуждения, аналогичные [8, с.18–19], показывают, что МД Z[k] обладают полугрупповым
свойством:

Z(k, 0,Z0) = Z(k, i,Z(i, 0,Z0)), ∀k, i : 0 ≤ i ≤ k ≤ N, (2.1)

где через Z(k, i,Zi) обозначено МД в момент k ∈ {i, . . . , N} системы (1.1), (1.3)–(1.7), рассмат-
риваемой при j = i, . . . , N с начальными условиями z[i] = {x[i], µ[i]} ∈ Zi.

Удобно искать МД Z[k] в виде объединения их µ-сечений X (µ, k):

Z[k] =
⋃

0≤µ≤µt[k]

{X (µ, k), µ}. (2.2)

Свойство (2.1) позволяет получить рекуррентные соотношения для Z[k], по форме на-
поминающие соотношения [13, (2.4)] для МД линейных систем, но пригодные для систем с
неопределенностями в матрицах (1.4). В этих соотношениях будут фигурировать ограничен-
ные множества типа

Z =
⋃

0≤µ≤µt

{X (µ), µ} ⊆ R
n+1 (2.3)

и следующие операции с множествами Z ⊆ R
n+1, представленными в виде (2.3):

Z+©v
def
=

⋃

0≤µ≤µt

{X (µ) + v, µ}, ∀v ∈ R
n;

A⊗Z
def
=

⋃

0≤µ≤µt

{A ◦ X (µ), µ};

Z ⊎R
def
= Z̃ =

⋃

0≤µ≤µt

{X̃ (µ), µ}, X̃ (µ) =
⋃

µ≤ζ≤µt

(X (ζ) + (ζ − µ)R), ∀R ⊂ R
n.

(2.4)

Эти операции определяются с помощью операций с множествами в R
n: суммы Минковского

X 1+X 2 def
= {y| y = x1+x2, xk ∈ X k}, объединения множеств X 1∪X 2 и умножения множества

X на интервальную матрицу A = {A|A ≤ A ≤ A} = {A|Abs (A− Ã) ≤ Â}, где Ã = (A+A)/2,

Â = (A−A)/2: A◦X
def
= {y ∈ R

n| y = Ax, A ∈ A, x ∈ X}. Таким образом, первые две операции
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в (2.4) действуют на каждое сечение независимо, а последняя комбинирует операции суммы
Минковского и объединения по сечениям. Операции +© и ⊎ были введены ранее в [13].

Будем говорить, что сечения множества Z ⊆ R
n+1 вида (2.2) не возрастают, если

X (µ1) ⊇ X (µ2) для любых µ1, µ2, таких что 0 ≤ µ1 ≤ µ2 ≤ µt.
Все операции из (2.4) обладают тем полезным свойством, что сохраняют невозрастание

сечений — см. [13, лемма 2.1] и следующую лемму.

Лемма 1. Пусть множество Z имеет вид Z =
⋃

0≤µ≤µt{X (µ), µ} ⊆ R
n+1 и его сечения

не возрастают. Тогда сечения A⊗Z также не возрастают.

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно: если 0 ≤ µ1 ≤ µ2 ≤ µ0, то по условию X (µ1) ⊇ X (µ2),
откуда A ◦ X (µ1) = {Ax| A ∈ A, x ∈ X (µ1)} ⊇ {Ax| A ∈ A, x ∈ X (µ2)} = A ◦ X (µ2). �

Теорема 1. Пусть Z[k] — МД системы (1.1), (1.3)–(1.7) с начальным множеством Z0

типа (2.3) с µt = µ0, причем µ-сечения множества Z0 не возрастают. Тогда Z[k] определя-
ются следующими рекуррентными соотношениями:

Z[k] = (A[k]⊗Z[k−1]+©v[k]) ⊎B[k]R[k], k = 1, . . . , N ; Z[0] = Z0, (2.5)

и в (2.2) можно положить µt[k] = µ0, k = 1, . . . , N . При выполнении условия (1.8) оказыва-
ется, что X [k] =

⋃

{X (µ, k)| 0 ≤ µ ≤ µ0} = X (0, k), k = 1, . . . , N , т. е. МД X [k] системы
(1.1)–(1.4) совпадают с “нижними” сечениями множеств Z[k], соответствующими µ = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала докажем индукцией по k, что МД Z[k] системы (1.1),
(1.3)–(1.7) с начальным множеством Z0 типа (2.3) с µt = µ0 удовлетворяют соотношениям

Z[k] = (A[k]⊗Z[k−1]+©v[k]) ⊎B[k](∂C ∩ K[k]), k = 1, . . . , N ; Z[0] = Z0. (2.6)

Пусть Z[k] — МД системы (1.1), (1.3)–(1.7), представленные в виде (2.2). Обозначим Z∗[k] =
⋃

0≤µ≤µ∗[k]{X
∗(µ, k), µ} = (A[k] ⊗ Z[k−1]+©v[k]) ⊎ B[k](∂C ∩ K[k]), µ∗[k] = µ0. Примем Z∗[0] =

Z[0] = Z0. Предположим, что доказали µt[k−1] = µ0 и Z∗[k−1] = Z[k−1], и докажем такие же
равенства для k, установив два противоположных включения.

Согласно определениям используемых операций и равенству Z∗[k−1] = Z[k−1] сечение
множества Z∗[k], соответствующее фиксированному µ, имеет вид

X ∗(µ, k) =
⋃

µ≤ζ≤µt[k−1](=µ0)

(A[k] ◦ X (ζ, k−1) + v[k] + (ζ − µ)B[k](∂ C ∩ K[k])). (2.7)

Пусть z = {x, µ} ∈ Z[k]. Ввиду полугруппового свойства (2.1) при i = k−1 эта точка получена
из некоторой точки z[k−1] = {x[k−1], µ[k−1]} ∈ Z[k−1] в силу системы (1.1), (1.3)–(1.6), т. е.
найдутся такие A[k] ∈ A[k] и u[k] ∈ K[k], что x = A[k]x[k−1] + B[k]u[k] + v[k], µ = µ[k−1] −
‖u[k]‖∞, и, значит, −µ + µ[k−1] = ‖u[k]‖∞ ≥ 0. При этом u[k] удовлетворяет u[k] ∈ (µ[k−1] −
µ)∂ C ∩ K[k] = (µ[k−1] − µ)(∂ C ∩ K[k]), поскольку K[k] — конус. Итак, нашлись A[k] ∈ A[k]
и ζ = µ[k−1], где µ ≤ ζ = µ[k−1] ≤ µt[k−1] = µ0, так что, действительно, вышеупомянутую
точку x можно представить в виде одной из точек множества X ∗(µ, k). Получили Z[k] ⊆ Z∗[k].

Обратно, пусть z = {x, µ} ∈ Z∗[k], т. е. в силу (2.7) найдутся A[k] ∈ A[k], x[k−1] ∈ X (ζ, k−1)
и u∗[k], удовлетворяющее u∗[k] ∈ (ζ−µ)∂ C и u∗[k] ∈ K[k], такие что x = A[k]x[k−1]+B[k]u∗[k]+
v[k], µ ≤ ζ ≤ µt[k−1] = µ0. Включение u∗[k] ∈ (ζ − µ)∂ C означает, что ‖u∗[k]‖∞ = ζ − µ, т. е.
µ = ζ − ‖u∗[k]‖∞. Таким образом, можем считать, что точку z = {x, µ} ∈ Z∗[k] получили из
точки {x[k−1], µ[k−1]} ∈ Z[k−1] с µ[k−1] = ζ ∈ [µ, µt[k−1]] с соблюдением всех условий (1.1),
(1.3)–(1.6), т. е. Z∗[k] ⊆ Z[k]. Желаемое равенство Z[k] = Z∗[k] доказано.

Из (2.6) и определения операций (2.4) следует, что все µt[k] = µt[0] = µ0.
Невозрастание сечений Z[k] выводим из свойств операций, участвующих в (2.6) (см. лем-

му 1 и [13, лемма 2.1]). Отсюда же, с учетом того что K[k] — конусы, ввиду [13, лемма 2.2]
вытекает эквивалентность соотношений (2.5) и (2.6).
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Осталось проверить утверждения про множества X [k].

Пусть x ∈ X [k]. Тогда существуют x[0], A[·] и u[·], удовлетворяющие (1.1)–(1.4) и порожда-
ющие траекторию x[·] с x[k] = x. Введем для нее соответствующую функцию µ[·] по правилу
(1.5) с µ[0] = µ0. Тогда µ[k] = µ0 −

∑k
j=1 ‖u[j]‖∞ ≥ 0, где выполнение условий µ[j] ≥ 0,

j = 1, . . . , k (т. е. фазовых ограничений (1.6)) обеспечивается интегральным ограничением из
(1.2). Получаем {x[k], µ[k]} ∈ Z[k] и, ввиду представлений (2.2), x[k] ∈ X (µ[k], k). Отсюда
x[k] ∈

⋃

0≤µ≤µ0
X (µ, k) ⊆ X (0, k) (последнее — с учетом невозрастания сечений Z[k]).

Пусть, наоборот, x ∈ X (µ, k) при некотором µ ∈ [0, µ0]. Значит, имеется траектория
{x[·], µ[·]} системы (1.1), (1.3)–(1.7) такая, что µ = µ[k], x = x[k] ∈ X (µ[k], k), причем для соот-
ветствующего u[·] получаем в силу (1.5) и (1.6), что

∑k
j=1 ‖u[j]‖∞ = µ[0]−µ[k] ≤ µ[0] ≤ µ0. По-

лагая u[j] = 0 для j > k, условие на u[·] из (1.2) можно считать выполненным. Согласно опре-
делению множества Z[k] и начальному условию (1.8) имеем x[0] ∈ X0. Поскольку выполнены
все условия (1.1)–(1.4), получаем x = x[k] ∈ X [k]. Следовательно, доказали, что X (µ, k) ⊆ X [k],
и, в связи с произвольностью µ ∈ [0, µ0], что X (0, k) ⊆ X [k] и

⋃

0≤µ≤µ0
X (µ, k) ⊆ X [k]. �

Заметим, что множества Z[k] и X [k] могут быть невыпуклы ввиду присутствия операций
⊗ и ◦ преобразования множеств с помощью интервальных матриц (см. [18]).

3. Элементарные оценки

При построении оценок Π
±[k] для Z[k] и P±[k] для X [k] мы используем свойства операций с

множествами, упомянутых в разд. 2, и элементарные полиэдральные оценки для результатов
таких операций. В [13; 18] указаны способы построения ряда элементарных оценок. Кратко
напомним их.

Опорные функции параллелепипеда и параллелотопа вычисляются по следующим форму-
лам: ρ(l|P(p, P, π)) = l⊤p+ (Abs (l⊤P ))π, ρ(l|P[p, P̄ ]) = l⊤p+ (Abs (l⊤P̄ ))e.

В ряде случаев полезно использовать эквивалентное представление параллелепипеда P =

P(p, P , π): P = P (P, γ(−), γ(+)) = {x | γ(−) ≤ P−1x ≤ γ(+)}, где γ
(±)
i = ±ρ(±(P−1)⊤ei|P ), i =

1, . . . , n, и имеются следующие связи между параметрами, определяющими параллелепипед:
γ(±) = P−1p± π; p = P (γ(−) + γ(+))/2, π = (γ(+) − γ(−))/2.

Афинное преобразование параллелотопа — это параллелотоп: AP[p, P̄ ]+a = P[Ap+a,AP̄ ]
для A ∈ R

n×r, p ∈ R
r, P̄ ∈ R

r×r, a ∈ R
n; AP(p, P , π) = P(Ap,AP, π), если detA 6= 0.

Рассмотрим способы построения элементарных внешних оценок и начнем с оценок в R
n.

Определяем P как внешнюю (внутреннюю) оценку множества Q ⊂ R
n, если Q ⊆ P

(P ⊆ Q). Оценку называют тугой (в направлении l) [3, с. 91], если ρ(±l|P ) = ρ(±l|Q). На-
зываем параллелепипед P (p+, P+, π+) внешней касающейся оценкой для Q и обозначаем ее
как P

+
P+(Q), если она является тугой в направлении n следующих векторов (определяющих

нормали к граням параллелепипеда): li = (P+)−1⊤ei, i = 1, . . . , n.

Касающаяся оценка P
+
P+(Q) для Q с заданной матрицей ориентации P+ строится на основе

значений опорной функции для Q: P+
P+(Q) = P (P+, γ+(−), γ+(+)), γ

+(±)
i = ±ρ(±(P+)−1⊤ei|Q).

Матрицы P+ выступают как параметр, определяющий семейство оценок.

Касающиеся оценки для суммы двух параллелепипедов находятся по явной формуле:
P

+
P+(

∑2
k=1P(pk, P k, πk)) = P(

∑2
k=1 p

k, P+,
∑2

k=1(Abs ((P
+)−1P k))πk), а для параллелотопов

P
+
P+(

∑2
k=1P[pk, P̄ k]) = P[

∑2
k=1 p

k, P+diag (
∑2

k=1(Abs ((P
+)−1P̄ k)) e)] .

Оценки P
+
P+(P

1∪P2) для объединения параллелотопов Pk = P[pk, P̄ k] определяются фор-

мулой, вытекающей из соотношения ρ(l| P1 ∪ P2) = max1≤k≤2 ρ(l| P
k):

P
+
P+(P

1∪P2) = P (P+, γ+(−), γ+(+)), γ+(±) = ± max
1≤k≤2

{±(P+)−1pk+(Abs ((P+)−1P̄ k))e}. (3.1)

Для нахождения оценки P
+
P+(Q) для Q = A ◦ P , где A — интервальная матрица, P —
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параллелепипед, применимо любое из двух следующих выражений для опорной функции [18]:

ρ(l|Q) = max
x∈E(P)

{l⊤Ãx+ (Abs l)⊤Â(Absx)}, ρ(l|Q) = max
A∈E(A)

{l⊤Ap + (Abs (l⊤AP ))π}, (3.2)

где E(P) и E(A) обозначают множества всех вершин P и A, (т. е. множество точек p +
∑m

i=1 p
iπiξi с ξi ∈ {−1, 1} и множество матриц с элементами aji ∈ {aji , a

j
i}).

Перейдем к построению элементарных внешних оценок в R
n+1 в виде Π -политопов.

Лемма 2. Пусть Z = co (Zb ∪ Zt), где Zb = {X b, 0}, Zt = {X t, µt}, а X b и X t выпуклы.
Тогда Z =

⋃

0≤α≤1(αZ
t+(1−α)Zb) =

⋃

0≤µ≤µt{X (µ), µ}, где X (µ) = αX t+(1−α)X b, α = µ/µt.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если z ∈ αZt+(1−α)Zb при α ∈ [0, 1], то, очевидно, z ∈ Z.
Пусть, наоборот, z ∈ Z, т. е. z =

∑m
i=1 λiz

i +
∑l

i=m+1 λiz
i, где все λi ≥ 0;

∑l
i=1 λi = 1; zi ∈ Zt,

i = 1, . . . ,m; zi ∈ Zb, i = m+1, . . . , l. Положим α =
∑m

i=1 λi. Если α 6= 0 и α 6= 1, то получим

z = αzt+(1−α)zb, где zt =
∑m

i=1 λiz
i/(

∑m
i=1 λi) ∈ Zt, zb =

∑l
i=m+1 λiz

i/(
∑l

i=m+1 λi) ∈ Zb.

Если α = 1, то
∑l

i=m+1 λi = 0 и z =
∑m

i=1 λiz
i ∈ Zt, Аналогично z ∈ Zb при α = 0. �

Из [13, следствие 3.1] вытекают следующие, более детальные, представления Π -политопа.

Следствие 1. Для Π -политопа (1.10) с параллелепипедозначными сечениями имеем

Π =
⋃

0≤µ≤µt

{P (µ), µ}, P (µ) = P (p(µ), P, π(µ)) = P (P, γ(−)(µ), γ(+)(µ)),

p(µ) = αpt + (1−α)pb, π(µ) = απt + (1−α)πb, γ(±)(µ) = αγ(+)t + (1−α)γ(+)b, α = µ/µt;

ρ(l|P (µ)) = αρ(l|Pt) + (1− α)ρ(l|Pb), α = µ/µt, ∀ l ∈ R
n,

где использованы обозначения для представлений P i = P (P, γ(−)i, γ(+)i), i = b, t.

Для ограниченного множества Z ⊂ R
n вида (2.3) и фиксированной неособой матрицы

P+ ∈ R
n×n можно построить Π -политоп Π

+ вида

Π
+ = Π

+
P+(Z)

def
= Π ({P+b, 0}, {P+t, µ+t}), P+b = P

+
P+(X

b), P+t = P
+
P+(X

t), µ+t = µt,
(3.3)

где X i = X (µi), i = b, t, — соответствующие µ-сечения Z, а P
+
P+(X

i) — внешние касающиеся
оценки для них. При этом Π

+ не обязательно оказывается внешней оценкой для Z.
Называем Π -политоп внешней касающейся оценкой для Z ⊂ R

n+1, если Z ⊆ Π и все
µ-сечения политопа Π являются касающимися оценками для µ-сечений множества Z.

Лемма 3. Пусть Z = co (Zb ∪ Zt) ограничено и выполнены условия леммы 2. Тогда Π -
политоп вида (3.3) является внешней касающейся оценкой для Z при любой матрице ориен-
тации P+. При этом если X b ⊇ X t, то µ-сечения Z и Π

+ не возрастают.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу леммы 2, свойств опорных функций и следствия 1 имеем
для µ-сечений X (µ) и P+(µ) множеств Z и Π

+ для любого l ∈ R
n: ρ(l|X (µ)) = αρ(l|X t) +

(1−α)ρ(l|X b) ≤ αρ(l|P+t) + (1−α)ρ(l|P+b) = ρ(l|P+(µ)), т. е. Z ⊆ Π
+. Обозначим значения

опорной функции произвольного множества X ⊂ R
n на векторах ±(P+)−1⊤ei через ρ±i (X ).

Тогда в силу того что P+b и P+t — касающиеся оценки для X b и X t, получаем ρ±i (X (µ)) =
αρ±i (X

t) + (1−α)ρ±i (X
b) = αρ±i (P

+t) + (1−α)ρ±i (P
+b) = ρ±i (P

+(µ)), т. е. Π
+ — касающаяся

оценка для Z. Из вышеприведенных выражений видно, что ρ(l|X (µ)) и ρ(l|P+(µ)) являются
линейными функциями по µ (т.к. α = µ/µt). При этом если X b ⊇ X t, то производная по µ

неположительна:
d

dµ
ρ(l|X (µ)) = (1/µt)(ρ(l|X t)− ρ(l|X b)) ≤ 0, т. е. функция не возрастает при

любом l и выпуклые µ-сечения Z не возрастают. Аналогичное заключение делаем относительно
невозрастания сечений Π

+, поскольку здесь все определяется только значениями ρ±i (P
+(µ)),

i = 1, . . . , n, а
d

dµ
ρ±i (P

+(µ)) = (1/µt)(ρ±i (X
t)− ρ±i (X

b)) ≤ 0. �
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Лемма 4. Пусть Z = co (Zb ∪ Zt) =
⋃

0≤µ≤µt{X (µ), µ}, где Zb={X b, 0}, Zt={X t, µt},

множества X b и X t выпуклы, и пусть R ⊂ R
n — произвольное выпуклое множество. Тогда

множество Z̃ = Z ⊎R из (2.4), множество Ẑ
def
=

⋃

0≤µ≤µt{X̂ (µ), µ}, X̂ (µ) = co (X (µ)∪ (X t +

(µt−µ)R)) и множество Ž
def
= co (Žb∪Žt) = co ({co (X b∪(X t+µtR)), 0}∪{X t , µt}) совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проверим, что Ẑ ⊆ Z̃, Ž ⊆ Z̃. Очевидно, X (µ) ∪ (X t + (µt −
µ)R) ⊆ X̃ (µ). Поскольку Z̃ при наших предположениях выпукло (см. [13, лемма 2.3]), имеем
X̂ (µ) = co (X (µ)∪ (X t +(µt −µ)R)) ⊆ co X̃ (µ) = X̃ (µ), откуда Ẑ ⊆ Z̃. С учетом выпуклости Ž
и совпадения верхних и нижних µ-сечений Ž и Ẑ получаем Ž = co Ž ⊆ co Ẑ ⊆ co Z̃ = Z̃.

Проверим, что Z̃ ⊆ Ẑ. Пусть x ∈ X̃ (µ), т. е. найдутся такие ζ ∈ [µ, µt], x0 ∈ X (ζ), x1 ∈ R,
что x = x0 + (ζ − µ)x1. В силу леммы 2 найдутся x2 ∈ X t и x3 ∈ X b такие, что можем
записать x = (ζ/µt)x2 + ((µt− ζ)/µt)x3 +(ζ −µ)x1. Обозначим α = (ζ −µ)/(µt −µ). Очевидно,
α ∈ [0, 1]. Элементарными выкладками проверяется, что можно представить x в виде x = x̃,
где x̃ = (1 − α)x̃3 + αx̃2, x̃3 = (µ/µt)x2 + ((µt − µ)/µt)x3, x̃2 = x2 + (µt − µ)x1. Но, очевидно,
x̃2 ∈ X t+(µt−µ)R, а x̃3 ∈ X (µ) в силу леммы 2. Поэтому x ∈ co (X (µ)∪(X t+(µt−µ)R)) = X̂ (µ).

Убедимся, что Z̃ ⊆ Ž. Пусть z = {x, µ} ∈ Z̃, т. е. µ ∈ [0, µt], а x ∈ X̃ (µ) = X̂ (µ) (использо-
вали уже доказанное равенство Z̃ = Ẑ). Значит, найдутся такие xµ ∈ X (µ), x1,t ∈ X t, xR ∈ R
и β ∈ [0, 1], что x = βxµ + (1− β)(x1,t + (µt −µ)xR). В силу леммы 2 точка zµ = {xµ, µ} может
быть представлена в таком виде, что xµ = αx2,t+(1−α)x2,b, µ = αµt, где x2,t ∈ X t, x2,b ∈ X b,
α ∈ [0, 1]. Тогда получается, что x = β(αx2,t + (1 − α)x2,b) + (1 − β)(x1,t + µt(1 − α)xR) =
(1−β)(1−α)(x1,t +µtxR)+β(1−α)x2,b +α(βx2,t +(1−β)x1,t) (добавили и вычли (1−β)αx1,t

и перегруппировали члены). Вводя новые обозначения, имеем x = (1 − α)x̌b + αx3,t, где
x̌b = βx2,b + (1 − β)(x1,t + µtxR) ∈ X̌ b = co (X b ∪ (X t + µtR)), x3,t = βx2,t + (1 − β)x1,t ∈ X t.
Учитывая, что α = µ/µt, получаем z = {x, µ} ∈ co ({co (X b ∪ (X t+µtR)), 0}∪{X t , µt}) = Ž . �

Утверждение 1. Пусть Z = co ({X b, 0}∪{X t, µt}), µt ≥ 0, Z̃ = Z⊎R, и множества X b,
X t,R ⊂ R

n ограничены и выпуклы. Тогда Π -политоп Π
+ = Π

+
P+(Z̃), построенный для Z̃ по

формулам (3.3), является внешней касающейся оценкой для Z ⊎R при любой неособой мат-
рице ориентации P+ и имеем P+t = P

+
P+(X

t), µ+t = µt, P+b = P
+
P+(X

b ∪ (X t + µtR)). Если

вдобавок X b ⊇ X t либо 0 ∈ R, то сечения множеств Z̃ и Π
+
P+(Z̃) будут невозрастающими.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказанное в лемме 4 равенство Z̃ = Ž дает указанную выше
формулу для P+b и с учетом леммы 3 обеспечивает, что Π

+ является внешней касающейся
оценкой для Z̃. Невозрастание сечений следует из второй части леммы 3 ввиду включений
X̃ t ⊆ X̃ b, вытекающих из наложенных условий, поскольку при X b ⊇ X t имеем X̃ t = X t ⊆
X b ⊆ co (X b ∪ (X t + µtR)) = X̃ b, а при 0 ∈ R, очевидно, X̃ t = X t ⊆ X t + µtR ⊆ X̃ b. �

Применяя следствие 1, формулы для опорной функции параллелепипеда и (3.1), получаем

Следствие 2. Пусть Π — это Π -политоп (1.10) с параллелепипедозначными сечениями,
B ∈ R

n×m и R = P(r,R, ρ) — параллелепипед в R
m. Тогда внешней касающейся оценкой для

Π ⊎ BR с произвольной матрицей ориентации P+ является политоп Π
+ = Π

+
P+(Π ⊎BR),

построенный по правилу (3.3), причем его сечения определяются формулами

P+(µ) = P (P+, γ+(−)(µ), γ+(+)(µ)), 0 ≤ µ ≤ µt,

γ
+(±)
i (µ) =







α(Dpt ± Cπt)i+(1−α)(Dpb ± Cπb)i, если (Dpb ± Cπb)i(
≥

≤
)(Dpt ± Cπt+µth(±))i,

(Dpt ±Cπt)i+(µt−µ)h
(±)
i в противных случаях, i = 1, . . . , n,

где α = µ/µt, D = (P+)−1, C = Abs (DP ), h(±) = d± f , d = DBr, f = Abs (DBR)ρ.

З а м е ч а н и е 1. Формулы для внешней оценки Π
+=Π

+
P+(Π ⊎BR) из следствия 2 выте-

кают также из [13, лемма 3.3]. Однако лемма 4 может быть полезна при построении не только
полиэдральных оценок (как в утверждениях 1 и 4), но и других, например эллипсоидальных.
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Утверждение 2. Пусть Z = A ⊗ Π , где A — интервальная матрица, Π — это Π -
политоп (1.10) с параллелепипедозначными сечениями, и пусть P+ — произвольная неособая
матрица. Тогда внешняя для Z оценка может быть найдена по правилу Π

+ = Π
+
P+(A⊗Π )

из (3.3) :

Π
+ = Π

+
P+(A⊗ Π ) = Π ({P+b, 0}, {P+t , µ+t}), µ+t = µt,

P+i = P
+
P+(A ◦ P i) = P (P+, γ+(−)i, γ+(+)i), i = b, t,

где векторы γ+(±)i, i = b, t, находятся с использованием любой из следующих двух формул,
которые следует понимать покомпонентно:

γ+(±)i = ±maxx∈E(P i){±(P+)−1Ãx+ (Abs (P+)−1)Â(Absx)};

γ+(±)i = ±maxA∈E(A){±(P+)−1Api + (Abs ((P+)−1AP ))πi}.
(3.4)

Если вдобавок Pb ⊇ Pt, то µ-сечения Π -политопа Π
+ будут невозрастающими.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Формулы (3.4) вытекают из (3.2) при l = ±((P+)−1)⊤ei.

Ввиду следствия 1 для проверки включения Z ⊆ Π
+ достаточно установить, что при лю-

бом µ ∈ [0, µt] имеем P̃(µ)
def
= P

+
P+(A◦P (µ)) ⊆ P+(µ) (т.к. A◦P (µ) ⊆ P̃(µ)) или, с учетом пред-

ставлений P̃(µ) = P (P+, γ̃(−)(µ), γ̃(+)(µ)), P+(µ) = P (P+, γ+(−)(µ), γ+(+)(µ)), что γ̃(+)(µ) ≤
γ+(+)(µ) и γ̃(−)(µ) ≥ γ+(−)(µ) при любом µ ∈ [0, µt]. Убедимся в выполнении первого неравен-
ства. Для вычисления γ̃(±)(µ) и γ+(±)(µ) будет удобно использовать вторую из формул (3.2). С
учетом следствия 1 имеем γ̃(±)(µ) = ±maxA∈E(A){±(P+)−1Ap(µ) + (Abs ((P+)−1AP ))π(µ)} =

±maxA∈E(A){±(P+)−1A(αpt + (1−α)pb) + (Abs ((P+)−1AP ))(απt + (1−α)πb)}, α = µ/µt. Вво-
дя обозначения f i(A) = (P+)−1Api + (Abs ((P+)−1AP ))πi, i = b, t, и используя очевид-
ные соотношения для функций типа maxx∈X (f

1(x) + f2(x)) ≤ maxx∈X f1(x) + maxx∈X f2(x);
maxx∈X (αf

1(x)) = αmaxx∈X f1(x), ∀α ≥ 0, а также неравенства 0 ≤ α = µ/µt ≤ 1 при
µ ∈ [0, µt], получаем γ̃(+)(µ) = maxA∈E(A){αf

t(A) + (1 − α)fb(A)} ≤ αmaxA∈E(A) f
t(A) + (1 −

α)maxA∈E(A) f
b(A). Но в силу следствия 1 и второй из формул (3.4) правая часть последнего

неравенства совпадает с γ+(+)(µ). Неравенство γ̃(+)(µ) ≤ γ+(+)(µ) доказано. Второе неравен-
ство γ̃(−)(µ) ≥ γ+(−)(µ) проверяется аналогично.

Невозрастание сечений Π
+ следует из второй части леммы 3 (в которой взято Z=Π

+)
ввиду включения P+b ⊇ P+t, вытекающего из леммы 1 и определения касающейся оценки. �

З а м е ч а н и е 2. Как видно из доказательства утверждения 2, внешние оценки
Π

+
P+(A⊗Π ) не обязаны быть касающимися для A⊗Π (в отличие от P

+
P+(A◦P ) и Π

+
P+(Π ⊎R)).

Рассмотрим способы построения внутренних оценок и опять начнем с оценок в R
n.

Введем множество матриц Gr×n = {Γ={γβα}∈Rr×n | ‖Γ‖≤1}, где ‖Γ‖ = max1≤α≤r
∑n

β=1 |γ
β
α|.

Пусть Pk = P[pk, P̄ k], k = 1, 2, P̄ 1 ∈ R
n×n, P̄ 2 ∈ R

n×r. Внутренние параллелотопозначные

оценки для Q = P1 + P2 могут быть найдены в виде P
−
Γ1,Γ2(Q)

def
= P[p1+p2, P̄ 1Γ1+P̄ 2Γ2],

где Γ1, Γ2 — произвольные матрицы, удовлетворяющие условиям Γ1 ∈ Gn×n, Γ2 ∈ Gr×n (см.
лемму 3.1 в ссылке [14] из работы [13]).

Семейство внутренних для Q = A◦P оценок, включающее введенные ранее в [18;21], дает
следующее утверждение.

Утверждение 3. Пусть P = P[p, P̄ ], где P̄ ∈ R
n×n, и A —интервальная матрица.

Пусть Γ1,Γ2 — произвольные матрицы, удовлетворяющие Γ1,Γ2 ∈ Gn×n, J = {j1, . . . , jn} —
произвольная перестановка чисел {1, . . . , n}, а параллелотоп P− определяется формулами

P− = P
−
J,Γ1,Γ2(A ◦ P )

def
= P[Ãp, ÃP̄Γ1 + (diag ν)Γ2],

νi = âjii ηji , i = 1, . . . , n, η = max{0,Abs p−Abs (P̄Γ1) e}.
(3.5)
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Тогда P− ⊆ A◦P . Если det Ã 6= 0, det P̄ 6= 0, а Γ1 и Γ2 взяты в виде Γ1 = Γ, Γ2 = (diag β) ÃP̄Γ,

где βi = (ei
⊤
Abs (ÃP̄Γ) e)−1, i = 1, . . . , n, а матрица Γ ∈ Gn×n является неособой (det Γ 6= 0),

то P− оказывается невырожденным параллелелепипедом, совпадающим с [18, (5)].

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится по схеме из [21, утверждение 1] и [18, теорема 1] с
необходимыми модификациями. �

Несложно привести пример того, что введение независимого параметра Γ2 позволяет при
некоторых предположениях построить невырожденный P− вида (3.5) при вырожденном P .

Внутренние элементарные оценки для множеств в R
n+1 будем строить в виде Π -цилиндров.

Утверждение 4. Пусть Π = Π ({Pb, 0}, {Pt , µt}) — это Π -цилиндр с одинаковыми па-
раллелотопозначными сечениями Pb = Pt = P[pt, P̄ t], а P = P[p, P̄ ] — параллелотоп с P̄ ∈
R
n×r, такой что 0 ∈ P . Тогда внутренней оценкой для Π ⊎P служит любой Π -цилиндр вида

Π
− = Π

−
h,Γ1,Γ2(Π ⊎ P)

def
= Π ({P−b, 0}, {P−t , µ−t}),

µ−t = µt − h, P−b = P−t = P
−
Γ1,Γ2(P

t + hP ) = P[pt + hp, P̄ tΓ1 + hP̄Γ2],
(3.6)

соответствующий допустимым значениям параметров h ∈ [0, µt], Γ1 ∈ Gn×n и Γ2 ∈ Gr×n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя лемму 4 к Π -цилиндру Π =
⋃

0≤µ≤µt{P (µ), µ} с Pb =

Pt, получаем следующие равенства и включения для µ-сечений X̂ (µ) множества Π ⊎ P = Ẑ :
X̂ (µ) = co (P(µ)∪ (P(µt)+(µt−µ)P)) = co (Pt∪ (Pt+(µt−µ)P)) = Pt+(µt−µ)P ⊇ Pt+hP ⊇
P[pt+hp, P̄ tΓ1+hP̄Γ2]. Здесь были последовательно учтены условия Pb = Pt, 0 ∈ P , µ ≤ µt−h
и использована указанная выше внутренняя оценка для Pt + hP. �

Утверждение 5. Пусть Π = Π ({Pb, 0}, {Pt , µt}) — это Π -цилиндр с Pb = Pt, а A —
интервальная матрица. Тогда внутренней оценкой для A⊗ Π служит любой Π -цилиндр

Π
− = Π

−
J,Γ1,Γ2(A⊗ Π )

def
= Π ({P−b, 0}, {P−t , µ−t}), µ−t = µt, P−b = P−t = P

−
J,Γ1,Γ2(A ◦ Pt),

(3.7)
где фигурирует внутренняя оценка для A ◦ Pt из утверждения 3, а J и Γ1,Γ2 ∈ Gn×n —
произвольные значения описанных там допустимых параметров.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из утверждения 3 и равенства всех µ-сечений Π . �

З а м е ч а н и е 3. Оценки (3.5) обладают тем свойством, что в случае P ∋ 0 получается
ν = η = 0, т. е. фактически не используется то, что матрица A — интервальная. В таком случае
может быть полезнее использовать так называемые простые оценки P

−
A(A ◦ P ) из [18] вида

P
−
A(A◦P ) = AP = P[Ap,AP̄ ], где A ∈ A, и вместо (3.7) строить внутренние оценки для A⊗Π

в виде Π -цилиндров вида

Π
− = Π

−
A(A⊗Π )

def
= Π ({P−b, 0}, {P−t , µ−t}), µ−t = µt,P−b = P−t = P

−
A(A◦Pt) = P[Apt, AP̄ t],

(3.8)
где параметром служит A ∈ A. Напомним, что максимальные по объему простые оценки
P

−
A(A◦P ) могут быть найдены среди оценок, соответствующих вершинам интервальной мат-

рицы A, а именно maxA∈A vol (AP) = maxA∈E(A) vol (AP) = maxA∈E(A) |detA| · volP [18].

4. Полиэдральные оценки множеств достижимости Z[k] и X [k]

Базируясь на введенных элементарных оценках, опишем способы построения полиэдраль-
ных оценок множеств достижимости. Начнем с внешних оценок, предложенных в [19].
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Теорема 2. Пусть Z[k] — множества достижимости системы (1.1), (1.3)–(1.8) и вы-
полнено предположение 1. Пусть Π -политопы Π

+[k] находятся из следующих соотношений:

Π
1+[k] = Π

+
P+[k]

(A[k] ⊗ Π
+[k−1])+©v[k], k = 1, . . . , N ; Π

+[0] = P0 × [0, µ0];

Π
+[k] = Π

+
P+[k]

(Π 1+[k] ⊎B[k]R[k]), k = 1, . . . , N,
(4.1)

которые конкретизируются с помощью формул из утверждения 2 и следствия 2. Тогда поли-
топы Π

+[k] являются внешними оценками для Z[k] (Z[k] ⊆ Π
+[k], k = 1, . . . , N) при любых

неособых матрицах ориентации P+[k] ∈ R
n×n, k = 1, . . . , N . При этом сечения политопов

Π
+[k] и Π

1+[k] не возрастают.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость теоремы вытекает из теоремы 1, утверждений 1
и 2 и монотонности по включению задействованных операций с множествами. �

Следствие 3. Пусть X [k] — множества достижимости системы (1.1)–(1.4) и выпол-
нено предположение 1. Пусть параллелепипеды P+[k] находятся из следующих соотношений:

P0+[k] = P
+
P+[k]

(A[k] ◦ P0+[k−1]) + v[k], k = 1, . . . , N ; P0+[0] = P0;

P+[k] = P
+
P+[k]

((A[k] ◦ P+[k−1] + v[k]) ∪ (P0+[k] + µ0B[k]R[k]))

= P
+
P+[k](P

+
P+[k](A[k] ◦ P+[k−1] + v[k]) ∪ P

+
P+[k](P

0+[k] + µ0B[k]R[k])),

k = 1, . . . , N ; P+[0] = P0.

(4.2)

Тогда они являются внешними оценками для X [k]: X [k] ⊆ P+[k], k = 1, . . . , N , каковы бы ни
были неособые матрицы ориентации P+[k], k = 1, . . . , N .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Включения X [k] ⊆ P+[k] следуют из теорем 1 и 2, поскольку
соотношения (4.2) фактически описывают динамику верхних и нижних сечений политопов из
(4.1): P0+[k] = P+t[k], P+[k] = P+b[k]. При этом второе равенство в выражении для P+[k] в
(4.2) вытекает из равенств типа P

+
P+(P

+
P+(X

1) ∪ X 2) = P
+
P+(X

1 ∪ X 2), которые проверяются
с помощью аппарата опорных функций. �

З а м е ч а н и е 4. Соотношения (4.1) и (4.2) описывают параметризованные семейства
полиэдральных трубок в R

n+1 и R
n соответственно, где параметром служит последователь-

ность матриц ориентации P+[·]. При выполнении предположения 2 матрицы P+[k] могут быть
найдены по аналогии с [13] из соотношений P+[k] = Ã[k]P+[k−1], k = 1, . . . , N ; P+[0] = P , где
P — произвольная неособая матрица; теперь она будет параметром семейства (более узкого).
При этом в случае Â[j] ≡ 0 оценки из (4.1) совпадут с оценками из [13, теорема 4.2] и будут
касающимися для МД Z[k], а параллелепипеды P+[k] из (4.2) будут касающимися оценками
для МД X [k]. Выбор постоянных матриц ориентации P+[k] ≡ P может привести к гораздо
более грубым оценкам ввиду известного в интервальном анализе “эффекта обертывания”.

Обратимся теперь к построению внутренних оценок.
Введем семейство трубок Π

−[·], удовлетворяющих соотношениям

Π
1−[k] = Π

−
J [k],Γ1[k],Γ2[k]

(A[k]⊗ Π
−[k−1]) +©v[k], k = 1, . . . , N ;

Π
−[k] = Π

−
h[k],Γ3[k],Γ4[k]

(Π 1−[k] ⊎B[k]R[k]), k = 1, . . . , N ;

Π
−[0] = P0 × [0, µ0] = Π ({P0, 0},{P0, µ0}),

(4.3)

где параметры J [·],Γ1[·],Γ2[·], h[·],Γ3[·],Γ4[·] отвечают условиям

h[j] ≥ 0, j=1, . . . , N,
N
∑

j=1

h[j] ≤ µ0; Γ1[j],Γ2[j],Γ3[j] ∈ Gn×n, Γ4[j] ∈ Gnu×n, j=1, . . . , N, (4.4)

J [j] — произвольные перестановки чисел {1, . . . , n}; называем такие значения допустимыми.
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Теорема 3. Пусть Z[k] — множества достижимости системы (1.1), (1.3)–(1.8) и
выполнено предположение 1. Пусть Π -цилиндры Π

−[k] находятся из соотношений (4.3),
которые конкретизируются с помощью формул (3.7), (3.5), (3.6). Тогда Π

−[k] являют-
ся внутренними оценками для Z[k] при произвольных допустимых значениях параметров
J [·],Γ1[·],Γ2[·], h[·],Γ3[·],Γ4[·]: Π

−[k] ⊆ Z[k], k = 1, . . . , N .

Д о к а з а т е л ь с т в о аналогично доказательству теоремы 2 с опорой на утвержде-
ния 4 и 5. Выполнение требуемого в утверждении 4 условия 0 ∈ R[k] следует из (1.9). Условия
на h[·] из (4.4) обеспечивают ввиду (3.6), что µ−t[k] ≥ 0, k = 1, . . . , N . �

Следствие 4. Пусть X [k] — множества достижимости системы (1.1)–(1.4) и выпол-
нено предположение 1. Пусть параллелотопы P−[k] находятся из соотношений

P0−[k] = P
−
J [k],Γ1[k],Γ2[k]

(A[k] ◦ P−[k−1]) + v[k], k = 1, . . . , N ;

P−[k] = P
−
Γ3[k],Γ4[k]

(P0−[k] + h[k]B[k]R[k]), k = 1, . . . , N ; P−[0] = P0,
(4.5)

при таких же допустимых значениях параметров J [·],Γ1[·],Γ2[·], h[·],Γ3[·],Γ4[·], как и в тео-
реме 3. Тогда они являются внутренними оценками для X [k]: P−[k] ⊆ X [k], k = 1, . . . , N .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Включения P−[k] ⊆ X [k] вытекают из теорем 1 и 3, поскольку
соотношения (4.5) фактически описывают динамику µ-сечений цилиндров из (4.3): P−[k] =
P−t[k] = P−b[k] (а P0−[k] совпадают с µ-сечениями цилиндров Π

1−[k]).
Можно дать и другое доказательство следствия 4. Действительно, несложно видеть, что

если рассмотреть МД X [k;h[·]] системы (1.1), (1.3), (1.4) с x[0] ∈ X0 и ограничениями на u[·]
вида u[j] ⊆ h[j]R[j], j = 1, . . . , N , то при условиях на h[·] из (4.4) будем иметь X [k;h[·]] ⊆ X [k],
k = 1, . . . , N . Поэтому далее достаточно использовать конструкции для построения внутренних
оценок МД X [k;h[·]] систем с геометрическими ограничениями и элементарные внутренние
оценки в R

n, описанные в разд. 3. �

З а м е ч а н и е 5. Соотношения (4.3) и (4.5) описывают параметризованные семейства
полиэдральных трубок в R

n+1 и R
n соответственно, где параметрами служат функции h[·],

J [·], Γi[·], i = 1, 2, 3, 4. Если при каких-то k ∈ {1, . . . , N} оказывается, что P−t[k] ∋ 0, то ввиду
замечания 3 может быть полезно при таких k вместо формул для Π

1−[k] из (4.3) использовать
формулы

Π
1−[k] = Π

−
A[k](A[k]⊗Π

−[k−1]) +©v[k]

типа (3.8) и, аналогично, вместо формул для P0−[k] из (4.5) использовать формулы

P0−[k] = P
−
A[k](A[k] ◦ P−[k−1]) + v[k],

где матрицы A[k] ∈ A[k] играют роль параметра оценки.

Заключение

Исследована задача достижимости для многошаговых систем с исходно линейной струк-
турой и неопределенностями в начальных условиях, матрицах и аддитивных воздействиях,
причем последние стеснены интегральными ограничениями. Представлены соотношения, обес-
печивающие точное описание множеств достижимости, и предложены способы построения па-
раметризованных семейств внешних и внутренних полиэдральных оценок для них. При этом
рассматриваются не только МД X [k] в исходном пространстве, но и МД Z[k] в “расширен-
ном” пространстве, обладающие важным полугрупповым свойством. Для множеств Z[k] стро-
ятся внешние и внутренние оценки в виде политопов специального типа, которые называем
Π -политопами и Π -цилиндрами. Определенные сечения таких оценок дают внешние парал-
лелепипедозначные и внутренние параллелотопозначные оценки для X [k]. Хотя такие оценки
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могут оказаться несколько грубыми, их можно легко вычислить по явным формулам из си-
стем рекуррентных соотношений, и они могут быть довольно информативными, в то время
как точное построение МД достаточно затруднительно. Введение семейств оценок позволя-
ет более точно оценить МД в виде пересечения нескольких внешних оценок и объединения
нескольких внутренних. В [19] приведен пример построения внешних оценок для двумерной
системы. Примеры численного построения описываемых в статье двусторонних оценок с ис-
пользованием компьютерной графики для того случая и для систем большей размерности
будут представлены в отдельной публикации. Отметим также, что ввиду полугруппового свой-
ства предложенные оценки для Z[k] могут быть модифицированы с целью получения оценок
для МД систем с фазовыми ограничениями и для информационных множеств [2; 3; 7].
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