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Уравнения движения управляемой системы в рассматриваемой двухшаговой задаче на фиксированном
промежутке времени содержат управления либо первого игрока, либо первого и второго игроков, либо
первого и третьего игроков, либо всех игроков одновременно. На первом шаге (этапе) управляемого про-
цесса (от начального момента до некоторого заданного момента) на систему действует управление только
первого игрока, который решает задачу оптимального управления с заданным терминальным функцио-
налом. В начале второго шага (этапа) процесса первый игрок решает, будут ли участвовать в процессе
управления на оставшемся промежутке времени другие игроки или нет. Если да, то участвующие игроки
разыгрывают неантагонистическую дифференциальную игру с заданными терминальными функциона-
лами игроков, причем это может быть игра двух или трех лиц. В игре в качестве решения принимается
равновесие по Нэшу, неулучшаемое по Парето. Если нет, то первый игрок продолжает решать задачу
оптимального управления до окончания процесса.
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Введение

Работа посвящена приложению теории позиционных дифференциальных игр [1; 2] к ана-
лизу одного класса гибридных неантагонистических игр [3–5] и является продолжением ста-
тьи [6], в которой рассматривалась гибридная задача управления с двумя участниками.

Управляемая система описывается обыкновенными дифференциальными уравнениями на
заданном отрезке времени. Максимальное число участников управляемого процесса (игроков)
равно трем (первый игрок P1, второй игрок P2 и третий игрок P3). Игроки действуют в
классе позиционных стратегий; движения, порожденные этими стратегиями, определяются
аналогично [7; 8].

На первом шаге (этапе) процесса (от начального момента до некоторого заданного мо-
мента) правая часть уравнений движения содержит управляющее воздействие только первого
игрока, который решает задачу оптимального управления на отрезке с заданным терминаль-
ным функционалом выигрыша.
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В начале второго шага (этапа) первый игрок решает, будет ли кто из остальных игро-
ков (второй и третий игроки с заданными терминальными функционалами выигрыша) также
участвовать в управляемом процессе на оставшемся промежутке времени или нет. Если да, то
участвующие игроки разыгрывают неантагонистическую дифференциальную игру двух или
трех лиц, в которой в качестве решения берется наилучшее по Парето нэшевское решение.
Если нет, то первый игрок по-прежнему решает задачу оптимального управления вплоть до
окончания процесса.

Задача состоит в нахождении наилучшей стратегии первого игрока, а также стратегий
второго и третьего игроков (в случае их участия в управляемом процессе).

1. Постановка задачи

На заданном отрезке времени [t0, ϑ] рассматривается следующая двухшаговая задача управ-
ления. Управляемая система описывается обыкновенными дифференциальными уравнениями.
Максимальное число участников управляемого процесса (игроков) равно трем (игрок P1, иг-
рок P2 и игрок P3). Игроки действуют в классе позиционных стратегий U = {u(t, x, ε), β1(ε)},
V = {v(t, x, ε), β2(ε)} и W = {w(t, x, ε), β3(ε)} соответственно (см. подробно [7, c. 16]). Здесь
первая компонента является произвольной функцией позиции (t, x) и положительного пара-
метра точности ε, принимающая значения в ограничивающем множестве. Функция

βi : (0,∞) → (0,∞)

непрерывная монотонная и удовлетворяет условию βi(ε) → 0 при ε → 0. Для фиксированного ε

величина βi(ε) является верхней границей шага разбиения отрезка [t0, ϑ], которое игрок Pi

применяет при формировании пошаговых движений.
Движения (пошаговые и предельные), порожденные этими стратегиями, определяются

аналогично [1; 2; 7].

На первом шаге (этапе) процесса от начального момента t0 до заданного момента T,

t0 < T < ϑ, правая часть уравнений движения содержит управляющее воздействие u толь-
ко игрока P1, который решает следующую задачу оптимального управления Γ1 с заданным
терминальным функционалом выигрыша I1:

ẋ = f [0](t, x, u), x ∈ R
n, u ∈ P 0 ⊂ R

p, t0 ≤ t ≤ T, x(t0) = x0, I1 = σ1(x(T )). (1.1)

Решение задачи оптимального управления Γ1 (1.1) обозначим через u = u◦(t); оно порождает
траекторию x = x◦(t), t0 ≤ t ≤ T .

В начале второго шага (этапа), т. е. в заданный момент времени T , игрок P1 должен ре-
шить, кто из остальных игроков также будет участвовать в управляемом процессе на остав-
шемся промежутке времени [T, ϑ]. Всего у игрока P1 имеется четыре варианта выбора: 1◦)
участвует игрок P2; 2◦) участвует игрок P3; 3◦) участвуют оба игрока P2 и P3; 4◦) никто из
игроков P2, P3 не участвует.

Примем, что игрок P2 располагает ресурсом управления v, v(t) ∈ Q0 ⊂ R
q, и имеет

заданный терминальный функционал выигрыша I2, а игрок P3 располагает ресурсом управ-
ления w, w(t) ∈ S0 ⊂ R

s, и имеет заданный терминальный функционал выигрыша I3. Пред-
полагаем также, что выигрыши игроков являются трансферабельными [3] и что за участие
в управляемом процессе на отрезке [T, ϑ] вновь вошедшие игроки выплачивают игроку P1
платеж в размере L > 0 единиц.

Если игрок P1 выбрал вариант 4◦), т. е. если никто из игроков P2, P3 не будет участ-
вовать в процессе, то на отрезке [T, ϑ] игрок P1 продолжает решать задачу оптимального
управления Γ1:

ẋ = f [0](t, x, u), u ∈ P 0, T ≤ t ≤ ϑ, x(T ) = x◦(T ), I1 = σ1(x(ϑ)). (1.2)
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Выигрыш игрока P1, получаемый в конечной точке x(0)(ϑ) оптимальной траектории x(0)(·) в

задаче Γ1 (1.2), обозначим через I
(0)
1 .

Если игрок P1 выбрал вариант 1◦), то игроки P1 и P2 на отрезке [T, ϑ] разыгрывают
следующую неантагонистическую позиционную дифференциальную игру двух лиц Γ12:

ẋ = f [1](t, x, u, v), u ∈ P, v ∈ Q0, T ≤ t ≤ ϑ, x(T ) = x◦(T ), I1 = σ1(x(ϑ)), I2 = σ2(x(ϑ)), (1.3)

причем в этой игре игрок P1 распоряжается выбором управления u уже из другого множества
u ∈ P , а игрок P2 распоряжается выбором управления v ∈ Q0. При этом множество P ⊂ P 0

выбирается таким, что два множества — вектограмма уравнений динамики дифференциаль-
ной игры Γ12 (где u ∈ P, v ∈ Q0) и вектограмма уравнений динамики задачи оптимального
управления Γ1 (где u ∈ P 0) — совпадают. Полагаем, что игроки выбирают одно из P (NE)-
решений [7] игры Γ12 (1.3), порождающее траекторию x(1)(·). Обозначим значения выигрышей

на выбранном P (NE)-решении через I
(1)
1 — для игрока P1 и через I

(1)
2 — для игрока P2.

Аналогично если игрок P1 выбрал вариант 2◦), то P1 вместе с P3 на отрезке [T, ϑ] разыг-
рывает неантагонистическую позиционную дифференциальную игру двух лиц Γ13:

ẋ = f [2](t, x, u,w), u ∈ P, w ∈ S0, T ≤ t ≤ ϑ, x(T ) = x◦(T ), I1 = σ1(x(ϑ)), I3 = σ3(x(ϑ)). (1.4)

При этом множество P ⊂ P 0 выбирается таким, что два множества — вектограмма уравнений
динамики дифференциальной игры Γ13 (где u ∈ P, w ∈ S0) и вектограмма уравнений дина-
мики задачи оптимального управления Γ1 (где u ∈ P 0) — совпадают. Значения выигрышей
на траектории x(2)(·), порожденной выбранным P (NE)-решением игры Γ13 (1.4), обозначим

через I
(2)
1 — для игрока P1 и через I

(2)
3 — для игрока P3.

Предположение 1. Игрок P1 решает, что игрок Pi, i ∈ {2, 3}, участвует в управляемом
процессе на промежутке времени [T, ϑ] , если имеют место неравенства

I
(i−1)
1 + L > I

(0)
1 , (1.5)

I
(i−1)
i − L > I

(0)
i , (1.6)

где I
(0)
i — значение функционала Ii в точке x0(ϑ).

Неравенство (1.5) означает, что при участии игрока Pi в управляемом процессе игрок P1
получает выигрыш (с учетом полученного платежа в размере L) больший, чем в случае, если
это участие не состоится. Неравенство (1.6) означает, что игроку Pi тоже выгодно участвовать
в управляемом процессе, даже заплатив за участие игроку P1 платеж в размере L.

Итак, определены задачи оптимального управления Γ1 (1.1), (1.2) и неантагонистические
позиционные дифференциальные игры двух лиц Γ12 (1.3) и Γ13 (1.4). Предполагаем, что функ-
ции f [0](·, ·, ·) (1.1), (1.2), f [1](·, ·, ·, ·) (1.3), f [2](·, ·, ·, ·)(1.4) непрерывны по совокупности пере-
менных, липшицевы по x, удовлетворяют условию подлинейного роста по x, а также условию
седловой точки в маленькой игре [1], а функции σi(·), задающие терминальные выигрыши
игроков, непрерывны.

З а д а ч а 1.i, i ∈ {2, 3}. Найти P (NE)-решение игры Γ1i (1.3),(1.4) и число L > 0 такие,
что для порожденной этим решением траектории выполняются неравенства (1.5) и (1.6).

В общем случае задачи 1.i решений не имеют.
Наконец, если игрок P1 выбрал вариант 3◦), то игроки P1, P2 и P3 на отрезке [T, ϑ]

разыгрывают следующую неантагонистическую позиционную дифференциальную игру трех
лиц Γ123:

ẋ = f [3](t, x, u, v, w), u ∈ P, v ∈ Q ⊂ Q0, w ∈ S ⊂ S0, T ≤ t ≤ ϑ, x(T ) = x◦(T ),

I1 = σ1(x(T )), I2 = σ2(x(T )), I3 = σ3(x(T )); (1.7)
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причем в игре Γ123 игрок P1 распоряжается выбором управления из множества u ∈ P , иг-
рок P2 — выбором управления v ∈ Q, а игрок P3 — выбором управления w ∈ S. При этом
множество P ⊂ P 0 выбирается так, что два множества — вектограмма уравнений динамики
дифференциальной игры Γ123 (где u ∈ P, v ∈ Q, w ∈ S) и вектограмма уравнений динами-
ки задачи оптимального управления Γ1 (где u ∈ P 0) — совпадают. В игре Γ123 (1.7) игроки
выбирают одно из P (NE)-решений игры; выигрыши, получаемые в конечной точке x(3)(ϑ)

траектории x(3)(·), порожденной выбранным P (NE)-решением, обозначим через I
(3)
1 — для

игрока P1, через I
(3)
2 — для игрока P2 и через I

(3)
3 — для игрока P3.

Предположение 2. Игрок P1 решает, что игроки P2 и P3 участвуют в управляемом
процессе на промежутке времени [T, ϑ], если имеют место следующие неравенства:

I
(3)
1 + L > I

(0)
1 , (1.8)

I
(3)
2 + I

(3)
3 − L > I

(0)
2 + I

(0)
3 . (1.9)

Примем, что функция f [3](·, ·, ·, ·, ·) (1.7) непрерывна по совокупности переменных, липши-
цева по x, удовлетворяют условию подлинейного роста по x, а также условию седловой точки
в соответствующих маленьких играх [1].

З а д а ч а 2. Найти P (NE)-решение игры трех лиц Γ123 (1.7) и число L > 0 такие, что
для порожденной этим решением траектории выполняются неравенства (1.8) и (1.9).

В общем случае задача 2 также решений не имеет.

З а м е ч а н и е. Можно дать следуюшую интерпретацию действий игроков на втором
шаге (см. также работу [4]). Игрок P1 продает часть своих активов за цену L либо игроку P2
(вариант 1◦)), либо игроку P3 (вариант 2◦)), либо игрокам P2 и P3 (вариант 3◦)), если такая
продажа является взаимовыгодной (оба неравенства хотя бы в одной из систем — в систе-
ме (1.5), (1.6) или в системе (1.8), (1.9) — выполнены). Если продажа невыгодна (по крайней
мере, одно из неравенств как в системе (1.5), (1.6), так и в системе (1.8), (1.9) не выполнено),
то она не состоится (вариант 4◦)).

2. Вспомогательные антагонистические позиционные

дифференциальные игры

Выше было отмечено, что в возникающих в вариантах 1◦)–3◦) неантагонистических диф-
ференциальных играх двух или трех лиц используются P (NE)-решения этих игр. P (NE)-ре-
шения в играх двух лиц введены в [7, c. 28–29], где они были обозначены как P ∗-решения. Там
же выявлена структура NE-решений и P (NE)-решений в играх двух лиц. Обобщение понятия
P (NE)-решения на игру трех лиц можно найти в недавней работе автора (Альтруистический
и агрессивный типы поведения в неантагонистической позиционной дифференциальной игре
трех лиц // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2019. Т. 25, № 3. C. 108–117.)

Введем вспомогательные антагонистические позиционные дифференциальные игры Γ12
1 ,

Γ12
2 , Γ13

1 , Γ13
3 , Γ123

1 , Γ123
2 , Γ123

3 . Динамика игр Γ12
1 и Γ12

2 описывается уравнением (1.3). В игре
Γ12
i , i = 1, 2, игрок i максимизирует свой функционал Ii , а игрок (3− i) противодействует ему.

Аналогично динамика игр Γ13
1 и Γ13

3 описывается уравнением (1.4). В игре Γ13
i , i = 1, 3,

игрок i максимизирует свой функционал Ii , а игрок (4− i) противодействует ему.

Наконец, динамика игр Γ123
1 , Γ123

2 и Γ123
3 описывается уравнением (1.7). В игре Γ123

i , i =
1, 2, 3, игрок i максимизирует свой функционал Ii, а два других игрока совместно противо-
действуют ему. Из [1; 2] следует, что при сделанных предположениях относительно правых
частей уравнений движений и функционалов выигрыша игроков каждая из упомянутых се-
ми антагонистических игр имеет универсальную седловую точку и непрерывную функцию
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цены γ12i (t, x), γ13j (t, x), γ123k (t, x), i = 1, 2, j = 1, 3, k = 1, 2, 3. Свойство универсальности стра-
тегий означает, что они являются оптимальными не только для фиксированной начальной
позиции (t0, x0), но и для любой позиции (t∗, x∗), рассматриваемой в качестве начальной.

Заметим, что величина γi(t, x) представляет собою гарантированный выигрыш игрока i

в позиции (t, x) игры. Для каждой NE- и P (NE)-траектории x∗(t) имеет место следующее
свойство [7, c. 26]:

С в о й с т в о A. Точка t = ϑ является точкой максимума функции гарантированного
выигрыша игрока i, вычисленной вдоль этой траектории, т. е.

max
t∈[t0,ϑ]

γi(t, x
∗(t)) = γi(ϑ, x

∗(ϑ)), i = 1, 2, 3.

В следующем разделе рассмотрим один класс задач, в котором задачи 1 и 2 имеют решения.

3. Задача управления на плоскости с динамикой простых движений

Рассмотрим следующую двухшаговую задачу управления на плоскости с динамикой про-
стых движений и с тремя участниками.

На первом шаге решается задача оптимального управления Γ1 для игрока P1:

ẋ = u, x, u ∈ R
2, ‖ u ‖≤ 2µ, t0 ≤ t ≤ T, x(t0) = x0, I1 = σ1(x(T )). (3.1)

На втором шаге, т. е. на отрезке [T, ϑ], в зависимости от варианта выбора игроком решается
одна из следующих четырех задач:

4◦) задача оптимального управления Γ1 для игрока P1:

ẋ = u, ‖ u ‖≤ 2µ, T ≤ t ≤ ϑ, x(T ) = x◦(T ), I1 = σ1(x(ϑ)); (3.2)

1◦) неантагонистическая дифференциальная игра двух лиц Γ12:

ẋ = u+v, ‖ u ‖≤ µ, ‖ v ‖≤ µ, T ≤ t ≤ ϑ, x(T ) = x◦(T ), I1 = σ1(x(T )), I2 = σ2(x(T )); (3.3)

2◦) неантагонистическая дифференциальная игра двух лиц Γ13:

ẋ = u+ w, ‖ u ‖≤ µ, ‖ w ‖≤ µ, T ≤ t ≤ ϑ, x(T ) = x◦(T ), I1 = σ1(x(T )), I3 = σ3(x(T )); (3.4)

3◦) неантагонистическая дифференциальная игра трех лиц Γ123:

ẋ = u+ v + w, ‖ u ‖≤ µ, ‖ v ‖≤ 0.5µ, ‖ w ‖≤ 0.5µ, T ≤ t ≤ ϑ, x(T ) = x◦(T ), (3.5)

I1 = σ1(x(T )), I2 = σ2(x(T )), I3 = σ3(x(T )).

Зададим следующие функционалы выигрыша игроков P1, P2 и P3:

Ii = σi(x(ϑ)) = M − ‖x(ϑ)− a(i)‖, i = 1, 2, 3,

т. е. игрок Pi стремится привести точку x(ϑ) как можно ближе к целевой точке a(i).
Очевидно, что вектограммы уравнений динамики дифференциальных игр Γ12 (3.3),

Γ13 (3.4) и Γ123 (3.5) совпадают друг с другом, а также с вектограммой уравнений динамики
задачи оптимального управления Γ1 (3.2).

Зададим следующие начальные условия и значения параметров:

t0 = 0, x0 = (−2, 0), ϑ = 5.0, T = 1.0, µ = 0.5, a(1) = (12, 0),

a(2) = (−8.5, 8.5), a(3) = (8.5, 8.5), M = 20.
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Рис. 1. Опции 4◦), 1◦), 2◦).

На рис. 1 и рис. 2 большой круг с центром в точке x0 есть множество достижимости
G(ϑ, t0, x0), построенное для момента ϑ. Очевидно, что рассматриваемое на первом шаге ре-
шение задачи оптимального управления Γ1 (3.1) может быть представлено как u = u◦(t) =
(2, 0), 0 ≤ t ≤ 1. Оптимальной траекторией будет x = x◦(t) = (−2 + 2t, 0), 0 ≤ t ≤ 1; на рис. 1
и рис. 2 она изображена отрезком x0O.

Переходим ко второму шагу. Прежде всего отметим, что на рис. 1 и рис. 2 малый круг
с центром в точке O изображает множество достижимости G(ϑ, T, x◦(T )) из состояния O в
момент T = 1, построенное для момента ϑ = 5. На этом шаге решение задачи оптимального
управления Γ1 (3.2) (опция 4◦)) следующее: u = u0(t) = (2, 0), 1 ≤ t ≤ 5. Оптимальной
траекторией будет x = x0(t) = (2t, 0), 1 ≤ t ≤ 5; на рис. 1 она изображена пунктирной

линией Oe. В точке e выигрыши игроков составят величины I
(0)
1 = 16.0, I

(0)
2 = 1.4, I

(0)
3 = 11.6.

Переходем к нахождению P (NE)-решений игр (3.3)–(3.5); сначала выпишем формулы для
функций цены γ12i (t, x), γ13j (t, x), γ123k (t, x), i = 1, 2, j = 1, 3, k = 1, 2, 3:

γ12i (t, x) = 20− ‖x− a(i)‖, i = 1, 2, (3.6)

γ13j (t, x) = 20− ‖x− a(j)‖, j = 1, 3,

γ1231 (t, x) = 20− ‖x− a(1)‖,

γ123k (t, x) = 20− ‖x− a(k)‖ − (ϑ− t), k = 2, 3.

Нетрудно проверить, что в игре двух лиц Γ12 (3.3) (опция 1◦)) множество концов траекто-
рий, порожденных P (NE)-решений игры, составляет отрезок ab, где a и b – точки пересечения
отрезка a(1)a(2) с дугами окружностей ‖x−a(1)‖ = ‖Oa(1)‖ и ‖x−a(2)‖ = ‖Oa(2)‖ соответствен-
но. Эти окружности являются сечениями поверхностей уровня функций γ121 (t, x) и γ122 (t, x)
(3.6) плоскостями t = const.

Выбираем P (NE)-решение, приводящее в точку c = (1.7, 4.25) — середину отрезка ab.
Убеждаемся, что это решение порождено следующими стратегиями игроков P1 и P2:

U∗1 = {u∗1(t, x, ε), β∗1
1 (ε)}, V ∗1 = {v∗1(t, x, ε), β∗1

2 (ε)}, (3.7)

u∗1 (t, x, ε) =

{

(0.372, 0.929),
∥

∥x− x∗1(t)
∥

∥ < ε,

(0,−1),
∥

∥x− x∗1(t)
∥

∥ ≥ ε,

v∗1 (t, x, ε) = (0.372, 0.929),
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где

x∗1(t) =
(

(0.744(t − 1), 1.858(t − 1)), 1 ≤ t ≤ 3.288; (1.7, 4.25), 3.288 < t ≤ 5
)

,

β∗1
i (ε) = 0.1ε, i = 1, 2.

Порожденная выбранным P (NE)-решением траектория представляет собой отрезок Oc

(на рис. 1 выделен пунктирной линией). Выигрыши игроков P1 и P2 в точке c составляют

величины I
(1)
1 = 8.9, I

(1)
2 = 8.9. Подставляя эти значения в неравенства (1.5),(1.6), имеем

8.9 + L > 16, 8.9 − L > 1.4 или

7.1 < L < 7.5. (3.8)

Таким образом, получаем следующее утверждение.

Утверждение 1. Пара стратегий игроков P1 и P2 (U∗1, V ∗1) (3.7) и число L (3.8) до-

ставляют решение задачи 1.2.

Далее, в игре двух лиц Γ13 (3.4) (опция 2◦)) можно проверить, что точка d = (7.4, 3.04),
являющаяся граничной точкой множества достижимости G(ϑ, T, x◦(T )), будет концом траек-
тории, порожденной P (NE)-решением игры. Убеждаемся, что это решение порождено следу-
ющими стратегиями игроков P1 и P3:

U∗2 = {u∗2(t, x, ε), β∗2
1 (ε)}, W ∗2 = {w∗2(t, x, ε), β∗2

3 (ε)}, (3.9)

u∗2 (t, x, ε) =

{

(0.925, 0.380),
∥

∥x− x∗2(t)
∥

∥ < ε,

(0,−1),
∥

∥x− x∗2(t)
∥

∥ ≥ ε,

w∗1 (t, x, ε) = (0.372, 0.929),

где x∗2(t) =
(

(1.850(t − 1), 0.760(t − 1)), 1 ≤ t ≤ 5
)

, β∗2
i (ε) = 0.1ε, i = 1, 2.

Эта траектория представляет собой отрезок Od (на рис. 1 выделен пунктирной линией).

Выигрыши игроков P1 и P3 в точке d составляют величины I
(2)
1 = 14.5, I

(2)
3 = 14.5. Подстав-

ляя эти значения в неравенства (1.5),(1.6), получаем 14.5 + L > 16, 14.5 − L > 11.6 или

1.5 < L < 2.9. (3.10)

Утверждение 2. Пара стратегий игроков P1 и P3 (U∗2,W ∗2) (3.9) и число L (3.10) до-

ставляют решение задачи 1.3.

a(1)

a(2)

x0

O

h

x1

x2

a(3)

33

11

a

22

e

m

g

Рис. 2. Опция 3◦).
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Переходим к игре трех лиц Γ123 (3.5)(опция 3◦)).

На рис. 2 линии 11, 22 и 33 суть дуги окружностей ‖x − a(1)‖ = ‖Oa(1)‖, ‖x − a(2)‖ =
‖Oa(2)‖+(ϑ−T ), ‖x−a(3)‖ = ‖Oa(3)‖+(ϑ−T ) соответственно. Эти окружности являются се-
чениями поверхностей уровня функций γ1231 (t, x) (3.19), γ1232 (t, x) и γ1233 (t, x) (3.20) плоскостью
t = T . Согласно cвойству A из разд. 2 множество, являющееся пересечением соответствующих
кругов, содержит концы траекторий, порожденных P (NE)-решениями игры. При этом тра-
ектории, заканчивающиеся в точках g = (6.3, 2.4), a = (0.9, 6.5) и h = (5.7, 5.7), порождены
P (NE)-решениями, наилучшими для игроков P1, P2 и P3 соответственно. Построим точку
m = (4.8, 3.8), являющуюся взвешенным средним точек g, a и h (с весами 0.5, 0.25 и 0.25,
соответственно). На рис. 2 P (NE)-траектория, приводящая в точку m, выделена пунктирной
линией Om. Убеждаемся, что эта траектория порождена следующими стратегиями игроков
P1, P2 и P3:

U∗3 = {u∗3(t, x, ε), β∗3
1 (ε)}, V ∗3 = {v∗3(t, x, ε), β∗3

2 (ε)}, W ∗3 = {w∗3(t, x, ε), β∗3
3 (ε)}, (3.11)

u∗3 (t, x, ε) =

{

(0.621, 0.784),
∥

∥x− x∗3(t)
∥

∥ < ε,

(0,−1),
∥

∥x− x∗3(t)
∥

∥ ≥ ε,

v∗3 (t, x, ε) = (0.311, 0.392),

w∗ (t, x, ε) = (0.311, 0.392),

где

x∗3(t) =
(

(1.241(t − 1), 1.568(t − 1)), 1 ≤ t ≤ 4.061; (4.8, 3.8), 4.061 < t ≤ 5
)

,

β∗3
i (ε) = 0.1ε, i = 1, 2, 3.

Выигрыши игроков P1, P2 и P3 в точке m составляют величины I
(3)
1 = 11.9, I

(3)
2 = 5.9, I

(3)
3 =

14.1. Подставляя эти значения в неравенства (1.8),(1.9), получим 11.9+L > 16, 5.9+14.1−L >

1.4 + 11.6 или

4.1 < L < 7 (3.12)

Утверждение 3. Тройка стратегий игроков P1, P2 и P3 (U∗3, U∗3,W ∗3) (3.11) и чис-

ло L (3.12) доставляют решение задачи 2.

Заключение

В работе рассматривается двухшаговая задача динамического управления на фиксирован-
ном отрезке времени [t0, ϑ], динамика которой описывается обыкновенными дифференциаль-
ными уравнениями и формируется под воздействием управлений трех участников (игроков).
У каждого игрока имеется свой терминальный функционал выигрыша.

На первом шаге [t0, T ] в формировании управляющего воздействия участвует только пер-
вый игрок, который решает задачу оптимального управления с терминальным функционалом
выигрыша I1.

На оставшемся промежутке времени [T, ϑ] в соответствии с выбором первого игрока может
реализоваться один из следующих четырех вариантов: 1) разыгрывается неантагонистическая
дифференциальная игра первого и второго игроков с терминальными функционалами I1 и I2;
2) разыгрывается неантагонистическая дифференциальная игра первого и третьего игроков с
терминальными функционалами I1 и I3; 3) разыгрывается неантагонистическая дифференци-
альная игра первого, второго и третьего игроков с терминальными функционалами I1, I2 и I3;
4) продолжается решение задачи оптимального управления с терминальным функционалом
выигрыша I1. Предполагается, что в каждом из четырех вариантов вектограмма правой части
уравнений движения одна и та же. В вариантах 1)–3) игроки действуют в классе позиционных
стратегий. В качестве решений здесь принимаются P (NE)-решения игры двух или трех лиц.
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Выигрыши игроков считаются трансферабельными. За участие в управляемом процессе на
отрезке [T, ϑ] вновь вошедшие игроки выплачивают первому игроку платеж в размере L > 0
единиц. Ставятся задачи 1.i и 2.

Получено решение задач 1.i и 2 в примере с уравнениями простой динамики на плоскости и
фунционалами игроков, имеющих смысл минимума расстояния от целевой точки до конечной
точки на траектории (утверждения 1–3).
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