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Рассматривается задача оптимального граничного управления решениями уравнения эллиптического
типа в ограниченной области с гладкой границей с малым коэффициентом при операторе Лапласа и ма-
лым, соподчиненным с первым, коэффициентом при граничном условии и интегральными ограничениями
на управление. 





Lε :=−ε2∆z + a(x)z = f(x), x ∈ Ω, z ∈ H1(Ω),

lε,βz := εβ
∂z

∂n
= g(x) + u(x), x ∈ Γ,

со следующим функционалом качества

J(u) := ‖z − zd‖
2 + ν−1|||u|||2 → inf, u ∈ U ,

где 0 < ε ≪ 1, β > 0, β ∈ Q, ν > 0, H1(Ω) — соболевское пространство функций, ∂z/∂n — производная
функции z в точке x ∈ Γ по направлению внешней (по отношению к области Ω) нормали,

a(·), f(·), zd(·) ∈ C∞(Ω), g(·) ∈ C∞(Γ), ∀x ∈ Ω a(x) > α2 > 0,

U = U1, Ur :={u(·) ∈ L2(Γ): |||u||| 6 r}.

Здесь через ‖ · ‖ обозначена норма в пространстве L2(Ω), а через ||| · ||| — норма в пространстве L2(Γ).
Получено полное асимптотическое разложение по степеням малого параметра решения рассматриваемой
задачи в случае, когда 0 < β < 3/2.

Ключевые слова: сингулярные задачи, оптимальное управление, краевые задачи для систем урав-
нений в частных производных, асимптотические разложения.

A. R.Danilin. Asymptotics of a solution to a problem of optimal boundary control with two

small cosubordinate parameters.

We consider a problem of optimal boundary control for solutions of an elliptic type equation in a bounded
domain with smooth boundary with a small coefficient at the Laplace operator, a small coefficient, cosubordinate
with the first, at the boundary condition, and integral constraints on the control:
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
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lε,βz := εβ
∂z

∂n
= g(x) + u(x), x ∈ Γ,

J(u) := ‖z − zd‖
2 + ν−1|||u|||2 → inf, u ∈ U ,

where 0 < ε ≪ 1, β > 0, β ∈ Q, ν > 0, H1(Ω) is the Sobolev function space, ∂z/∂n is the derivative of z at the
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U = U1, Ur :={u(·) ∈ L2(Γ): |||u||| 6 r}.

Here ‖·‖ and ||| · ||| are the norms in the spaces L2(Ω) and L2(Γ), respectively. We find the complete asymptotic
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1. Постановка задачи

Пусть Ω ⊂ Rn (n = 2, 3) — ограниченная область с границей Γ := ∂Ω. Будем предполагать,
что Ω = Ω ∪ Γ есть многообразие с краем Γ класса C∞, расположенное по одну сторону от Γ.

Рассматривается следующая задача граничного оптимального управления [1, гл. 2, соот-
ношения (2.41), (2.9)]





Lε :=−ε2∆z + a(x)z = f(x), x ∈ Ω, z ∈ H1(Ω),

lε,βz := εβ
∂z

∂n
= g(x) + u(x), x ∈ Γ,

(1.1)

J(u) := ‖z − zd‖2 + ν−1|||u|||2 → inf, u ∈ U , (1.2)

где 0 < ε ≪ 1, β > 0, β ∈ Q, ν > 0, H1(Ω) — соболевское пространство функций [2;3], ∂z/∂n —
производная функции z в точке x ∈ Γ по направлению внешней (по отношению к области Ω)
нормали,

a(·), f(·), zd(·) ∈ C∞(Ω), g(·) ∈ C∞(Γ), ∀x ∈ Ω a(x) > α2 > 0,

U = U1, Ur :=
{
u(·) ∈ L2(Γ): |||u||| 6 r

}
.

(1.3)

Здесь через ||| · ||| обозначена норма в пространстве L2(Γ). Скалярное произведение в L2(Γ)
будем обозначать через 〈·, ·〉. В пространстве L2(Ω) для нормы и скалярного произведения
используются обозначения ‖ · ‖ и (·, ·) соответственно.

Иcследование задач оптимального управления, определяемых уравнениями в частных про-
изводных, не теряет своей актуальности (см., например, [4–6] и библиографию в них).

В данной работе рассматривается обобщение задач из работ [7; 8] (β = 2) и [9] (β = 0).

Другие сингулярные задачи оптимального управления решениями эллиптических уравне-
ний рассматривались в [10; 11].

Умножив граничное условие в (1.1) на ε2−β , получим задачу стандартного вида (см. [1,
гл. 2, соотношение (2.41)]) с новыми g̃ = ε2−βg, ũ = ε2−βu, Ũ = Ũε2−β и ν̃ = νε4−2β . В силу
[1, гл. 2, соотношения (2.41), (2.36), (2.49)] и [7, лемма 1, соотношение (2.5)] найдется λ̃ε такое,
что единственное оптимальное управление в получившейся задаче и соответствующее ему zε(·)
находятся как единственное решение следующей задачи:

ũε(·) = λ̃εpε

∣∣∣
Γ
,





Lεzε = f(x), Lεpε − zε = −zd(x), zε, pε ∈ H1(Ω),

ε2
∂zε
∂n

+ λ̃εpε(x) = g̃(x), ε2
∂pε
∂n

= 0, x ∈ Γ,
(1.4)

λ̃ε ∈ (0; ν̃] :
(
λ̃ε|||pε||| 6 ε2−β

)
∧
(
(ν̃ − λ̃ε)(ε

2−β − λ̃ε|||pε|||) = 0
)
. (1.5)

Обозначив λε := εβ−2λ̃ε и вернувшись к исходным переменным, получим (1.4) и (1.5) в виде





Lεzε = f(x), Lεpε − zε = −zd(x), zε, pε ∈ H1(Ω),

lε,βzε + λεpε(x) = g(x), lε,βpε = 0, x ∈ Γ,
(1.6)

uε(·) = λεpε

∣∣∣
Γ
, λε ∈ (0; νε2−β ] : (λε|||pε||| 6 1) ∧

(
(νε2−β − λε) (1 − λε|||pε|||) = 0

)
. (1.7)
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Таким образом, оптимальное управление uε и состояние zε в задаче (1.1), (1.2) определя-
ются из решения задачи (1.6), (1.7).

В [11, теорема 1] показано, что задача вида





Lεz = f1(x), Lεp− z = f2(x), z, p ∈ H1(Ω),

lε,βz + λp(x) = g1(x), lε,βp = g2(x), x ∈ Γ,
(1.8)

при выполнении условий (1.3) и

f1(·), f2(·) ∈ C∞(Ω), g1(·), g2(·) ∈ C∞(Γ) (1.9)

разрешима единственным образом при любом ε > 0 и λ > 0 и справедливы соотношения
zε, pε ∈ C∞(Ω).

Цель работы — изучить поведение zε ,pε и λε при ε → 0 и построить асимптотическое
разложение zε, pε и λε при ε → 0 с точностью до любой степени параметра ε.

2. Априорные оценки и разрешимость краевых задач

Отметим, что решение краевой задачи (1.1) понимается в обобщенном смысле (см., напри-
мер, [1, гл. 1, § 3, п. 3.4]): для любого ϕ ∈ H1(Ω) справедливо равенство

ε2(∇zε,∇ϕ) + (a(·)zε, ϕ) − ε2−β〈g + uε, ϕ〉 = (f, ϕ). (2.1)

Как и в [7], для получения априорных оценок используются априорные оценки для эл-
липтических операторов [3, гл. 2, теорема 5.1; 12, гл. III, формула (1.11)] и частный случай
неравенства Эрлинга

|||u|||2 6 K
(
δ−1‖u‖2 + δ‖∇u‖2

)
, 0 < δ 6 δ0 (2.2)

(см., например, [13, гл. XIV, § 3, (3.3); 14, гл. I, § 6, (6.19)]). Отметим, что K в (2.2) зависит
от δ0.

В дальнейшем различные положительные константы, зависящие только от области Ω, ко-
эффициента a(·) и неизменяемых величин (например, δ0), часто будем обозначать одной и той
же буквой — K или C.

Лемма 1. Пусть выполнены условия (1.3) и (1.9), а z, p — решение задачи (1.8). Тогда

‖z‖2 + λε2−β |||p|||2 = (f1, p)− (f2, z) + ε2−β〈g1, p〉 − ε2−β〈g2, z〉. (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (2.1) — определения обобщенного решения задачи (1.8) —
для z, p ∈ H1(Ω) справедливы равенства

ε2(∇z,∇p) + (a(·)z, p) + ε2−β〈λp − g1, p〉 = (f1, p),

ε2(∇p,∇z) + (a(·)p, z) − (z, z) − ε2−β〈g2, z〉 = (f2, z).

Вычитая из первого равенства второе, получим (2.3). �

Лемма 2. Пусть выполнено условие (1.3), f ∈ L2(Ω), q ∈ L2(Γ) и zε есть решение задачи

Lεzε = f(x), x ∈ Ω, zε ∈ H1(Ω), lε,βzε = q(x), x ∈ Γ. (2.4)

Тогда существует K > 0 такое, что

max
{
‖zε‖, ε1/2|||zε|||, ε‖∇zε‖

}
6 K(‖f‖+ ε3/2−β |||q|||) =: K ·D(f, q; ε, β). (2.5)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (2.1) и условий (1.3) для zε — решения задачи (2.4)
получим

ε2‖∇zε‖2 + α2‖zε‖2 6 ‖zε‖ · ‖f‖+ ε2−β |||q||| · |||zε|||
(2.2)

6 ‖zε‖
(
‖f‖+Kδ−1ε2−β |||q|||

)
+ ‖∇zε‖Kδε2−β |||q|||.

Решая данное квадратичное неравенство относительно величин ‖zε‖ и ‖∇zε‖, имеем

‖zε‖ 6
‖f‖+Kδ−1ε2−β|||q|||

α2
+

Kδε2−β |||q|||
2αε

,

‖∇zε‖ 6
Kδε2−β |||q|||

ε2
+

‖f‖+Kδ−1ε2−β |||q|||
2αε

.

(2.6)

При δ = ε1/2 из (2.6) получим (2.5). �

Теорема 1. Пусть выполнены условия (1.3) и (1.9). Если z, p — решения задачи (1.8), то

существует K > 0 такое, что справедливы оценки

max{‖z‖, ε1/2|||z|||, ε‖∇z‖} 6 K(1 + λε1−β)D̃(f1, f2, g1, g2; ε, β),

max{‖p‖, ε1/2|||p|||, ε‖∇p‖} 6 K(1 + λε1−β)D̃(f1, f2, g1, g2; ε, β),
(2.7)

где D̃(f1, f2, g1, g2; ε, β) := ‖f1‖+ ‖f2‖+ ε3/2−β
(
|||g1|||+ |||g2|||

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Представим z и p в виде z = z1 + z2 и p = p1 + p2, где

Lεz1 = f1, Lεp1 = z1 + f2, lε,βz1 = g1, lε,βp1 = g2,

Lεz2 = 0, Lεp2 − z2 = 0, lε,βz2 + λp2 = −λp1, lε,βp2 = 0.

Для z1 и p1 согласно (2.5) справедливы неравенства

D(f1, g1; ε, β) 6 D̃(f1, f2, g1, g2; ε, β)

и
D(f2 + z1, g2; ε, β) 6 D̃(f1, f2, g1, g2; ε, β).

В силу (2.3) для z2 и p2 имеем

‖z2‖2 + λε2−β |||p2|||2 = ε2−β〈−λp1, p2〉.

Отсюда λε2−β |||p2|||2 6 λε2−β|||p1||| · |||p2|||, т. е. |||p2||| 6 |||p1|||.
Поэтому

D(0, λ(p1 + p2); ε, β) 6 2λε3/2−β |||p1||| 6 2λε3/2−βε−1/2D̃(f1, f2, g1, g2; ε, β),

а D(z2, 0; ε, β) 6 ‖z2‖. Наконец, вследствие неравенства треугольника выводим оценки (2.7). �

Утверждение 1. Пусть a(·), f(·) и g(·) удовлетворяют условиям (1.3).
Если zε(·), pε(·) ∈ C∞(Ω) есть решение задачи (1.6), (1.7), то при ε → 0 справедливы

следующие асимптотические представления:

‖zε‖ = O(1) +O
(
ε3/2−β

)
, |||zε||| = O(ε−1/2) +O

(
ε1−β

)
,

‖∇zε‖ = O(ε−1) +O
(
ε1/2−β

)
, ‖pε‖ = O(1) +O

(
ε3/2−β

)
,

|||pε||| = O(ε−1/2) +O
(
ε1−β

)
, ‖∇pε‖ = O(ε−1) +O

(
ε1/2−β

)
.

(2.8)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу того что λε|||pε||| 6 1 для zε, имеем

D(f,−λpε + g; ε, β) 6 ‖f‖+ ε3/2−β(|||pε|||+ 1) = O(1) +O
(
ε3/2−β

)
;

это согласно (2.5) доказывает асимптотические оценки для zε. Теперь для pε получим

D(zε − zd, 0; ε, β) 6 ‖zd‖+ ‖zε‖ = O(1) +O
(
ε3/2−β

)
;

это согласно (2.5) доказывает асимптотические оценки для pε. �

В силу (2.8) и того, что λε = O
(
ε2−β

)
(см. (1.7)), выводим λε|||pε||| = O

(
ε3/2−β

)
+O

(
ε3−2β

)
.

Тем самым если 3 > 2β, то λε|||pε||| = o(1) при ε → 0 и, следовательно, в силу (1.7)
λε = νε2−β.

В дальнейшем будем считать, что

3

2
> β, λε = νε2−β . (2.9)

В этом случае справедлива следующая теорема аппроксимации для zε и pε.

Теорема 2. Пусть функции f1,ε,m(·), f2,ε,m(·) ∈ C∞(Ω), g1,ε,m(·), g2,ε,m(·) ∈ C∞(Γ) и вы-

полнены условия (1.3) и (2.9). Если

max
{
‖fi,ε,m‖, |||gi,ε,m||| : i = 1, 2

}
= O(εm), ε → 0,

а zm, pm — решение задачи





Lεzm = f(x) + f1,ε,m(x), Lεpm + zm = −zd(x) + f2,ε,m(x), zm, pm ∈ H1(Ω),

lε,βzm + νε2−βpm(x) = g(x) + g1,ε,m(x), lε,βpm = g2,ε,m(x), x ∈ Γ,
(2.10)

то для zε,m := zε − zm и pε,m := pε − pm, где zε, pε, — решение задачи (1.6), (2.9), справедливы

следующие асимптотические оценки:

max
{
‖zε,m‖, ε1/2|||zε,m|||, ε‖∇zε,m‖, ‖pε,m‖, ε1/2|||pε,m|||, ε‖∇pε,m‖

}
= O(εm), ε → 0. (2.11)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функции zε,m и pε,m удовлетворяют системе вида (2.10) с пра-
выми частями порядка O(εm). В силу теоремы 1 с учетом соотношения (2.9) получим

D̃(f1,ε,m, f2,ε,m, g1,ε,m, g2,ε,m; ε, β) = O(εm) +O(εm) + ε3/2−β
(
O(εm) +O(εm)

)
= O(εm). �

Отметим, что вследствие гладкости коэффициентов всех разложений из априорных оценок
Шаудера (см., напрмер, [3, гл. 2, теорема 5.1]) и теормы вложения Соболева [2, гл. I, п. 8,
теорема 1] следует, что соотношения (2.11) справедливы и в равномерной норме.

3. Построение асимптотики

В силу теоремы 2 для построения асимптотического разложения решения рассматриваемой
задачи нужно построить его формальное асимптотическое решение (ф. а. р.) (см., например,
[15, с. 10]), которое осуществляется аналогично тому, как это делается в случае одного урав-
нения [16;17].

Внешнее разложение решения ищем в виде рядов

zout(x, ε) =

∞∑

k=0

ε2kzk(x), pout(x, ε) =

∞∑

k=0

ε2kpk(x), ε → 0. (3.1)
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Коэффициенты zk(x), pk(x) находятся из соответствующей рекуррентной системы





z0(x) = −f(x)

a(x)
, p0(x) =

z0(x)− zd(x)

a(x)
,

z2k(x) =
∆z2k−2

a(x)
, p2k =

∆p2k−2 + z2k
a(x)

, k > 1.

(3.2)

Все z2k(x), p2k(x) ∈ C∞(Ω), но не удовлетворяют граничным условиям.

Для того чтобы устранить невязку в граничных условиях, построим экспоненциально убы-
вающие функции в окрестности всей границы Γ, удовлетворяющие соответствующей однород-
ной системе.

С учетом гладкости Γ в ее малой окрестности можно ввести систему координат (s; τ), где
s — это координаты на Γ, а τ — расстояние от текущей точки x ∈ Ω до Γ.

Пограничный слой имеет ширину порядка ε, а поправочные функции (внутреннее разло-
жение) нужны не во всей области Ω, а лишь в ее малой окрестности. Поэтому после постро-
ения поправочные функции необходимо умножить на срезающую функцию η, т. е. функцию
c носителем в малой окрестности границы и равной тождественно 1 в некоторой меньшей
окрестности границы.

В пограничном слое перейдем к новым, растянутым, координатам (см., например, [15,
c. 31–34]) ξ = τε−1.

При этом оператор Lε перейдет в оператор

L̃εZ = − ∂2

∂ξ2
Z − εL1

∂

∂ξ
Z − ε2L2Z + ã(s, εξ)Z =: − ∂2

∂ξ2
Z + ã(s, εξ)Z + εMεZ. (3.3)

Здесь L1 и L2 — дифференциальные операторы 1-го и 2-го порядка, содержащие лишь диф-
ференцирование по переменной s, с гладкими коэффициентами от s и τ = εξ, а ã(s, τ) — это
функция a(x) в переменных s, τ .

Таким образом, однородная система для функций пограничного слоя в переменных s и ξ,
соответствующая системе из (1.4), имеет вид

{
L̃0,εZ :=− ∂2

∂ξ2
Z + ã(s, εξ)Z = −εMεZ, L̃0,εP − Z = −εMεP. (3.4)

Для граничных условий, с учетом того что

∂

∂n
Z(s, τ/ε) = − ∂

∂τ
Z(s, τ/ε) = −ε−1 ∂

∂ξ
Z(s, ξ),

выводим следующие соотношения:





−εβ−1 ∂

∂ξ
Z(s, 0) + εβ

∂̃

∂n
zout(s, 0) + νε2−β

(
P (s, 0) + p̃out(s, 0)

)
as
= g̃(s),

−εβ−1 ∂

∂ξ
P (s, 0) + εβ

∂̃

∂n
pout(s, 0)

as
= 0.

(3.5)

Здесь волна над функцией, определенной в переменных x, означает выражение этой функции
в переменных s и τ .

Система (3.4) показывает, что если Z имеет порядок γ (т. е. Z = O(εγ)), то и P имеет тот
же порядок. В этом случае порядки слагаемых в (3.5) таковы: β − 1 + γ, β, 2− β + γ и 2− β.
Главное слагаемое должно иметь порядок 0. В силу условий (2.9) это β − 1 + γ. Тем самым
γ = 1− β. Последнее соотношение определяет вид разложения в пограничном слое.
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Пусть β = ñ/m̃ — несократимая дробь. Тогда

Zin(s, ξ, ε) = ε1−β
∞∑

m=0

εm/m̃Zm(s, ξ), Pin(s, ξ, ε) = ε1−β
∞∑

m=0

εm/m̃Pm(s, ξ). (3.6)

Подставляя ряды (3.6) в систему (3.4) и разлагая коэффициенты в уравнениях системы и
операторов L̃0,ε и Mε, определенных в (3.3), в ряды Тейлора по переменной τ = εξ, получим
следующую систему:





L̃0Z0 :=− ∂2

∂ξ2
Z0 + ã0(s)Z0 = 0, L̃0P0 + Z0 = 0,

L̃0Zm = Fm(s, ξ), L̃0Pm + Zm = Gm(s, ξ), m > 0,

(3.7)

где Fm(s, ξ) и Gm(s, ξ) линейно выражаются через предыдущие функции Zk, Pk и их произ-
водные и полиномиально зависят от ξ и гладко от s, а функция

a(x) = ã(s, εξ) =

∞∑

i=0

εiξiãi(s)

разложена в ряд по степеням малого параметра.
Подстановка соответствующих рядов в граничные условия приведет к следующим систе-

мам: 



− ∂

∂ξ
Z0(s, 0) = g̃(s), − ∂

∂ξ
P0(s, 0) = 0,

− ∂

∂ξ
Zm(s, 0) = g̃1,m(s), − ∂

∂ξ
Pm(s, 0) = g̃2,m(s), m > 1,

(3.8)

где функции gm(·), qm(·) определяются внешним разложением, функциями Zk, Pk при k < m,
при этом Zm и Pm должны экспоненциально убывать при ξ → +∞.

Таким образом, задачи для нахождения Zm и Pm имеют следующий вид:





L̃0Z = F, L̃0P + Z = G,

− ∂

∂ξ
Z(s, 0) = g̃1(s), − ∂

∂ξ
P (s, 0) = g̃2(s).

(3.9)

Как хорошо известно, первое уравнение из (3.9) имеет нужное нам решение вида

Z(s, ξ) = C1(s)e
−
√

ã0(s)ξ + Ẑ(s, ξ), (3.10)

где C1(s) — функция, подлежащая определению, а Ẑ(s, ξ) — какое-нибудь частное решение
уравнения L̃0Z = F . При этом если

F (s, ξ) = e−
√

ã0(s)ξQl(s, ξ),

где Ql(s, ξ) — полином степени l по ξ с коэффициентами, зависящими от s, то

Ẑ(s, ξ) = e−
√

ã0(s)ξξQl,1(s, ξ).

Здесь Ql,1(s, ξ) — тоже полином степени l по ξ с коэффициентами, зависящими от s, однозначно
определяемый по Ql(s, ξ).

Теперь второе уравнение из (3.9) в силу (3.10) можем записать как

L̃0P = C1(s)e
−
√

ã0(s)ξ + Ẑ(s, ξ) +G(s, ξ),



Асимптотика решения задачи отптимального управления 109

а любое, экспоненциально убывающее при ξ → +∞ решение этого уравнения определяется
формулой

P (s, ξ) = C2(s)e
−
√

ã0(s)ξ + C1(s)
ξ

2
√

ã0(s)
e−

√
ã0(s)ξ + P̂ (s, ξ), (3.11)

где P̂ (s, ξ) — какое-нибудь частное решение уравнения L̃0P = Ẑ(s, ξ) +G(s, ξ).

Неизвестные функции C1(s) и C2(s) определятся из граничных условий задачи (3.9) — они
(в силу (3.10) и (3.11)) являются решением системы уравнений





− ∂

∂ξ
Z(s, 0) =

√
ã0(s)C1(s)−

∂

∂ξ
Ẑ(s, 0) = g̃1(s),

− ∂

∂ξ
P (s, 0) =

√
ã0(s)C2(s)− C1(s)

1

2
√

ã0(s)
− ∂

∂ξ
P̂ (s, 0) = g̃2(s),

из которой получим

C1(s) =

g̃1(s) +
∂

∂ξ
Ẑ(s, 0)

√
ã0(s)

, C2(s) =

g̃2(s) +
∂

∂ξ
P̂ (s, 0) +

C1(s)

2
√

ã0(s)√
ã0(s)

.

Таким образом, задача (3.7), (3.8) при каждом m > 0 имеет единственное экспоненциально
убывающее решение решение {Zm, Pm}.

Теперь ряды

zit =

∞∑

k=0

ε2kzk(x) + η(s, τ)ε1−β
∞∑

m=0

εm/m̃Zm(s, ξ)

pit =
∞∑

k=0

ε2kpk(x) + η(s, τ)ε1−β
∞∑

m=0

εm/m̃Pm(s, ξ),

(3.12)

где x и τ, s связаны введенной системой координат, хорошо аппроксимируют всю задачу (1.6),
(2.9). Поэтому справедлива следующая основная теорема.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (1.3) и (2.9). Тогда ряды (3.12), коэффициенты ко-

торых для рядов (3.1) определяются по формулам (3.2), а для рядов (3.6) — как решения

задач (3.7), (3.8), суть равномерные (как в смысле пространства H1(Ω), так и в смысле про-

странства C(Ω)) асимптотические разложения при ε → 0 функций zε(x) и pε(x) — решения

задачи (1.6), (2.9).
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