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Введение

Одной из фундаментальных задач теории групп является изучение подгруппового стро-
ения групп. В постклассификационной теории конечных групп актуальными стали исследо-
вания подгрупп и представлений конечных простых групп. Группы лиева типа составляют
основной массив конечных простых групп. Важный класс подстановочных представлений ко-
нечных групп лиева типа составляют их параболические представления, т. е. представления
на смежных классах по параболическим подгруппам. В ранних работах автора было получено
описание примитивных параболических подстановочных представлений всех групп лиева типа
(нормальных и скрученных). В настоящее время автор продолжает исследование свойств та-
ких представлений, а именно, изучает главные факторы параболических максимальных под-
групп конечных простых групп лиева типа. С использованием результатов из [9] автором в
работах [4–8] было получено уточненное описание главных факторов параболической макси-
мальной подгруппы, входящих в ее унипотентный радикал, для всех конечных простых групп
лиева типа (нормальных и скрученных) за исключением групп 2F4(2

2n+1) и Bl(2
n). В данной

работе приводится такое описание для группы 2F4(2
2n+1). Заметим, что структура макси-

мальных параболических подгрупп группы 2F4(2
2n+1) в терминах (B,N)-пар была описана

в [12, § 10]. Используя другой подход, автор доказывает следующую теорему в обозначениях
разд. 1.
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Теорема. Пусть G = 2F4(q), где q = 22n+1 > 2, и Pk — параболическая максимальная под-

группа в G для k = 1, 2. Тогда фрагмент главного ряда группы Pk, лежащий в ее унипотент-

ном радикале Uk, при k = 1 имеет вид U1 = Y4 > Y3 > Y2 > Y1 > 1, где | Y4/Y3 |=| Y2/Y1 |= q4,
| Y3/Y2 |=| Y1 |= q, а при k = 2 имеет вид U2 = Y5 > Y4 > Y3 > Y2 > Y1 > 1, где | Y5/Y4 |=
| Y3/Y2 |=| Y1 |= q2, | Y4/Y3 |= q4, | Y2/Y1 |= q. Кроме того, нижний центральный ряд груп-

пы Uk имеет вид U1 > Y2 > Y1 > 1 при k = 1 и U2 > Y4 > Y3 > Y2 > Y1 > 1 при k = 2.

В конце статьи приводится таблица, в которой указываются порождающие элементы со-
ответствующих главных факторов.

Результаты статьи будут использованы исследователями в доказательстве усиленной вер-
сии гипотезы Симса (см. [13]).

1. Обозначения и вспомогательные результаты

Используемые в статье обозначения из общей теории групп в основном стандартны, их
можно найти в [11]. Напомним некоторые из них. Если X и Y — группы, а n — натуральное
число, то через X.Y обозначается расширение группы X при помощи группы Y , через Xn —
прямое произведение n групп, каждая из которых изоморфна группе X, через n — циклическая
группа порядка n. Коммутатор элементов x и y группы обозначается через [x, y] = x−1y−1xy.
Определения и обозначения, связанные с группами лиева типа, взяты из [10].

Пусть G = 2F4(q), где q = 22n+1 ≥ 2. Построение и свойства группы G можно найти
в [15; 17] или [10]. Группа G определяется как подгруппа группы Шевале F4(K), где K =
GF (q), состоящая из всех элементов, неподвижных относительно некоторого автоморфизма
группы F4(K).

Рассмотрим корневую систему Φ типа F4 с фундаментальной системой корней π = {p1, p2,
p3, p4} и диаграммой Дынкина

.

Тогда ввиду [1] множество Φ+ положительных корней системы Φ относительно π состоит
из элементов

r1 = p1, r9 = p2 + 2p3, r17 = p1 + 2p2 + 2p3 + p4,
r2 = p2, r10 = p2 + p3 + p4, r18 = p1 + p2 + 2p3 + 2p4,
r3 = p3, r11 = p1 + p2 + 2p3, r19 = p1 + 2p2 + 3p3 + p4,
r4 = p4, r12 = p1 + p2 + p3 + p4, r20 = p1 + 2p2 + 2p3 + 2p4,
r5 = p1 + p2, r13 = p2 + 2p3 + p4, r21 = p1 + 2p2 + 3p3 + 2p4,
r6 = p2 + p3, r14 = p1 + 2p2 + 2p3, r22 = p1 + 2p2 + 4p3 + 2p4,
r7 = p3 + p4, r15 = p1 + p2 + 2p3 + p4, r23 = p1 + 3p2 + 4p3 + 2p4,
r8 = p1 + p2 + p3, r16 = p2 + 2p3 + 2p4, r24 = 2p1 + 3p2 + 4p3 + 2p4.

Согласно [15] система Φ разбивается на шестнадцать классов:

S1 = {r8, r16, r21, r24}, S2 = {r3, r2, r6, r9},
S3 = {r10, r11, r19, r23}, S4 = {r7, r5, r12, r18},
S5 = {r17, r22}, S6 = {r15, r20},
S7 = {r13, r14}, S8 = {r4, r1},
S−1 = {−r8,−r16,−r21,−r24}, S−2 = {−r3,−r2,−r6,−r9},
S−3 = {−r10,−r11,−r19,−r23}, S−4 = {−r7,−r5,−r12,−r18},
S−5 = {−r17,−r22}, S−6 = {−r15,−r20},
S−7 = {−r13,−r14}, S−8 = {−r4,−r1}.



O главных факторах параболических максимальных подгрупп группы 2
F4(2

2n+1) 101

Пусть θ — автоморфизм поля K, возводящий его элементы в степень 2n. В [15] Ри ввел в
рассмотрение следующие элементы αi(t), где i = 1, 2, . . . , 12 и t ∈ K, группы G:

α1(t) = xr3(t
θ)xr2(t)xr6(t

θ+1), α2(t) = xr6(t
θ)xr9(t),

α3(t) = xr4(t
θ)xr1(t), α4(t) = xr7(t

θ)xr5(t)xr12(t
θ+1),

α5(t) = xr8(t
θ)xr16(t)xr21(t

θ+1), α6(t) = xr10(t
θ)xr11(t)xr19(t

θ+1),
α7(t) = xr13(t

θ)xr14(t), α8(t) = xr12(t
θ)xr18(t),

α9(t) = xr15(t
θ)xr20(t), α10(t) = xr17(t

θ)xr22(t),
α11(t) = xr19(t

θ)xr23(t), α12(t) = xr21(t
θ)xr24(t).

Каждому классу Si соответствует корневая подгруппа XSi
группы G. Корневые подгруп-

пы XSi
для 1 ≤ i ≤ 8 имеют вид

XS1
= 〈α5(t), α12(u) | t, u,∈ K〉, XS5

= 〈α10(t) | t ∈ K〉,
XS2

= 〈α1(t), α2(u) | t, u ∈ K〉, XS6
= 〈α9(t) | t ∈ K〉,

XS3
= 〈α6(t), α11(u) | t, u ∈ K〉, XS7

= 〈α7(t) | t ∈ K〉,
XS4

= 〈α4(t), α8(u) | t, u ∈ K〉, XS8
= 〈α3(t) | t ∈ K〉.

Корневые подгруппы XSi
для 1 ≤ i ≤ 8 порождают максимальную унипотентную подгруп-

пу U группы G. Любой элемент u из U можно однозначно записать в виде u =
∏12

i=1 αi(ti),
где ti ∈ K. Подгруппа Бореля B = NG(U) группы G является полупрямым произведением
подгруппы U и подгруппы Картана H порядка (q − 1)2, изоморфной K∗ ×K∗. Множество π
простых корней содержится в объединении классов S2 и S8, поэтому в группе G имеется точно
две параболические максимальные подгруппы, содержащие B, а именно P1 = PS2

= 〈B,XS
−2
〉

и P2 = PS8
= 〈B,XS

−8
〉. Чтобы определить строение подгруппы U , приведем следующий пол-

ный список коммутаторных соотношений между элементами вида αi(t), где 1 ≤ i ≤ 12 и t ∈ K:

[α1(t), α3(u)] = α4(tu)α5(t
2θ+1u2θ)α7(t

2θ+2u)α11(t
4θ+3u2θ+1)α12(t

4θ+3u2θ+2),

[α1(t), α4(u)] = α5(tu
2θ)α6(t

2θu)α7(t
2θ+1u)α9(tu

2θ+1)α10(t
2θ+1u2θ+1)

× α11(t
2θ+2u2θ+1)α12(t

2θ+1u2θ+2),

[α1(t), α6(u)] = α7(tu), [α1(t), α10(u)] = α11(tu),

[α1(t), α8(u)] = α9(tu)α11(t
2θ+2u)α12(t

2θ+1u2θ),

[α1(t), α9(u)] = α10(t
2θu)α11(t

2θ+1u)α12(tu
2θ),

[α2(t), α3(u)] = α5(tu
2θ)α6(tu)α7(t

2θu)α8(tu
2θ+1)α9(t

2θu2θ+1),

[α2(t), α4(u)] = α7(tu)α11(t
2θu2θ+1)α12(tu

2θ+2),

[α2(t), α8(u)] = α10(tu)α11(t
2θu)α12(tu

2θ),

[α2(t), α9(u)] = α11(tu), [α3(t), α5(u)] = α8(tu),

[α3(t), α6(u)] = α8(t
2θu)α9(tu

2θ)α12(tu
2θ+1), [α3(t), α7(u)] = α9(t

2θu)α10(tu
2θ),

[α3(t), α11(u)] = α12(tu), [α4(t), α5(u)] = α9(tu),

[α4(t), α7(u)] = α10(t
2θu)α11(tu

2θ)α12(t
2θ+1u), [α4(t), α10(u)] = α12(tu),

[α5(t), α6(u)] = α10(tu), [α5(t), α7(u)] = α11(tu),

[α6(t), α9(u)] = α12(tu), [α7(t), α8(u)] = α12(tu),

[αi(t), αi(u)] = αj(i)(t
2θu+ tu2θ),

где j(i) = 2, 8, 12, 11 соответствуют i = 1, 4, 5, 6. Все другие коммутаторы [αi(t), αj(u)] равны 1.
Кроме того, αi(t)αi(u) = αi(t+ u)αj(i)(tu

2θ) для i = 1, 4, 5, 6.

Отметим, что этот список приведен в работе [16], но с ошибкой в формуле для коммутатора
[α2(t), α3(u)] (см. [14, c. 57]).
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2. Доказательство теоремы

Опишем строение параболической максимальной подгруппы P1, используя ее разложе-
ние Леви P1 = U1L1, где U1 = 〈XSi

| i ∈ {1, 3, 4, . . . , 8}〉 — унипотентный радикал и L1 =
〈H,XS2

,XS
−2
〉 — дополнение Леви в P1. Рассматривая только те коммутаторные соотношения,

в которых не встречаются множители α1(t) и α2(t), получаем, что U1
∼= 22n+1.24(2n+1).25(2n+1).

Подгруппа L1 изоморфна прямому произведению группы 2B2(q) и циклической группы по-
рядка q − 1 (см. [2]).

Пусть Y1 = 〈α12(t) | t ∈ K〉 и Y2 = 〈αi(ti) | ti ∈ K, i ∈ {8, 9, 10, 11, 12}〉. Тогда Y1 является
минимальной нормальной подгруппой, а Y2 — нормальной подгруппой в P1. Положим α−1(t) =
x−r3(t

θ)x−r2(t)x−r6(t
θ+1) и α−2(t) = x−r6(t

θ)x−r9(t). Действие (сопряжением) группы L1 на
фактор-группу Y2/Y1 задается следующими коммутаторными соотношениями (t, u ∈ K):

[α8(t), α1(u)]Y1 = α9(tu)α11(tu
2θ+2)Y1,

[α9(t), α1(u)]Y1 = α10(tu
2θ)α11(tu

2θ+1)Y1,

[α10(t), α1(u)]Y1 = α11(tu)Y1,

[α8(t), α2(u)]Y1 = α10(tu)α11(tu
2θ)Y1,

[α9(t), α2(u)]Y1 = α11(tu)Y1,

[α9(t), α−1(u)]Y1 = α8(tu)Y1,

[α10(t), α−1(u)]Y1 = α8(tu
2θ+1)α9(tu

2θ)Y1,

[α11(t), α−1(u)]Y1 = α8(tu
2θ+2)α10(tu)Y1,

[α10(t), α−2(u)]Y1 = α8(tu)Y1,

[α11(t), α−2(u)]Y1 = α8(tu
2θ)α9(tu)Y1,

поэтому L1 действует неприводимо на Y2/Y1. Получаем фрагмент Y2 > Y1 > 1 главного ряда
группы P1.

Действие (сопряжением) группы L1 на фактор-группу U1/Y2 задается следующими соот-
ношениями (t, u ∈ K):

[α3(t), α1(u)]Y2 = α4(tu)α5(t
2θu2θ+1)α7(tu

2θ+2)Y2,

[α4(t), α1(u)]Y2 = α5(t
2θu)α6(tu

2θ)α7(tu
2θ+1)Y2,

[α6(t), α1(u)]Y2 = α7(tu)Y2,

[α3(t), α2(u)]Y2 = α5(t
2θu)α6(tu)α7(tu

2θ)Y2,

[α4(t), α2(u)]Y2 = α7(tu)Y2,

[α4(t), α−1(u)]Y2 = α3(tu)Y2,

[α6(t), α−1(u)]Y2 = α3(tu
2θ+1)α4(tu

2θ)α5(t
2θu)Y2,

[α7(t), α−1(u)]Y2 = α3(tu
2θ+2)α5(t

2θu2θ+1)α6(tu)Y2,

[α6(t), α−2(u)]Y2 = α3(tu)Y2,

[α7(t), α−2(u)]Y2 = α3(tu
2θ)α4(tu)α5(t

2θu)Y2.

Это действие приводимо. Положим Y3 = 〈αi(ti) | ti ∈ K, i ∈ {5, 8, 9, 10, 11, 12}〉. Тогда под-
группа L1 нормализует Y3 и действует неприводимо на факторах U1/Y3 и Y3/Y2. Получаем
последний фрагмент U1 = Y4 > Y3 > Y2 главного ряда группы P1, лежащий в U1.

Рассмотрим другую параболическую максимальную подгруппу P2. Она имеет разложение
Леви P2 = U2L2, где U2 = 〈XSi

| i ∈ {1, 2, . . . , 7}}〉 и L2 = 〈H,XS8
,XS

−8
〉. Рассматривая только

те коммутаторные соотношения, в которых не встречается множитель α3(t), получаем, что
L2

∼= GL2(q) и U2
∼= 22(2n+1).22n+1.22(2n+1).24(2n+1).22(2n+1) (см. [3]).
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Из коммутаторных соотношений в группе U2 следует, что подгруппа Y1 = 〈αi(ti) | ti ∈
K, i ∈ {11, 12}〉 является нормальной подгруппой в P2. Положим α−3(t) = x−r4(t

θ)x−r1(t).
Действие группы L2 на Y1 задается двумя соотношениями (t, u ∈ K)

[α11(t), α3(u)] = α12(tu), [α12(t), α−3(u)] = α11(tu).

Это действие неприводимо. Получаем фрагмент Y1 > 1 главного ряда группы P2.

Приведем нетривиальные коммутаторные соотношения в фактор-группе U2/Y1 (t, u ∈ K):

[α1(t), α4(u)]Y1 = α5(tu
2θ)α6(t

2θu)α7(t
2θ+1u)α9(tu

2θ+1)α10(t
2θ+1u2θ+1)Y1,

[α1(t), α6(u)]Y1 = α7(tu)Y1, [α1(t), α8(u)]Y1 = α9(tu)Y1,

[α1(t), α9(u)]Y1 = α10(t
2θu)Y1, [α2(t), α4(u)]Y1 = α7(tu)Y1,

[α2(t), α8(u)]Y1 = α10(tu)Y1, [α4(t), α5(u)]Y1 = α9(tu)Y1,

[α4(t), α7(u)]Y1 = α10(t
2θu)Y1, [α5(t), α6(u)]Y1 = α10(tu)Y1,

[α1(t), α1(u)]Y1 = α2(t
2θu+ tu2θ)Y1, [α4(t), α4(u)]Y1 = α8(t

2θu+ tu2θ)Y1 и

α1(t)α1(u)Y1 = α1(t+ u)α2(tu
2θ)Y1, α4(t)α4(u)Y1 = α4(t+ u)α8(tu

2θ)Y1.

Рассмотрим подгруппу Y2 = 〈αi(ti) | ti ∈ K, i ∈ {10, 11, 12}〉. Фактор-группа Y2/Y1 является
минимальной нормальной подгруппой в P2/Y1. Получаем фрагмент Y2 > Y1 главного ряда
группы P2.

Приведем нетривиальные соотношения в фактор-группе U2/Y2 (t, u ∈ K):

[α1(t), α4(u)]Y2 = α5(tu
2θ)α6(t

2θu)α7(t
2θ+1u)α9(tu

2θ+1)Y2,

[α1(t), α6(u)]Y2 = α7(tu)Y2, [α1(t), α8(u)]Y2 = α9(tu)Y2,

[α2(t), α4(u)]Y2 = α7(tu)Y2, [α4(t), α5(u)]Y2 = α9(tu)Y2,

[α1(t), α1(u)]Y2 = α2(t
2θu+ tu2θ)Y2, [α4(t), α4(u)]Y2 = α8(t

2θu+ tu2θ)Y2 и

α1(t)α1(u)Y2 = α1(t+ u)α2(tu
2θ)Y2, α4(t)α4(u)Y2 = α4(t+ u)α8(tu

2θ)Y2.

Рассмотрим нормальную в P2 подгруппу Y3 = 〈αi(ti) | ti ∈ K, i ∈ {7, 9, 10, 11, 12}〉. Действие
группы L2 на Y3/Y2 задается соотношениями (t, u ∈ K)

[α7(t), α3(u)]Y2 = α9(tu
2θ)Y2, [α9(t), α−3(u)]Y2 = α7(tu)Y2.

Это действие неприводимо. Получаем фрагмент Y3 > Y2 главного ряда группы P2.

Приведем нетривиальные коммутаторные соотношения в фактор-группе U2/Y3 (t, u ∈ K):

[α1(t), α4(u)]Y3 = α5(tu
2θ)α6(t

2θu)Y3, [α1(t), α1(u)]Y3 = α2(t
2θu+ tu2θ)Y3,

[α4(t), α4(u)]Y3 = α8(t
2θu+ tu2θ)Y3 и

α1(t)α1(u)Y3 = α1(t+ u)α2(tu
2θ)Y3, α4(t)α4(u)Y3 = α4(t+ u)α8(tu

2θ)Y3.

Рассмотрим подгруппу Y4 = 〈αi(ti) | ti ∈ K, i ∈ {2, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}〉, нормальную в P2.
Неприводимое действие L2 на фактор-группу Y4/Y3 задается соотношениями (t, u ∈ K)

[α2(t), α3(u)]Y3 = α5(tu
2θ)α6(tu)α8(tu

2θ+1)Y3, [α6(t), α3(u)]Y3 = α8(tu
2θ)Y3,

[α5(t), α3(u)]Y3 = α8(tu)Y3, [α5(t), α−3(u)]Y3 = α2(tu
2θ)Y3,

[α6(t), α−3(u)]Y3 = α2(tu)Y3, [α8(t), α−3(u)]Y3 = α2(tu
2θ+1)α5(tu)α6(tu

2θ)Y3.

Получаем фрагмент Y4 > Y3 главного ряда группы P2.
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Pk Yj+1/Yj αi(ti) : Yj+1/Yj =
∏

i〈αi(ti) | ti ∈ K〉Yj/Yj

P1 Y4/Y3 α3(t3), α4(t4), α6(t6), α7(t7)

P1 Y3/Y2 α5(t5)

P1 Y2/Y1 α8(t8), α9(t9), α10(t10), α11(t11)

P1 Y1/1 α12(t12)

P2 Y5/Y4 α1(t1), α4(t4)

P2 Y4/Y3 α2(t2), α5(t5), α6(t6), α8(t8)

P2 Y3/Y2 α7(t7), α9(t9)

P2 Y2/Y1 α10(t10)

P2 Y1/1 α11(t11), α12(t12)

Подгруппа U2/Y4 нормальна в P2/Y4. Неприводимое действие группы L2 на эту подгруппу
задается двумя коммутаторными соотношениями (t, u ∈ K)

[α1(t), α3(u)]Y4 = α4(tu)Y4, [α4(t), α−3(u)]Y4 = α1(tu)Y4,

а U2 = Y5 > Y4 — последний фрагмент главного ряда группы P2, содержащийся в унипотент-
ном радикале U2.

Утверждение теоремы о нижнем центральном ряде группы Uk легко следует из приведен-
ных выше рассуждений.

Теорема доказана.

Занесем полученные при доказательстве теоремы результаты в таблицу (см. выше). Во вто-
ром столбце таблицы укажем главные факторы Yj+1/Yj фрагмента главного ряда, входящего
в унипотентный радикал, каждой параболической максимальной подгруппы Pk, указанной в
первом столбце. Третий столбец нашей таблицы содержит порождающие элементы αi(ti)Yj

главного фактора Yj+1/Yj =
∏

i UiYj/Yj , где Ui = 〈αi(t) | t ∈ K〉.
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