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Графом Грюнберга — Кегеля (графом простых чисел) Γ(G) конечной группы G называется граф, в ко-
тором вершинами служат простые делители порядка группы G и две различные вершины p и q смежны
тогда и только тогда, когда G содержит элемент порядка pq. В теории конечных групп активно раз-
виваются исследования распознаваемости конечных групп по графу Грюнберга — Кегеля. Для конечной
группы G через hΓ(G) обозначается число всех попарно не изоморфных конечных групп H таких, что
Γ(H) = Γ(G) (если множество таких групп H бесконечно, то пишем hΓ(G) = ∞). Группа G называется
n-распознаваемой по графу Грюнберга — Кегеля, если hΓ(G) = n < ∞, распознаваемой по графу Грюнбер-
га— Кегеля, если hΓ(G) = 1, и нераспознаваемой по графу Грюнберга — Кегеля, если hΓ(G) = ∞. Говорят,
что проблема распознаваемости по графу Грюнберга —Кегеля решена для конечной группы G, если най-
дено значение hΓ(G). Для нераспознаваемой по графу Грюнберга — Кегеля конечной группы G интересен
также вопрос о (нормальном) строении конечных групп с таким же графом Грюнберга — Кегеля, как у G.
В 2003 г. M. Хаги исследовала строение конечных групп, граф Грюнберга —Кегеля которых равен графу
Грюнберга — Кегеля какой-либо спорадической простой группы. В частности, в этой работе были даны
первые примеры конечных групп, распознаваемых по графу Грюнберга — Кегеля, а именно, спорадиче-
ские простые группы J1, M22, M23, M24 и Co2. Однако это исследование не было завершено. В 2006 г. в
работе А.В. Заварницина была установлена распознаваемость по графу Грюнберга —Кегеля группы J4.
Нераспознаваемость по графу Грюнберга —Кегеля спорадических групп M12 и J2 была известна ранее,
она следует из нераспознаваемости этих групп по спектру. В данной статье продолжается исследование
Хаги с использованием ее результатов. Для каждой из спорадических простых групп S, изоморфных Ru,
HN , F i22, He, McL или Co3, определены все конечные группы с таким же графом Грюнберга — Кегеля,
как у S. Тем самым для этих шести групп S завершено исследование Хаги, и, в частности, решена про-
блема распознаваемости по графу Грюнберга — Кегеля.
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Кегеля, распознавание по графу Грюнберга — Кегеля.

A. S.Kondrat’ev. On the recognizability of sporadic simple groups Ru, HN , F i22, He, McL, and

Co3 by the Gruenberg–Kegel graph.

The Gruenberg–Kegel graph (prime graph) Γ(G) of a finite group G is a graph in which the vertices are
the prime divisors of the order of G and two distinct vertices p and q are adjacent if and only if G contains
an element of order pq. The problem of recognition of finite groups by the Gruenberg–Kegel graph is of great
interest in the finite group theory. For a finite group G, hΓ(G) denotes the number of all pairwise nonisomorphic
finite groups H such that Γ(H) = Γ(G) (if the set of such groups H is infinite, we write hΓ(G) = ∞). A group G
is called n-recognizable by the Gruenberg–Kegel graph if hΓ(G) = n < ∞, recognizable the Gruenberg–Kegel
graph if hΓ(G) = 1, and unrecognizable the Gruenberg–Kegel graph if hΓ(G) = ∞. We say that the problem
of recognizability by the Gruenberg–Kegel graph is solved for a finite group G if the value hΓ(G) is found.
For a finite group G unrecognizable by the Gruenberg–Kegel graph, the question of the (normal) structure of
finite groups with the same Gruenberg–Kegel graph as G is also of interest. In 2003, M. Hagie investigated
the structure of finite groups having the same Gruenberg–Kegel graph as some sporadic simple group. In
particular, she gave first examples of finite groups recognizable by the Gruenberg–Kegel graph; they were
the sporadic simple groups J1, M22, M23, M24, and Co2. However, that investigation was not completed.
In 2006, A.V. Zavarnitsine established that the group J4 is recognizable by the Gruenberg–Kegel graph. The
unrecognizability of the sporadic groups M12 and J2 was known previously; it follows from the unrecognizability
of these groups by the spectrum. In the present paper, we continue Hagie’s study and use her results. For any
sporadic simple group S isomorphic to Ru, HN , F i22, He, McL, or Co3, we find all finite groups having
the same Gruenberg–Kegel graph as S. Thus, for these six groups, we complete Hagie’s investigation and, in
particular, solve the problem of recognizability by the Gruenberg–Kegel graph.
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Введение

Пусть G –– конечная группа. Обозначим через ω(G) спектр группы G, т. е. множество
всех порядков ее элементов. Множество ω(G) определяет граф Грюнберга—Кегеля (или граф

простых чисел) Γ(G) группы G, в котором вершинами служат простые делители порядка
группы G и две различные вершины p и q смежны тогда и только тогда, когда pq ∈ ω(G).

В теории конечных групп сложилось и динамично развивается направление исследований
распознаваемости конечных групп по спектру (см. обзор В.Д.Мазурова [8]). Конечная груп-
па G называется распознаваемой по спектру, если для любой конечной группы H из равенства
ω(H) = ω(G) следует изоморфизм H ∼= G.

С этим направлением тесно связано перспективное направление исследований распознава-
емости конечных групп по графу Грюнберга— Кегеля. Конечная группа G называется распо-

знаваемой по графу Грюнберга—Кегеля, если для любой конечной группы H равенство графов
Γ(H) = Γ(G) влечет изоморфизм H ∼= G групп. Ясно, что граф Γ(G) однозначно определяется
по множеству ω(G), поэтому из распознаваемости конечной группы по графу Грюнберга—
Кегеля следует ее распознаваемость по спектру.

Первый необходимый этап решения вопроса распознаваемости конечных простых групп
по спектру или по графу Грюнберга— Кегеля заключается в доказательстве условия квази-
распознаваемости (которое было введено автором в [1]), более слабого, чем распознаваемость.
Конечная простая неабелева группа P называется квазираспознаваемой по спектру (соответ-
ственно по графу Грюнберга— Кегеля), если любая конечная группа G c условием ω(G) = ω(P )
(соответственно Γ(G) = Γ(P )) имеет единственный неабелев композиционный фактор и этот
фактор изоморфен P .

Для конечной группы G через hΓ(G) обозначается число всех попарно не изоморфных
конечных групп H таких, что Γ(H) = Γ(G) (если множество таких групп H бесконечно, то пи-
шем hΓ(G) = ∞). Группа G называется n-распознаваемой по графу Грюнберга—Кегеля, если
hΓ(G) = n < ∞, почти распознаваемой по графу Грюнберга—Кегеля, если 1 < hΓ(G) < ∞,
и нераспознаваемой по графу Грюнберга—Кегеля, если hΓ(G) = ∞. Будем говорить, что про-

блема распознаваемости по графу Грюнберга—Кегеля решена для конечной группы G, если
найдено значение hΓ(G). Эта проблема имеет смысл только для групп с тривиальным раз-
решимым радикалом, поскольку хорошо известно, что группы с нетривиальным разрешимым
радикалом не будут распознаваемыми даже по спектру (см. [8]). Для нераспознаваемой по гра-
фу Грюнберга— Кегеля конечной группы G интересен также вопрос о (нормальном) строении
конечных групп с таким же графом Грюнберга— Кегеля, как у G.

Первой работой, связанной с распознаваемостью по графу Грюнберга— Кегеля, по-види-
мому, была работа Чэня [11], в которой он доказал, что каждая из 26 спорадических простых
групп однозначно (с точностью до изоморфизма) определяется в классе конечных групп по
своему порядку и графу Грюнберга— Кегеля.

В 2003 г. М. Хаги [14] исследовала строение конечных групп, граф Грюнберга— Кегеля
которых равен графу Грюнберга— Кегеля какой-либо спорадической простой группы. В част-
ности, в этой работе были даны первые примеры конечных групп, распознаваемых по графу
Грюнберга— Кегеля, а именно, спорадические простые группы J1, M22, M23, M24, Co2, а также
доказаны 2-распознаваемость по графу Грюнберга— Кегеля группы M11 и квазираспознавае-
мость по графу Грюнберга— Кегеля групп J3, Suz, O

′N , Ly, Fi23, Fi′24, Th, Ru, Co1, F1, F2.
Однако это исследование не было завершено.

В 2006 г. в работе А .В. Заварницина [3] была установлена распознаваемость по графу Грюн-
берга— Кегеля группы J4.

Нераспознаваемость по графу Грюнберга— Кегеля спорадических групп M12 и J2 была
известна ранее, она следует из нераспознаваемости этих групп по спектру (см. [20; 21]). Ре-
зультаты Хаги о строении конечных групп, граф Грюнберга— Кегеля которых равен Γ(M12)
или Γ(J2), были существенно усилены в работе автора и И.В. Храмцова [5].
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В данной статье мы продолжаем исследование Хаги, используя ее результаты из [14]. Для
каждой из спорадических простых групп S, изоморфных Ru, HN , Fi22, He, M cL или Co3
(графы Грюнберга— Кегеля этих групп имеют точно две компоненты связности), определены
все конечные группы с таким же графом Грюнберга— Кегеля, как у S. Тем самым для этих
шести групп S завершено исследование Хаги, и, в частности, решена проблема распознавае-
мости по графу Грюнберга— Кегеля. Доказаны следующие теоремы.

Теорема 1. Группа Ru распознаваема по графу Грюнберга—Кегеля.

Теорема 2. Пусть S = HN . Для конечной группы G справедливо равенство Γ(G) =
Γ(S) тогда и только тогда, когда G изоморфна S или Aut(S). В частности, группа HN
2-распознаваема по графу Грюнберга—Кегеля.

Теорема 3. Пусть S = Fi22. Для конечной группы G справедливо равенство Γ(G) = Γ(S)
тогда и только тогда, когда G изоморфна S, Aut(S) или Aut(Suz). В частности, группа Fi22
3-распознаваема по графу Грюнберга—Кегеля.

Теорема 4. Пусть S = He. Для конечной группы G справедливо равенство Γ(G) = Γ(S)
тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих утверждений:

(1) группа G изоморфна He, Aut(He), S8(2) или Aut(O−
8 (2));

(2) O2(G) 6= 1, группа G = G/O2(G) изоморфна S8(2), O−
8 (2) или Aut(O−

8 (2)), каждый

2-главный фактор группы G как G-модуль изоморфен неприводимому GF (2)G-модулю раз-

мерности 8, 16 или 48.
В частности, группа He не распознаваема по графу Грюнберга—Кегеля.

Теорема 5. Пусть S = M cL. Для конечной группы G справедливо равенство Γ(G) = Γ(S)
тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих утверждений:

(1) группа G изоморфна M cL, Aut(HS), Aut(M22) или U6(2).2;
(2) O2(G) 6= 1, группа G = G/O2(G) изоморфна HS, Aut(HS), M22, Aut(M22), U6(2) или

U6(2).2, каждый 2-главный фактор группы G как G-модуль изоморфен единственному 20-
мерному неприводимому GF (2)G-модулю.

В частности, группа M cL не распознаваема по графу Грюнберга—Кегеля.

Теорема 6. Пусть S = Co3. Для конечной группы G справедливо равенство Γ(G) = Γ(S)
тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих утверждений:

(1) группа G изоморфна Co3;
(2) O2(G) 6= 1, группа G = G/O2(G) изоморфна Co3 и каждый 2-главный фактор группы G

как G-модуль изоморфен единственному 22-мерному абсолютно неприводимому GF (2)G-мо-

дулю;
(3) O2(G) 6= 1, группа G = G/O2(G) изоморфна M24 и каждый 2-главный фактор группы G

как G-модуль изоморфен одному из двух 11-мерных абсолютно неприводимых GF (2)G-мо-

дулей.

В частности, группа Co3 не распознаваема по графу Грюнберга—Кегеля.

Поскольку каждая из спорадических простых групп имеет несвязный граф Грюнберга—
Кегеля (см. [22]), мы используем результаты о конечных группах с несвязным графом Грюн-
берга— Кегеля (см. [5;22]). Кроме того, используется система компьютерной алгебры GAP (см.
[12]).

Заметим, что в работах Б. Хосрави [17; 18], в частности, изучалось строение конечных
групп с таким же графом Грюнберга— Кегеля, как у групп Aut(M22), Aut(HS) и Aut(Suz).
Но ввиду [13] справедливы равенства Γ(Aut(M22)) = Γ(Aut(HS)) = Γ(M cL) и Γ(Aut(Suz)) =
Γ(Fi22). Поэтому ввиду наших теорем 3 и 5 результаты Хосрави из [17, теорема 3.1(b,c,f)] и
[18, теоремы 3.2(a), 3.4, 3.5(b)], касающиеся этих групп, неполны и, к сожалению, некорректны.
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1. Обозначения, терминология и вспомогательные результаты

Наши обозначения и терминология в основном стандартны, их можно найти в [6;9;13;15;16].

Пусть G –– конечная группа с несвязным графом Грюнберга— Кегеля. Обозначим число
компонент связности графа Γ(G) через s(G), а множество его связных компонент — через
{πi(G) | 1 ≤ i ≤ s(G)}; при этом для группы G четного порядка считаем, что 2 ∈ π1(G).
По теореме Грюнберга— Кегеля [22, теорема А] либо группа G изоморфна группе Фробениуса
или двойной группе Фробениуса, либо фактор-группа G := G/F (G) почти проста (т. е. имеет
простой неабелев цоколь Soc(G)) и известна ввиду результатов [4; 19; 22]. Предположим, что
F (G) 6= 1 и группа G почти проста. Тогда π(F (G))∪π(G/Soc(G)) ⊆ π1(G) (cм. [22, теорема А]).
Каждой связной компоненте πi(G) графа Γ(G) при i > 1 соответствует нильпотентная изоли-
рованная πi(G)-холлова подгруппа Xi(G) группы G (изолированной подгруппой называется
собственная подгруппа, содержащая централизатор каждого своего неединичного элемента).
Любой неединичный элемент x из Xi(G) при i > 1 действует без неподвижных точек на
F (G), т. е. CF (G)(x) = 1. Пусть K и L — два соседних члена главного ряда группы G, причем
K < L ≤ F (G). Тогда (главный) фактор V = L/K является элементарной абелевой p-группой
для некоторого простого числа p, называется p-главным фактором группы G, и его можно рас-
сматривать как точный неприводимый GF (p)G-модуль (так как CG/K(V ) = F (G)/K), причем
каждый неединичный элемент из Xi(G) при i > 1 действует без неподвижных точек на V . По-
этому задача изучения строения группы G во многом сводится к имеющей самостоятельный
интерес проблеме описания неприводимых GF (p)G-модулей, на которые некоторый элемент
простого порядка (отличного от p) из G действует без неподвижных точек.

Рассмотрим некоторые результаты, используемые в доказательстве теорем.

Следующий полезный результат хорошо известен (см., например, [2, лемма 4]).

Лемма 1.1. Пусть H — конечная простая группа, F — поле характеристики p > 0, V —

абсолютно неприводимый FH-модуль и β — характер Брауэра модуля V . Если g — элемент

из H порядка, взаимно простого с p, то

dim CV (g) = (β|〈g〉, 1|〈g〉) =
1

|g|

∑

x∈〈g〉

β(x).

Лемма 1.2 [15, теорема VII.1.16]. Пусть G — конечная группа, F = GF (pm) — поле опре-

деления характеристики p > 0 для абсолютно неприводимого FG-модуля V , 〈σ〉 = Aut(F ),
V0 обозначает модуль V , рассматриваемый как GF (p)G-модуль, и W = V0 ⊗GF (p) F . Тогда

(1) W =
⊕m

i=1 V
σi

, где V σi

— модуль, алгебраически сопряженный с V посредством σi;

(2) V0 является неприводимым GF (p)G-модулем, и, в частности, W реализуется как

неприводимый GF (p)G-модуль V0;

(3) с точностью до изоморфизма модулей неприводимые GF (p)G-модули находятся во

взаимно однозначном соответствии с классами алгебраической сопряженности неприводи-

мых GF (p)G-модулей, где GF (p) — алгебраическое замыкание поля GF (p).

Лемма 1.3 [7, лемма 1]. Пусть G — конечная группа, N — нормальная подгруппа в G,

G/N — группа Фробениуса с ядром F и циклическим дополнением C. Если (|F |, |N |) = 1 и F
не содержится в NCG(N)/N , то s|C| ∈ ω(G) для некоторого s ∈ π(N).

2. Доказательства теорем

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Пусть S = Ru, G — конечная группа и Γ(G) = Γ(S).
Ввиду [13] граф Γ(S) имеет вид



O распознаваемости групп 83

❞

❞

❞

❞

❞

❞

✑
✑

◗
◗

◗
◗
✑

✑

5

3

2

13

7 29 .

Ввиду теоремы Грюнберга— Кегеля [22, теорема А] и [14, теорема 3] имеем F (G) = O2(G))
и G := G/F (G) ∼= S. Предположим, что O2(G) 6= 1. Тогда элемент порядка 29 из G действует
без неподвижных точек на нетривиальную 2-группу F (G), что ввиду леммы 1.1 противоречит
таблице 2-модулярных характеров Брауэра группы S (см. [12]). Поэтому O2(G) = 1.

Теорема 1 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Пусть S = HN , G — конечная группа и Γ(G) = Γ(S).
Ввиду [13] |Aut(S) : S| = 2 и граф Γ(S) = Γ(Aut(S)) имеет вид
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Ввиду теоремы Грюнберга— Кегеля [22, теорема А] и [14, теорема 3] имеем π(F (G)) ⊆
{2, 3, 5, 7} и G := G/F (G) ∼= S или Aut(S). Ввиду [13] U3(8) ∼= X < G и Γ(X) имеет вид

❞ ❞ ❞ ❞

2 3 7 19 .

Пусть H — полный проообраз в G подгруппы X. Тогда граф Γ(H) несвязен, F (H) = F (G)
и |π(H/O5(H))| = 4. По [5, теорема 7] имеем F (H/O5(H)) = O2(H/O5(H)) и, следовательно,
π(F (G)) ⊆ {2, 5}. Если 5 ∈ π(F (G)), то элемент порядка 19 из H действует без неподвижных
точек на нетривиальной 5-группе F (H/O2(H)), что ввиду леммы 1.1 противоречит таблице
5-модулярных характеров Брауэра группы H, совпадающей с ее таблицей обыкновенных ха-
рактеров из [13]. Поэтому F (G) = O2(G). Если O2(G) 6= 1, то ввиду леммы 1.1 и таблицы
2-модулярных характеров Брауэра группы S (см. [12]) элемент порядка 19 из G централизует
нетривиальный элемент из O2(G). Полученное противоречие показывает, что F (G) = 1.

Теорема 2 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. Пусть S = Fi22, G — конечная группа и Γ(G) = Γ(S).
Ввиду [13] |Aut(S) : S| = 2 и граф Γ(S) = Γ(Aut(S)) = Γ(Aut(Suz)) имеет вид
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Ввиду теоремы Грюнберга— Кегеля [22, теорема А] и [14, теорема 3] имеем π(F (G)) ⊆
{2, 3, 5} и G := G/F (G) ∼= S, Aut(S), Suz или Aut(Suz). Ввиду [13] 2F4(2)

′ ∼= X < G и Γ(X)
имеет вид

❞ ❞ ❞ ❞

3 2 5 13 .

Пусть H — полный проообраз в G подгруппы X. Тогда граф Γ(H) несвязен, F (H) = F (G)
и |π(H)| = 4. По [5, теорема 7] имеем F (H) = 1 и, следовательно, F (G) = 1. Поскольку ввиду
[13] в графе Γ(Suz) вершины 2 и 11 несмежны, графы Γ(Suz) и Γ(S) различны, и поэтому
G ∼= S, Aut(S) или Aut(Suz).

Теорема 3 доказана.
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Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 4. Пусть S = He и G — конечная группа. Докажем необ-

ходимость. Предположим, что Γ(G) = Γ(S). Ввиду [13] графы Γ(S) = Γ(Aut(S)) = Γ(S8(2)) =
Γ(Aut(O−

8 (2))) и Γ(O−
8 (2)) имеют соответственно вид
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Ввиду теоремы Грюнберга— Кегеля [22, теорема А] и [14, теорема 3] имеем π(F (G)) ⊆
{2, 3, 5, 7} и G := G/F (G) ∼= S, Aut(S), L2(16), L2(16) : 2, L2(16) : 4, O−

8 (2), Aut(O
−
8 (2)) или

S8(2). Ввиду [13] группа G содержит подгруппу X, изоморфную группе Фробениуса вида 24 : 5.
Пусть H — полный проообраз в G подгруппы X. Если 7 ∈ π(F (G)), то, применяя лемму 1.3 к
группе H/O7′(H), получим, что элемент порядка 5 из H централизует элемент порядка 7 из
F (G), а это противоречит виду графа Γ(G). Поэтому 7 /∈ π(F (G)) и, следовательно, 7 ∈ π(G),
откуда следует, что группа G не изоморфна группам L2(16), L2(16) : 2, L2(16) : 4. Если
F (G) = 1, то выполняется утверждение (1) теоремы 4. Если F (G) 6= 1, то элемент порядка 17
из G действует без неподвижных точек на нетривиальной нильпотентной группе F (G), и ввиду
лемм 1.1 и 1.2 и таблиц p-модулярных характеров Брауэра цоколя группы G для p ∈ {2, 3, 5}
(см. [12; 16]) выполняется утверждение (2) теоремы 4.

Необходимость доказана.

Докажем достаточность. Пусть выполняется заключение теоремы. Если выполняется
утверждение (1) теоремы, то из [13] видно, что Γ(G) = Γ(S). Пусть выполняется утвержде-
ние (2) теоремы. Для доказательства равенства Γ(G) = Γ(S) достаточно проверить его для
случая, когда O2(G) — неприводимый GF (2)G-модуль размерности 8, 16 или 48. Применяя
леммы 1.1 и 1.2 для соответствующих 2-модулярных характеров Брауэра и |g| = 7, видим, что
некоторый элемент порядка 7 из G централизует некоторую инволюцию из O2(G). Отсюда,
учитывая вид графа Γ(G), получаем, что Γ(G) = Γ(S).

Достаточность доказана.

Теорема 4 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 5. Пусть S = M cL и G — конечная группа. Докажем
необходимость. Предположим, что Γ(G) = Γ(S). Ввиду [13] граф Γ(S) = Γ(Aut(M22)) =
Γ(Aut(HS)) = Γ(U6(2).2), граф Γ(U6(2)) = Γ(HS) и граф Γ(M22) имеют соответственно вид
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Ввиду теоремы Грюнберга— Кегеля [22, теорема А] и [14, теорема 3] имеем π(F (G)) ⊆
{2, 3, 5} и G := G/F (G) ∼= S, M22, Aut(M22), HS, Aut(HS), U6(2) или U6(2).2. Если F (G) = 1,
то выполняется п. (1) теоремы 5. Пусть F (G) 6= 1. Тогда элемент порядка 11 из G действует
без неподвижных точек на нетривиальной нильпотентной группе F (G), и ввиду лемм 1.1 и 1.2
и таблиц p-модулярных характеров Брауэра цоколя группы G для p ∈ {2, 3, 5} (см. [12; 16])
имеем F (G) = O2(G), группа G изоморфна HS, Aut(HS), M22, Aut(M22), U6(2) или U6(2).2,
каждый 2-главный фактор группы G как G-модуль изоморфен единственному 20-мерному
(абсолютно) неприводимому GF (2)G-модулю. Таким образом, выполняется утверждение (2)
теоремы 5.

Необходимость доказана.

Докажем достаточность. Пусть выполняется заключение теоремы. Если выполняется
утверждение (1) теоремы, то из [13] видно, что Γ(G) = Γ(S). Пусть выполняется утвержде-
ние (2) теоремы. Для доказательства равенства Γ(G) = Γ(S) достаточно проверить его для
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случая, когда O2(G) — единственный 20-мерный (абсолютно) неприводимый GF (2)G-модуль.
Применяя лемму 1.1 для соответствующего 2-модулярного характера Брауэра и |g| = 7, ви-
дим, что некоторый элемент порядка 7 из G централизует некоторую инволюцию из O2(G).
Отсюда, учитывая вид графа Γ(G), получаем, что Γ(G) = Γ(S).

Достаточность доказана.

Теорема 5 доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 6. Пусть S = Co3 и G — конечная группа. Докажем
необходимость. Предположим, что Γ(G) = Γ(S). Ввиду [13] граф Γ(S) и граф Γ(M24) имеют
соответственно вид
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Ввиду теоремы Грюнберга— Кегеля [22, теорема А] и [14, теорема 3] имеем F (G) = O2(G))
и G := G/F (G) ∼= S или M24. Если O2(G) = 1, то выполняется утверждение (1) теоремы 6.

Предположим, что O2(G) 6= 1. Тогда элемент порядка 23 из G действует без неподвижных
точек на нетривиальной 2-группе O2(G). Если G ∼= S, то ввиду лемм 1.1 и 1.2 и таблицы 2-
модулярных характеров Брауэра группы S (см. [12]) выполняется утверждение (2) теоремы 6.
Если G ∼= M24, то ввиду лемм 1.1 и 1.2, таблицы 2-модулярных характеров Брауэра группы M24

(см. [16; 10, табл. 8.70] выполняется утверждение (3) теоремы 6.

Необходимость доказана.

Докажем достаточность. Пусть выполняется заключение теоремы. Если выполняется
утверждение (1) теоремы, то [13] показывает, что Γ(G) = Γ(S).

Пусть выполняется утверждение (2) теоремы. Для доказательства равенства Γ(G) = Γ(S)
достаточно проверить его для случая, когда O2(G) — 22-мерный абсолютно неприводимый
GF (2)G-модуль. Ясно, что в этом случае Γ(G) = Γ(S).

Пусть выполняется утверждение (3) теоремы. Для доказательства равенства Γ(G) = Γ(S)
достаточно проверить его для случая, когда O2(G) — один из двух 11-мерных абсолютно непри-
водимых GF (2)G-модулей. Применяя лемму 1.1 для соответствующих 2-модулярных характе-
ров Брауэра и |g| = 11, видим, что некоторый элемент порядка 11 из G централизует некоторую
инволюцию из O2(G). Отсюда, учитывая вид графа Γ(G), получаем, что Γ(G) = Γ(S).

Достаточность доказана.

Теорема 6 доказана.
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