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О НЕКОТОРЫХ ГРУППАХ 2-РАНГА ОДИН1

Б.Е.Дураков

Строение конечных групп 2-ранга 1 во многом определяется классическими теоремами Бернсайда и
Брауэра–Судзуки. Бернсайд доказал, что в каждой конечной группе с циклической силовской 2-подгруп-
пой все элементы нечетного порядка составляют нормальную подгруппу. С.И. Адян показал, что в классе
периодических групп аналогичное утверждение неверно даже в случае, когда силовская 2-подгруппа имеет
порядок 2 и совпадает с центром группы. Результаты Бернсайда, Брауэра и Судзуки можно сформули-
ровать в виде одной теоремы: в конечной группе G 2-ранга 1 образ любой инволюции в фактор-группе
G/O(G) лежит в центре этой фактор-группы. Неизвестно, справедливо ли аналогичное утверждение, если
G — периодическая группа (вопрос 4.75 В.П. Шункова из “Коуровской тетради”). Ответ неизвестен даже
в случае, когда централизатор инволюции i — локально циклическая группа (вопрос 15.54 В.Д.Мазурова
из “Коуровской тетради”). В теореме 1 статьи приводится частичный положительный ответ на вопрос
4.75 при дополнительном условии: в группе G инволюция i порождает с каждым элементов порядка, не
делящегося на 4, конечную подгруппу. В частности, вопрос 4.75 решается положительно в классе бинарно
конечных и сопряженно бинарно конечных групп. В теореме 2 статьи исследуется строение не локально
конечной группы G с конечной инволюцией и инволюцией i, централизатор которой — локально цикли-
ческая 2-группа. Инволюция i группы G называется конечной, если для каждого g ∈ G подгруппа 〈i, ig〉
конечна. В частности, теорема 2 определяет структуру контрпримера (в предположении его существова-
ния) к вопросу 15.54.

Ключевые слова: группа 2-ранга 1, периодическая группа, локально конечная группа, конечная инво-
люция.

B.E. Durakov. On some groups of 2-rank 1.

The structure of finite groups of 2-rank 1 is largely defined by the classical Burnside and Brauer–Suzuki
theorems. Burnside proved that all elements of odd order of a finite group with a cyclic 2-Sylow subgroup form
a normal subgroup. S.I. Adyan showed that this statement does not hold in the class of periodic groups even
in the case when a Sylow 2-subgroup has order 2 and coincides with the center of the group. The results of
Burnside, Brauer, and Suzuki can be formulated as one theorem: in a finite group G of 2-rank 1, the image of any
involution in the quotient group G/O(G) lies in the center of this quotient group. It is unknown whether the same
statement holds for a periodic group G (V.P. Shunkov’s Question 4.75 from the “Kourovka Notebook”). There is
no answer even when the centralizer of the involution i is a locally cyclic group (V.D. Mazurov’s Question 15.54
from the “Kourovka Notebook”). In Theorem 1, we give a partial affirmative answer to Question 4.75 under
an additional condition: in the group G an involution i generates a finite subgroup with any element of order
not divisible by 4. In particular, Question 4.75 is solved positively in the classes of binary finite and conjugate
binary finite groups. In Theorem 2, we study the structure of a nonlocally finite group G with a finite involution
and an involution i whose centralizer is a locally cyclic 2-group. An involution i of a group G is called finite if
the subgroup 〈i, ig〉 is finite for every g ∈ G. In particular, Theorem 2 defines the structure of a counterexample
(under the assumption of its existence) to Question 15.54.
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Введение

2-рангом группы G (конечной или бесконечной) называют максимум рангов ее элементар-
ных абелевых 2-подгрупп [1, § 1.2]. К числу фундаментальных результатов о конечных груп-
пах 2-ранга 1 можно отнести теоремы Бернсайда [2, теорема 1.20(ii)] и Брауэра— Судзуки [3,
Theorem 2]. Cледуя Горенстейну [2, теорема 4.88], мы сформулируем их в виде следующей

1Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного проекта № 19-01-
00566 A.
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теоремы Бернсайда— Брауэра— Судзуки. В ее формулировке и всюду далее O(G) — макси-
мальная нормальная в G периодическая подгруппа без инволюций.

Предложение 1 (теорема Бернсайда— Брауэра— Судзуки). Пусть G — конечная груп-

па, содержащая инволюцию i, и силовские 2-подгруппы группы G являются либо циклически-

ми группами, либо (обобщенными) группами кватернионов. Тогда инволюция iO(G) лежит

в центре фактор-группы G/O(G).

В.П.Шунков доказал [1, теорема 2.15], что 2-группа с единственной инволюцией либо ло-
кально циклическая 2-группа, либо конечная или бесконечная (обобщенная) группа кватерни-
онов. До сих пор не решен вопрос 4.75, поставленный В.П.Шунковым в 1973 г. в “Коуровской
тетради” [4] о том, справедливо ли обобщение теоремы Бернсайда— Брауэра— Судзуки в клас-
се периодических групп.

Вопрос 1 (В.П.Шунков [4, вопрос 4.75]). Пусть G — периодическая группа, содержа-

щая инволюцию i, и силовские 2-подгруппы группы G являются либо локально циклическими

группами, либо (обобщенными) группами кватернионов. Будет ли инволюция iO(G) цен-

тральным элементом в G/O(G)?

Ответ на этот вопрос неизвестен, даже если централизатор инволюции i — квазицикли-
ческая 2-группа (вопрос 15.54 В.Д.Мазурова из “Коуровской тетради” [4], поставленный в
2002 г.).

Вопрос 2 (В.Д.Мазуров [4, вопрос 15.54]). Предположим, что периодическая группа G
содержит инволюцию i, централизатор которой — локально циклическая 2-группа. Верно

ли, что множество всех элементов нечетного порядка из G, инвертируемых инволюцией i,
составляет подгруппу?

Ответ на вопрос 2 положителен в случаях, когда G действует точно дважды транзитивно
на множестве G/CG(i) смежных классов группы G по CG(i) [5] и когда подгруппа CG(i) не
максимальна в G [6].

В статье приведены частичные решения вопросов 1 и 2 при дополнительных ограничениях
на группу G. Доказаны следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть G — периодическая группа 2-ранга 1 и ее инволюция i порождает с

каждым элементом, порядок которого не делится на 4, конечную подгруппу. Тогда iO(G) ∈
Z(G/O(G)).

В частности, из теоремы 1 следует положительное решение вопроса 1 в классах бинарно
конечных и сопряженно бинарно конечных групп (определения см. в [1]).

Инволюция i группы G называется конечной, если все подгруппы 〈i, ig〉, где g ∈ G, конеч-
ны [7]. В периодической группе каждая инволюция конечна.

Теорема 2. Пусть G — не локально конечная группа с конечной инволюцией и централи-

затор T некоторой ее инволюции i — локально циклическая 2-группа. Тогда T максимальна

в G, группа G проста и изоморфна фактор-группе свободного произведения X = Z2 ∗ Zn цик-

лических групп порядка 2 и n для любого n > 2 из ее спектра.

1. Доказательство теоремы 1

Будем обозначать через J(G) множество инволюций группы G. Нам понадобятся следую-
щие хорошо известные свойства групп диэдра (см., например, [8, лемма 2.8]). Пусть D = 〈i, j〉,
где i и j — инволюции, i 6= j. Тогда i и j инвертируют элемент ij, D = 〈ij〉 ⋋ 〈i〉, в случае
четности числа |ij| в D есть центральная инволюция z ∈ 〈ij〉, в случае нечетности числа |ij|
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инволюции i и j сопряжены при помощи инволюции k ∈ D. D конечна тогда и только тогда,
когда порядок |ij| конечен; если в D есть конечная подгруппа диэдра, то D сама конечна.

Пусть группа G и ее инволюция i удовлетворяют условиям теоремы 1. Если j, k — инволю-
ции из G, то подгруппа 〈j, k〉 по условию конечна. Порядок элемента jk нечетен, поскольку ина-
че по свойствам групп диэдра в 〈j, k〉 содержалась бы четверная подгруппа Клейна 2-ранга 2.
Поэтому по свойствам групп диэдра инволюции j и k сопряжены, а в силу произвольности
выбора j и k все инволюции в G сопряжены и J(G) = iG.

Пусть X — множество всех элементов из G, имеющих нечетный порядок, а Y — множество
всех элементов из G, имеющих порядок вида 2(2n − 1), n ∈ N. Ввиду условий теоремы для
любого x ∈ X подгруппа Hx = 〈x, i〉 конечна. Поскольку образы i и x элементов i и x в
фактор-группе Hx = Hx/O(Hx) в силу предложения 1 перестановочны, а порядки их взаимно
просты, то |ix| = 2|x|. Так как порядок O(Hx) нечетен, то прообраз ix ∈ G элемента ix лежит
в Y .

Аналогично, для любого y ∈ Y подгруппа Hy = 〈y, i〉 по условию теоремы конечна. Обозна-
чим теперь через i и y образы элементов i и y в фактор-группе Hy = Hy/O(Hy) соответственно.
По второй теореме Силова [9, теорема 4.2.2] из сопряженности всех силовских 2-подгрупп в
Hy и единственности инволюций в них следует сопряженность инволюций в Hy. Поэтому все
инволюции в Hy сопряжены, а поскольку i ∈ Z(Hy) по предложению 1, то J(Hy) = {i}. Так
как y ∈ Y , то |y| = 2(2k−1) для некоторого k ∈ N. Тогда y2k−1 — инволюция и по доказанному
она равна i. Поэтому |iy| = 2k − 1. Отсюда из нечетности числа |O(Hy)| следует, что iy ∈ X.

Таким образом, iX ⊆ Y и iY ⊆ X, откуда следуют равенства iX = Y и iY = X. Поэтому
для каждого g ∈ G верны равенства (iX)g = Y g и (iY )g = Xg, откуда в силу инвариантности
множеств X и Y получаем igX = Y и igY = X. Поскольку элемент g был выбран произвольно,
то jX = Y и jY = X для любой инволюции j ∈ iG.

Из вышеизложенного следует, что подгруппа B = 〈iG〉 умножениями слева транзитивно
действует на множестве {X,Y }. А именно, те элементы из B, которые представляются произ-
ведением четного числа инволюций, оставляют множества X и Y на месте умножениями слева
и, следовательно, составляют подгруппу H — стабилизатор точек X и Y [9, теорема 5.2.1], где

H = 〈jk | j, k ∈ iG〉 = {h ∈ B | hX = X, hY = Y }.

Все оставшиеся элементы из B, являющиеся произведениями нечетного числа инволюций,
умножением слева переставляют множества X и Y и составляют смежный класс Hi [9, теоре-
ма 5.3.1].

Таким образом, B = H⋋〈i〉. Подгруппы H и B порождаются инвариантными множествами
и, следовательно, нормальны в G. Поэтому в фактор-группе G = G/H образ подгруппы B —
нормальная подгруппа B, изоморфная по свойствам полупрямого произведения [10, гл. 10,
§ 1] подгруппе 〈i〉. Следовательно, B порождается образом i инволюции i, и i ∈ Z(G). Если
O(G) = H, то теорема доказана; если же O(G) > H, то G/O(G) ≃ (G/H)/(O(G)/H) [11, гл. 2,
§10], а поскольку группа O(G) = O(G)/H нечетного порядка, то образ инволюции i в фактор-
группе G/O(G) является инволюцией iO(G). Подгруппа 〈iO(G)〉 нормальна в G/O(G) как
образ нормальной подгруппы B [11, гл. 2, § 10]. Следовательно, инволюция iO(G) лежит в
центре фактор-группы G/O(G) ≃ G/O(G), и теорема доказана.

2. Доказательство теоремы 2

Пусть группа G, ее инволюция i и подгруппа T = CG(i) удовлетворяют условиям теоре-
мы 2. Если T не максимальна в G, то по теореме А.И. Созутова [6] G локально конечна, что
противоречит условию теоремы. Следовательно, T максимальна в G. Если для некоторого
неединичного элемента x /∈ iG подгруппы 〈i, xg〉 для каждого g ∈ G конечны, то G локально
конечна [8, теорема 2.12] вопреки условиям. Следовательно, в каждом неединичном классе xG,
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отличном от iG, найдется элемент a такой, что подгруппа K = 〈i, a〉 бесконечна. Тогда оче-
видно, что a /∈ T и K 6= T .

Если K > T , то в силу максимальности T имеем K = G. Пусть теперь K 6> T . Поскольку
i ∈ K, то H = K ∩ T > 1, и в силу строения локально циклической 2-группы T подгруппа H
конечна. Инволюция i конечна в K, поскольку она конечна в G, и по теореме В.В. Беляе-
ва [12] группа K локально конечна и в силу своей двупорожденности конечна. Получившееся
противоречие доказывает, что G = 〈i, a〉. В силу того, что элемент x мы можем взять любого
порядка n > 2 из спектра группы, этим доказано третье утверждение теоремы.

Докажем теперь от противного, что группа G проста. Пусть H⊳G. Если i ∈ H, то поскольку
в централизаторе инволюции i нет четверных подгрупп Клейна, по свойствам групп диэдра для
всякой инволюции j ∈ iG \{i} произведение ij имеет нечетный порядок, и класс сопряженных
с jk элементов содержится в подгруппе H в силу ее нормальности в G. Следовательно, H
содержит отличные от {1} и iG классы сопряженных элементов. В каждом из таких классов xG

по доказанному найдется такой элемент a, что G = 〈i, a〉. Но тогда H = G; противоречие.

Если теперь i /∈ H, то CH(i) = H ∩ T = 1. Кроме того, как и в предыдущем случае, в H
найдется такой элемент a, что G = 〈i, a〉. Имеем G = 〈H, i〉 = H ⋋ 〈i〉. Но тогда T = CG(i) =
〈i〉 · CH(i) = 〈i〉; противоречие. Следовательно, G проста, и тем самым теорема 2 доказана.
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