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А. Фига-Таламанка доказал (1965), что пространство Mr = Mr(G) линейных ограниченных опера-
торов в пространстве Lr , 1 ≤ r ≤ ∞, на локально компактной группе G, инвариантных относительно
сдвига (точнее, операции группы), является сопряженным пространством для конструктивно описанного
им пространства Ar = Ar(G). В данной статье для пространства мультипликаторов Mr = Mr(Rm) лебе-
гова пространства Lr(Rm), 1 ≤ r < ∞, предъявлено банахово функциональное пространство Fr = Fr(Rm)
с двумя свойствами. Пространство Mr является для Fr сопряженным: F ∗

r = Mr ; доказано, что на самом
деле Fr совпадает с Ar = Ar(Rm). Пространство Fr описано в других терминах в сравнении с Ar . Про-
странство Fr возникло и используется автором начиная с 1980 года в исследованиях задачи Стечкина
о наилучшем приближении операторов дифференцирования линейными ограниченными операторами в
пространствах Lγ(Rm), 1 ≤ γ ≤ ∞.
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A. Figà Talamanca proved (1965) that the space Mr = Mr(G) of bounded linear operators in the space Lr,
1 ≤ r ≤ ∞, on a locally compact group G that are translation invariant (more exactly, invariant under the group
operation) is the conjugate space for a space Ar = Ar(G), which he described constructively. In the present
paper, for the space Mr = Mr(Rm) of multipliers of the Lebesgue space Lr(Rm), 1 ≤ r < ∞, we present a
Banach function space Fr = Fr(Rm) with two properties. The space Mr is conjugate to Fr: F ∗

r
= Mr; actually,

it is proved that Fr coincides with Ar = Ar(Rm). The space Fr is described in different terms as compared
to Ar . This space appeared and has been used by the author since 1975 in the studies of Stechkin’s problem
on the best approximation of differentiation operators by bounded linear operators in the spaces Lγ(Rm),
1 ≤ γ ≤ ∞.
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1. Основные обозначения

Пусть R
m, m ≥ 1, есть m-мерное евклидово пространство со скалярным произведением

tη =
∑m

j=1 tjηj точек t = (t1, t2, . . . , tm), η = (η1, η2, . . . , ηm) ∈ R
m и нормой |t| =

√
tt. В данной

статье используются стандартные обозначения классических функциональных комплексных
пространств Лебега на пространстве R

m, m ≥ 1. При 1 ≤ γ <∞ через Lγ = Lγ(R
m) обознача-

ется пространство измеримых на R
m функций f, у которых функция |f |γ суммируема на R

m;
это пространство наделено нормой

‖f‖γ = ‖f‖Lγ
=

(∫
|f(t)|γdt

)1/γ

;

здесь и ниже в интегралах по R
m множество интегрирования не указано. Пространство L1

часто обозначается через L. Символами L∞ = L∞(Rm) обозначается пространство измеримых
существенно ограниченных функций на R

m; оно наделено нормой

‖f‖∞ = ‖f‖L∞
= ess sup{|f(t)| : t ∈ R

m}.
1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 18-01-00336) и Программы повышения кон-

курентоспособности УрФУ (постановление № 211 Правительства РФ от 16.03.2013, контракт
№ 02.A03.21.0006 от 27.08.2013).
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Это пространство содержит пространство C = C(Rm) непрерывных ограниченных функ-
ций на R

m, наделенное равномерной нормой ‖f‖C = sup{|f(t)| : t ∈ R
m}. В свою очередь

C = C(Rm) содержит подпространство C0 = C0(R
m) функций, имеющих нулевой предел на

бесконечности. Далее в большинстве ситуаций под L∞ будет пониматься пространство C0; эти
ситуации будут оговариваться особо.

Обозначим через V = V (Rm) пространство (комплексных) ограниченных борелевских мер
на R

m. Норма в пространстве V есть полная вариация
∨
µ =

∨
Rm µ меры µ ∈ V. Будучи

наделенным этой нормой, пространство V является банаховым.

Перечисленные пространства функций и их нормы инвариантны относительно группы
сдвигов τ = {τh, h ∈ R

m}, определенных формулой (τhf)(t) = f(t−h), t ∈ R
m, и родственного

семейства операторов σ = {σh, h ∈ R
m}, заданных формулой (σhf)(t) = f(h − t), t ∈ R

m.
Операторы этих двух семейств связаны соотношением σh = τhσ0, где σ0 — оператор смены
знака аргумента функции: (σ0f)(t) = f(−t), t ∈ R

m.

Прямое и обратное преобразования Фурье функций, по крайней мере, из пространства L,
определим соответственно формулами

f̂ (t) =

∫
e−2πtηif(η) dη, f

∧

(t) =

∫
e2πtηif(η) dη = (σ0f̂ )(t).

Свойства преобразования Фурье можно найти, к примеру, в [12, гл. I, §§ 1, 2].

Пусть S = S (Rm) есть (топологическое векторное) пространство быстро убывающих
бесконечно дифференцируемых функций на R

m. Точнее, S = S (Rm) есть пространство
бесконечно дифференцируемых функций f таких, что для любых мультииндексов α =
(α1, α2, . . . , αm), β = (β1, β2, . . . , βm) ∈ Z

m
+ ограничена величина

ρα,β(f) = sup{|xα(Dβf)(x)| : x ∈ R
m}; (1.1)

здесь xα = xα1
1 xα2

2 · · · xαm

m , x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ R
m,

Dβf =
∂f |β|

∂xβ1
1 ∂x

β2
2 . . . ∂xβm

m

, |β| = β1 + β2 + · · ·+ βm.

Структура топологического векторного пространства на S = S (Rm) определяется системой
функционалов (норм) (1.1). Пусть S ′ = S ′(Rm) — соответствующее двойственное простран-
ство непрерывных функционалов на S , называемых обобщенными функциями или распреде-
лениями (см., например, [12, гл. I, § 3; 10, гл. 6]). Значение функционала θ ∈ S ′ на функции
φ ∈ S будем обозначать через 〈θ, φ〉.

Пространство S ′ содержит множество L = L (Rm) функций f, измеримых, локально
суммируемых на R

m и удовлетворяющих условию

∫
(1 + |t|)d|f(t)|dt <∞

с некоторым d = d(f) ∈ R; функции f ∈ L называют медленно растущими (классическими)
функциями. Функции f ∈ L сопоставляется функционал f ∈ S ′ по формуле

〈f, φ〉 =
∫
f(t)φ(t)dt, φ ∈ S .

Пространство S ′ замкнуто относительно важных классических операций. Для функцио-
нала θ ∈ S ′ производной Dβ, β = (β1, β2, . . . , βm), называют функционал Dβθ ∈ S ′, опреде-
ленный соотношением

〈Dβθ, φ〉 = (−1)|β|〈θ,Dβφ〉, φ ∈ S .
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Преобразование Фурье функционала θ ∈ S ′ есть функционал θ̂ ∈ S ′, действующий по фор-
муле

〈θ̂ , φ〉 = 〈θ, φ̂〉, φ ∈ S .

В пространстве S ′ определяется оператор сдвига по следующему правилу: для θ ∈ S ′ и
h ∈ R

m элемент τhθ есть функционал, который действует по формуле

〈τhθ, φ〉 = 〈θ, τ−hφ〉, φ ∈ S .

Сверткой θ ∗ φ элемента θ ∈ S ′ и функции φ ∈ S называют функцию (θ ∗ φ)(x) = 〈θ, σxφ〉;
если θ есть классическая функция из множества L , то имеем

(θ ∗ φ)(x) =
∫
θ(η)φ(x− η)dη.

Свертка θ ∗ φ элементов θ ∈ S ′ и φ ∈ S есть бесконечно дифференцируемая функция; она
сама и любая ее производная Dβ(θ ∗ φ) принадлежат пространству L . Для свертки имеет
место равенство [12, гл. I, § 3, (3.12) и теорема 3.13]

〈θ ∗ φ, ψ〉 = 〈θ, (σ0φ) ∗ ψ〉, θ ∈ S
′, φ, ψ ∈ S . (1.2)

2. Пространство мультипликаторов

Пусть B(Lr) есть множество всех линейных ограниченных операторов в пространстве Lr;
при r = ∞ под B(L∞) здесь понимается пространство линейных ограниченных операторов
из C0 = C0(R

m) в C = C(Rm). Обозначим через T (Lr) множество операторов T ∈ B(Lr),
инвариантных относительно группы сдвигов на Lr.

Оператор T ∈ T (Lr), по крайней мере, на множестве S , имеет вид свертки Tf = θ ∗ f с
некоторым элементом θ = θ(T ) ∈ S ′ (см., например, [12, гл. I, теорема 3.16; 8, теорема 1.2]).
Такие обобщенные функции θ называют мультипликаторами пространства Lr. Множество
мультипликаторов Mr, наделенное нормой ‖θ(T )‖Mr

= ‖T‖Lr→Lr
, является банаховым про-

странством. Свойствам мультипликаторов посвящена обширная литература (см., в частности,
монографии [8; 9; 12]).

Отметим некоторые известные факты относительно пространств мультипликаторов Mr

при 1 ≤ r ≤ ∞ (см., например, [12, гл. 1, § 3; 8, гл. I; 9, гл. 4]). Для пары сопряженных показа-
телей r, r′ пространства мультипликаторов совпадают вместе с равенством норм элементов:

Mr′ =Mr и ‖θ‖M
r′
= ‖θ‖Mr

, θ ∈Mr.

Отсюда и из интерполяционной теоремы Рисса о выпуклости (см., например, [6, гл. VI, § 10,
теорема 11] или [12, гл. V, § 1, теорема 1.16]) следует, что если параметр ρ заключен между r
и r′, то имеет место вложение

Mr ⊂Mρ, причем ‖θ‖Mρ
≤ ‖θ‖Mr

, θ ∈Mr. (2.1)

Как следствие при всех r, 1 ≤ r ≤ ∞,

M∞ ⊂Mr ⊂M2

с соответствующими неравенствами для норм мультипликаторов.

Точное описание пространства Mr известно только при r = 2 и r = ∞ (r = 1) (см.,
например, [12, гл. 1, § 3; 8, гл. I; 9, гл. 4]). А именно,

M2 = L∞

∧

= {θ ∈ S
′ : θ̂ ∈ L∞}, причем ‖θ‖M2 = ‖θ

∧

‖L∞
, θ ∈M2. (2.2)
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M∞ =M1 = V, причем ‖θ‖M∞
=

∨
θ, θ ∈ V. (2.3)

А. Фига-Таламанка [7] доказал (1965), что пространство T (Lr(G)) линейных ограниченных
операторов в пространстве Lr, 1 ≤ r ≤ ∞, на локально компактной группе G, инвариантных
относительно сдвига (точнее, операции группы), является сопряженным пространством для
конструктивно описанного им пространства Ar = Ar(G). Точнее, в [7] доказано, что простран-
ство T (Lr(G)) изометрически изоморфно двойственному пространству для пространства Ar

функций на G, являющихся суммами функциональных рядов

h =

∞∑

ν=1

fν ∗ gν : fν ∈ Lr, gν ∈ Lr′ ,

∞∑

ν=1

‖fν‖Lr
‖gν‖L

r′
<∞. (2.4)

Норма элемента (функции) h ∈ Ar определяется формулой

‖h‖Ar
= inf

{ ∞∑

ν=1

‖fν‖Lr
‖gν‖L

r′
, h =

∞∑

ν=1

fν ∗ gν
}
. (2.5)

Элементу T ∈ T (Lr(G)) сопоставляется на Ar функционал ϕT (h) =
∑∞

ν=1(Tfν ∗ gν)(0).
Относительно пары банаховых пространств X, Y со свойством, в соответствии с кото-

рым Y является сопряженным для X, т. е. X∗ = Y, говорят, что пространство X является
преддуальным для пространства Y. В этой терминологии результат работы [7] означает, что
пространство Ar является преддуальным для постранства T (Lr(G)).

Приведенный результат работы [7] справедлив, в частности, для пространства T (Lr(R
m))

линейных ограниченных операторов в пространстве Lr(R
m), инвариантных относительно

группы сдвигов τ или, что эквивалентно, для пространства мультипликаторов Mr =Mr(R
m).

В статье автора [1] при исследовании задачи Стечкина [11] о наилучшем приближении
в пространствах Лебега Lγ(R

m) операторов дифференцирования и, в более общем случае,
неограниченных операторов, инвариантных относительно сдвига, линейными ограниченными
операторами, было построено и применено функциональное пространство, которое в данной
работе ниже обозначено через Fr; эта тема была развита в [2] и более полно изложена в [3, § 6].
В перечисленных работах использовалось вложение Mr ⊂ F ∗

r . Конструкции пространств Fr

и Ar = Ar(R
m) различные. Однако, как оказалось, эти два пространства совпадают. Цель

данной статьи как раз и состоит в доказательстве этого утверждения.
Ниже в теореме 1 будет доказано, что Fr является преддуальным пространством для Mr,

т. е. Mr = F ∗
r . Затем в теореме 2 уже с использованием этого факта будет доказано, что на

самом деле пространства Fr и Ar(R
m) совпадают.

3. Преддуальное пространство для пространства мультипликаторов Mr

При 1 ≤ r ≤ ∞ определим на множестве S функционал

‖φ‖(r) = sup{|〈θ, φ〉| : θ ∈Mr, ‖θ‖Mr
≤ 1}, φ ∈ S , (3.1)

который, как нетрудно понять, является на S нормой; пространство S с этой нормой обозна-
чим через S(r). Из (2.2), (2.3) и (2.1) следует, что

‖φ‖(2) = ‖ φ̂ ‖L ≥ ‖φ‖(r) ≥ ‖φ‖(∞) = ‖φ‖C0 , φ ∈ S . (3.2)

Убедимся, что при всех 1 ≤ r ≤ ∞ для нормы (3.1) свертки выполняется неравенство

‖φ ∗ ψ‖(r) ≤ ‖φ‖Lr
‖ψ‖L

r′
, φ, ψ ∈ S . (3.3)

Свертка φ ∗ ψ функций φ и ψ из S принадлежит S , поэтому левая часть (3.3) определена
корректно. Для функционала θ ∈ Mr и функций φ,ψ ∈ S согласно (1.2) имеем 〈θ ∗ φ,ψ〉 =
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〈θ, σ0φ ∗ ψ〉, а следовательно, |〈θ, φ ∗ ψ〉| = |〈θ ∗ σ0φ,ψ〉 ≤ ‖θ ∗ σ0φ‖r ‖ψ‖r′ ≤ ‖θ‖Mr
‖φ‖r ‖ψ‖r′ .

Отсюда и из определения (3.1) следует свойство (3.3).

Обозначим через Fr = Fr(R
m) пополнение S относительно нормы (3.1). В процитирован-

ных выше работах [1;2] возникло несколько экстремальных задач в пространствах Fr. Ряд этих
задач был изучен автором в работах [1; 2; 4; 5] и в недавней статье (В.В.Арестов. Наилучшее
равномерное приближение оператора дифференцирования ограниченными в пространстве L2

операторами // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН. 2018. Т. 24, № 4. P. 34–56.)

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 1. При 1 ≤ r ≤ ∞ пространства Fr обладают следующими свойствами.

1. Пространство Fr вложено в пространство C0:

Fr ⊂ C0 и ‖f‖C0 ≤ ‖f‖Fr
, f ∈ Fr. (3.4)

2. Для сопряженных показателей r и r′ пространства совпадают: Fr = Fr′ .

3. Для конкретных значений параметра r = 2 и r = ∞ (r = 1) пространства Fr имеют

следующую структуру :

F2 = L

∧

= {f ∈ C0 : f̂ ∈ L}, ‖f‖F2 = ‖f̂ ‖L, f ∈ F2. (3.5)

F∞ = C0, ‖f‖F∞
= ‖f‖C0 , f ∈ F∞. (3.6)

4. При 2 ≤ r ≤ ∞ пространство Fr по r не убывает, а точнее, если 2 ≤ r1 ≤ r2 ≤ ∞, то

Fr1 ⊂ Fr2 и ‖f‖Fr2
≤ ‖f‖Fr1

, f ∈ Fr1 ,

в частности, при 1 ≤ r ≤ ∞

F2 ⊂ Fr и ‖f‖Fr
≤ ‖f‖F2 = ‖f̂ ‖L, f ∈ F2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Будем исходить из конструкции пополнения Fr пространст-
ва S(r) по Кантору (см. например, [6, гл. II, § 5]). А именно, пусть Fr есть линейное про-
странство фундаментальных последовательностей функций из S(r) с почленными операция-
ми. Две последовательности из Fr считаются эквивалентными, если их (почленная) разность
сходится к нулю. Пространство Fr есть фактор-пространство пространства Fr по этому от-
ношению эквивалентности. Таким образом, элементами f пространства Fr являются классы
эквивалентных фундаментальных последовательностей {φn} ⊂ S(r). Для фундаментальной
последовательности {φn} ⊂ S(r) последовательность норм {‖φn‖S(r)

} сходится, и для эк-
вивалентных последовательностей, составляющих f, этот предел один и тот же; полагают
‖f‖Fr

= limn→∞ ‖φn‖(r).
В силу (3.2) последовательность {φn} ⊂ S(r), фундаментальная в S(r), будет фундамен-

тальной и в C0. В силу полноты C0 эта последовательность сходится в C0 к некоторой функции
f ∈ C0. При этом эквивалентные последовательности из S(r) имеют в C0 один и тот же пре-
дел. Следовательно, пространство Fr можно отождествить с подмножеством пространства C0

таких пределов. В этом смысле Fr ⊂ C0. Далее, для норм членов фундаментальной после-
довательности {φn} ⊂ S(r) выполняются неравенства ‖φn‖C0 ≤ ‖φn‖S(r)

. Поэтому такое же
неравенство будет выполняться и для пределов норм. Тем самым доказано свойство (3.4).

Все оставшиеся утверждения леммы нетрудно получить из соответствующих перечислен-
ных выше свойств пространств Mr. Лемму 1 можно считать доказанной. �

В дальнейшем будет использоваться ядро Гаусса

Gα(t) = e−πα2|t|2 (3.7)
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с параметром α > 0; эта функция принадлежит S . Для преобразования Фурье ядра Гаусса
справедлива формула (см., например, [12, гл. I, § 1, теорема 1.13])

Ĝα(t) = α−m/2e−π|t|2/α2
; (3.8)

эту формулу можно переписать в виде Ĝα = α−m/2Gα−1 . Для функции (3.8) справедливо
равенство ∫

Ĝα(t)dt = Gα(0) = 1.

Имеем ‖Gα‖(∞) = ‖Gα‖C0 = 1, ‖Gα‖(2) = ‖Ĝα‖L = 1, а потому ‖Gα‖(r) = 1, 1 ≤ r ≤ ∞.

Следующая техническая лемма будет использоваться несколько раз в дальнейшем.

Лемма 2. При всех 1 ≤ r ≤ ∞ свертка φ ∗ gα функции φ ∈ S и преобразования Фурье

gα = Ĝα ядра Гаусса при α→ +0 сходится в S(r) к функции φ:

‖φ ∗ gα − φ‖(r) → 0, α→ +0. (3.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу свойства (3.2) утверждение (3.9) достаточно проверить
при r = 2. Имеем

‖φ ∗ gα − φ‖(2) =
∫

|φ̂(t)|(1 −Gα(t))dt. (3.10)

Из определения (3.7) ядра Гаусса видно, что 0 < Gα(t) ≤ 1, t ∈ R
m, и Gα(t) → 1 при α→ +0

поточечно на R
m. Применяя теорему Лебега о мажорантной сходимости [6, гл. III, § 6, след-

ствие 16], заключаем, что величина (3.10) сходится к нулю при α→ +0; как следствие, имеет
место (3.9). Лемма 2 доказана. �

Отметим, что в доказательствах двух приведенных ниже теорем используются соображе-
ния работы [7].

Теорема 1. При всех 1 ≤ r ≤ ∞ пространство Mr является сопряженным для про-

странства Fr.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Известно, что L∗ = L∞ и C∗
0 = V (см., например, [6, гл. IV]).

Отсюда и из соотношений (2.2), (3.5), (2.3) и (3.6) заключаем, что утверждение теоремы 1
справедливо при r = ∞ (r = 1) и r = 2. Из дальнейших рассуждений исключим лишь значения
r = 1 и r = ∞; итак, будем предполагать, что 1 < r < ∞. Пространство S(r) плотно в
пространстве Fr, и следовательно, F ∗

r = S ∗
(r). Поэтому достаточно доказать, что

S
∗
(r) =Mr. (3.11)

Точнее, нужно доказать равенство множеств и равенство норм элементов в этих множествах.
Определение (3.1) влечет, что для любого θ ∈Mr справедливо неравенство

|〈θ, φ〉| ≤ ‖θ‖Mr
‖φ‖(r), φ ∈Mr. (3.12)

Следовательно, имеют место вложение Mr ⊂ S ∗
(r) и неравенство ‖θ‖S ∗

(r)
≤ ‖θ‖Mr

для норм

элементов θ ∈Mr.
Докажем обратное вложение S ∗

(r) ⊂Mr. Для упрощения рассуждений воспользуемся обо-
значением Sρ, 1 ≤ ρ < ∞, для пространства S с нормой пространства Lρ; важно, что Sρ
плотно в Lρ.

Пусть ϑ есть линейный ограниченный функционал на S(r), т. е. ϑ ∈ S ∗
(r)(= F ∗

r ). Значение

функционала ϑ на функции φ ∈ S будем записывать в виде ϑ[φ]. Для значения ϑ[(σ0φ) ∗ ψ]
функционала ϑ на свертке (σ0φ) ∗ ψ для функций φ,ψ ∈ S , применяя неравенство (3.3),
получаем

|ϑ[(σ0φ) ∗ ψ]| ≤ ‖ϑ‖F ∗
r
‖(σ0φ) ∗ ψ‖(r) ≤ ‖ϑ‖F ∗

r
‖φ‖Lr

‖ψ‖L
r′
. (3.13)
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Зафиксируем функцию φ. Тогда ϑ[(σ0φ) ∗ ψ] есть линейный функционал по ψ ∈ S . Более
того, из (3.13) следует, что этот функционал является линейным ограниченным на Sr′ и норма
этого функционала не превосходит величины ‖ϑ‖F ∗

r
‖φ‖Lr

. Поскольку пространство Sr′ плотно
в пространстве Lr′ , то существует, причем единственная, функция u ∈ Lr с нормой ‖u‖Lr

≤
‖ϑ‖F ∗

r
‖φ‖Lr

такая, что

ϑ[(σ0φ) ∗ ψ] =
∫
u(x)ψ(x)dx, ψ ∈ S . (3.14)

Функция u однозначно определяется функцией φ; рассмотрим оператор T : φ → u = Tφ.
Справедлива оценка ‖Tφ‖r ≤ ‖ϑ‖F ∗

r
‖φ‖Lr

, φ ∈ S . Для любых функций φ1, φ2, ψ ∈ S и любых
констант c1, c2 имеем

∫
(T (c1φ1 + c2φ2)(x)− c1T (φ1)(x)− c2T (φ2)(x))ψ(x)dx

= ϑ[(c1σ0φ1 + c2σ0φ2) ∗ ψ]− c1ϑ[σ0φ1 ∗ ψ]− c2ϑ[σ0φ2 ∗ ψ] = 0.

В силу произвольности функции ψ заключаем, что T (c1φ1 + c2φ2) = c1Tφ1 + c2Tφ2. Таким
образом, T — линейный ограниченный оператор из Sr в Lr и, более того, ‖T‖Sr→Lr

≤ ‖ϑ‖F ∗

r
.

Наконец, убедимся, что оператор T инвариантен относительно сдвига на S , т. е. для любой
функции φ ∈ S и для любого h ∈ R

m имеет место равенство

Tτhφ = τhTφ. (3.15)

В самом деле, для φ,ψ ∈ S и h ∈ R
m имеем (σ0τh)φ = (τ−hσ0)φ. С помощью этого равенства

получаем (σ0τhφ) ∗ ψ = ((τ−hσ0)φ) ∗ ψ = (σ0φ) ∗ (τ−hψ). Поэтому
∫

(Tτhφ)(x)ψ(x)dx = ϑ[(σ0(τhφ)) ∗ ψ] = ϑ[(σ0φ) ∗ (τ−hψ] =

∫
(Tφ)(x)ψ(x + h)dx

=

∫
(Tφ)(x− h)ψ(x)dx =

∫
(τh(Tφ))(x)ψ(x)dx

и окончательно ∫
(Tτhφ)(x)ψ(x)dx =

∫
(τhTφ)(x)ψ(x)dx.

Последнее равенство как раз и влечет свойство (3.15).
Оператор T продолжается по непрерывности до оператора в пространстве Lr; обозначим

продолжение тем же символом T. Оператор T в Lr линейный, ограниченный с ‖T‖ ≤ ‖ϑ‖F ∗

r

и инвариантный относительно сдвига. Следовательно, на S он является сверткой Tφ = θ ∗ φ,
φ ∈ S , с некоторым элементом θ ∈Mr.

Наконец, проверим, что
ϑ[φ] = 〈θ, φ〉, φ ∈ S . (3.16)

В терминах элемента θ формула (3.14) имеет вид

ϑ[(σ0φ) ∗ ψ] = 〈θ ∗ φ,ψ〉, φ, ψ ∈ S .

Согласно этой формуле для функции φ ∈ S и преобразования Фурье gα(t) = Ĝα(t) =
α−m/2e−πt2/α2

ядра Гаусса (3.7) имеем

ϑ[φ ∗ gα] = 〈θ ∗ σ0φ, gα〉. (3.17)

Перейдем в соотношении (3.17) к пределу при α → +0. Свойство (3.9) леммы 2 влечет,
что limα→+0 ϑ[φ ∗ gα] = ϑ[φ]. Функция θ ∗ σ0φ непрерывная медленно растущая, т. е. принад-

лежит множеству L . Семейство функций gα = Ĝα при α → +0 является δ-образным, и, как
следствие,

lim
α→+0

〈θ ∗ σ0φ, gα〉 = (θ ∗ σ0φ)(0) = 〈θ, σ0σ0φ〉 = 〈θ, φ〉.
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Таким образом, соотношение (3.17) в пределе при α→ 0 превращается в (3.16).
Наряду с равенством функционалов (3.16) имеет место и равенство норм

‖ϑ‖F ∗

r
= ‖θ‖Mr

. (3.18)

Действительно, полученное ранее неравенство ‖T‖ ≤ ‖ϑ‖F ∗
r

в данной ситуации означает, что
‖θ‖Mr

≤ ‖ϑ‖F ∗
r
. С другой стороны, из (3.16) и (3.12) следует неравенство

|ϑ[φ]| = |〈θ, φ〉| ≤ ‖θ‖Mr
‖φ‖(r), φ ∈ S .

А это влечет ‖ϑ‖F ∗

r
≤ ‖θ‖Mr

. Следовательно, действительно имеет место (3.18).
Представление (3.16) функционалов ϑ ∈ S ∗

(r) означает, что имеет место вложение

S ∗
(r) ⊂Mr, а значит, и равенство множеств (3.11). При этом имеет место и равенство норм

элементов множеств в (3.11). Теорема 1 доказана полностью. �

Теорема 2. При всех 1 ≤ r ≤ ∞ пространства Fr(R
m) и Ar(R

m) совпадают:

Fr(R
m) = Ar(R

m). (3.19)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим сразу, что поскольку оба пространства в (3.19) имеют
одно и то же сопряженное, то нормы общих элементов этих пространств совпадают.

Убедимся вначале, что имеет место вложение

Fr ⊂ Ar. (3.20)

Свертка φ ∗ ψ функций φ,ψ ∈ S принадлежит как S , так и Ar. Как следствие леммы 2
множество S ∗ S плотно в пространстве S(r). Следовательно, S(r) ⊂ Ar. Поскольку S(r)

плотно в Fr, то имеет место и вложение (3.20).
Проверим теперь обратное вложение

Ar ⊂ Fr. (3.21)

Линейная оболочка множества S ∗S плотна в Ar. В самом деле, пусть h ∈ Ar и (2.4) — одно
из представлений функции h. С помощью двух конечных множеств функций {φ}Nν=1 и {ψ}Nν=1

из S образуем функцию

w =

N∑

ν=1

φν ∗ ψν .

Рассмотрим разность

h− w = SN +RN , SN =
N∑

ν=1

(fν ∗ gν − φν ∗ ψν), RN =
∞∑

ν=N+1

fν ∗ gν .

Функцию SN запишем в виде

SN =
N∑

ν=1

((fν − φν) ∗ gν + φν ∗ (gν − ψν)) .

Согласно определению (2.5) нормы в Ar имеем

‖h− w‖Ar
≤ sN + rN ,

sN =
N∑

ν=1

(
‖fν − φν‖Lr

‖gν‖L
r′
+ ‖φν‖Lr

‖gν − ψν‖L
r′

)
, rN =

∞∑

ν=N+1

‖fν‖Lr
‖gν‖L

r′
.

Зададим ε > 0. Выберем вначале N столь большим, чтобы rN < ε/2. Множество S плотно
в пространствах Lr и Lr′ . Поэтому функции {φ}Nν=1 и {ψ}Nν=1 можно выбрать так, чтобы
sN < ε/2. В этом случае будем иметь ‖h − w‖Ar

< ε. Таким образом, линейная оболочка S

множества S ∗ S действительно плотна в Ar.
Поскольку S ⊂ S , то имеет место вложение (3.21). Вложения (3.20) и (3.21) влекут равен-

ство (3.19). Теорема 2 доказана. �
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