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При решении ряда экстремальных задач теории аппроксимации функций в последнее вре-
мя часто используют различные модификации классического определения модуля непрерыв-
ности (см., например, [1–6] и приведенную там литературу). Введение таких модификаций
модуля непрерывности позволяет сформулировать естественные аналоги задач теории при-
ближения и получить результаты, раскрывающие их содержательную сущность. В качестве
примера укажем на некоторые работы М.К.Потапова и его учеников [7–10], где вместо опе-
ратора сдвига Th(f) := f(x+ h), x, h ∈ R, предложены различные усредняющие операторы и
получены конструктивные характеристики исследуемых классов функций в терминах введен-
ных обобщенных модулей непрерывности.

В случае аппроксимации 2π-периодических функций тригонометрическими полиномами в
ряде работ [11–14] вместо оператора сдвига Th(f) была использована функция Стеклова Sh(f).
В этой статье продолжим указанную тематику и обобщим некоторые результаты цитирован-
ных выше работ для классов функций, дифференцируемых в смысле Вейля [15].

Пусть L2 := L2[0, 2π] — пространство суммируемых с квадратом модуля по Лебегу 2π-
периодических функций с конечной нормой

‖f‖ := ‖f‖L2 =

(

1

π

2π
∫

0

|f(x)|2dx

)1/2

,
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F2n−1 — подпространство тригонометрических полиномов порядка не выше n − 1. Хорошо
известно, что для произвольной функции f ∈ L2, имеющей формальное разложение в ряд
Фурье

f(x) ∼
a0(f)

2
+

∞
∑

k=1

(

ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx
)

, (1)

величина ее наилучшего приближения элементами подпространства F2n−1 равна

En−1(f) := inf {‖f − Tn−1‖ : Tn−1 ∈ F2n−1} = ‖f − Sn−1(f)‖ =
(

∞
∑

k=n

ρ2k(f)
)1/2

, (2)

где Sn−1(f) — частная сумма (n− 1)-го порядка ряда Фурье функции f ; ρ2k(f) = a2k(f)+ b2k(f),
k ≥ n, k, n ∈ N; ak(f), bk(f) — косинус- и синус-коэффициенты Фурье функции f . Отметим,
что в (1) вместо знака формального соответствия “∼” можно поставить знак равенства “=”,
подразумевая под этим, что ряд в правой части сходится к f по норме пространства L2, по-
скольку, как известно, ‖f −Sn−1(f)‖ → 0 при n → ∞. В аналогичных ситуациях ниже именно
так и будем поступать, не оговаривая это явно.

Для произвольной функции f ∈ L2 запишем функцию Стеклова

Sh(f, x) :=
1

2h

h
∫

−h

f(x+ t)dt, h > 0,

и полагаем Sh,i = Sh(Sh,i−1(f)), i ∈ N и Sh,0(f) = f . Обозначим через I единичный оператор
в L2 и, следуя работам [11; 13; 14], определим конечные разности первого и высших порядков
функции f равенствами

∆1
h(f, x) := Sh(f, x)− f(x) = (Sh − I)(f, x), (3)

∆m
h (f, x) := ∆1

h(∆
m−1
h (f, ·), x) = (Sh−I)m(f, x) =

m
∑

k=0

(−1)m−k

(

m

k

)

Sh,k(f, x), m = 2, 3, . . . . (4)

Используя эти обозначения, введем следующую характеристику гладкости функции f ∈ L2

равенством
Ωm(f, t) := sup {‖∆m

h (f, ·)‖ : 0 < h ≤ t} , (5)

которое назовем обобщенным модулем непрерывности m-го порядка. Излагаемые далее ре-
зультаты связаны с определением дробной производной в смысле Вейля, а потому приводим
необходимые в дальнейшем определения и обозначения, в которых используются эти понятия.

Рассмотрим для функции f ∈ L2 с рядом Фурье (1) производную вещественного неотри-
цательного порядка α в смысле Вейля [15], определенную равенством

f (α)(x) =

∞
∑

k=1

kα
(

ak(f) cos
(

kx+
απ

2

)

+ bk(f) sin
(

kx+
απ

2

))

. (6)

Через L
(α)
2 (α ∈ R+ = [0,+∞), L

(0)
2 ≡ L2) обозначим множество функций f ∈ L2, у которых

существует производная в смысле Вейля f (α) ∈ L2. Если Sn−1

(

f (α), x
)

— частичная сумма

порядка n − 1 ряда (6), то легко доказать, что наилучшее приближение функции f (α) ∈ L2

элементами Tn−1 ∈ F2n−1 вычисляется как

En−1

(

f (α)
)

:= inf
{

‖f (α) − Tn−1‖ : Tn−1 ∈ F2n−1

}

=
∥

∥f (α) − Sn−1(f
(α))

∥

∥ =
(

∞
∑

k=n

k2αρ2k(f)
)1/2

.

(7)
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Напомним определение синк функции, необходимое для дальнейшего,

sinc t :=
{sin t

t
, если t 6= 0; 1, если t = 0

}

.

Нам также понадобится следующая лемма.

Лемма. Для произвольной функции f ∈ L
(α)
2 имеет место равенство

Ω2
m

(

f (α), t
)

= sup
{

∞
∑

k=1

k2αρ2k(f)(1− sinc kh)2m : |h| ≤ t
}

. (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Представим ряд Фурье произвольной функции f ∈ L
(α)
2 в ком-

плексной форме

f(x) =

+∞
∑

k=−∞

ck(f)e
ikx, ck(f) =

1

2π

2π
∫

0

f(t)e−iktdt, k = 0,±1,±2, . . . .

Учитывая определение дробной производной в смысле Вейля, запишем

f (α)(x) =

+∞
∑

k=−∞

(ik)αck(f)e
ikx. (9)

Пользуясь равенством (9) для разностей (3) и (4), находим

∆1
h(f

(α), x) := Sh(f
(α), x)− f (α)(x) =

+∞
∑

k=−∞

(ik)αck(f)e
ikx 1

2h

h
∫

0

(

eikt + e−ikt − 2
)

dt

=

+∞
∑

k=−∞

(ik)αck(f)e
ikx 1

h

h
∫

0

(cos kt− 1) dt = −

+∞
∑

k=−∞

(ik)αck(f)(1− sinc kh)eikx.

Методом математической индукции для любого m ∈ N получаем

∆m
h (f (α), x) = (−1)m

+∞
∑

k=−∞

(ik)αck(f)(1− sinc kh)meikx. (10)

Применяя равенство Парсеваля к соотношению (10) и учитывая, что |ck(f)|
2 + |c−k(f)|

2 =
ρ2k(f), k ∈ N, будем иметь

‖∆m
h (f (α), ·)‖2 =

+∞
∑

k=−∞

k2α|ck(f)|
2(1− sinc kh)2m =

+∞
∑

k=1

k2αρ2k(f)(1− sinc kh)2m,

откуда в силу (5) получаем утверждение леммы.

Теорема 1. Пусть m,n ∈ N, α ∈ R+, t ∈ (0, 3π/4]. Тогда справедливо равенство

sup
f∈L

(α)
2 ,

f 6=const

nαEn−1(f)

Ωm(f (α), t/n)
= (1− sinc t)−m . (11)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, учитывая равенство (2) и тот факт, что [16, с. 435]

max {|sincu| : u ≥ nt} = sincnt, 0 < nt ≤ 3π/4,

min {(1− sincu)m : u ≥ nt} =
(

1−max
u≥nt

sincu
)m

= (1− sincnt)m,
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для произвольной функции f ∈ L
(α)
2 получаем

Ω2
m

(

f (α), t
)

≥

∞
∑

k=n

k2αρ2k(f)(1− sinc kt)2m

≥ n2α(1− sincnt)2m
∞
∑

k=n

ρ2k(f) = n2α(1− sincnt)2mE2
n−1(f). (12)

Из неравенства (12) сразу вытекает оценка сверху для величины, расположенной в левой части
равенства (11)

sup
f∈L

(α)
2 ,

f 6=const

nαEn−1(f)

Ωm

(

f (α), t/n
) ≤ (1− sinc t)−m . (13)

Для получении аналогичной оценки снизу рассмотрим функцию f0(x) = cosnx ∈ L
(α)
2 , для

которой f
(α)
0 (x) = nα cos

(

nx+
απ

2

)

и

En−1(f0) = 1, Ωm(f
(α)
0 , t) = nα(1− sincnt)m. (14)

Пользуясь равенствами (14), запишем

sup
f∈L

(α)
2 ,

f 6=const

nαEn−1(f)

Ωm

(

f (α), t/n
) ≥

nαEn−1(f0)

Ωm(f
(α)
0 , t/n)

=
(

1− sinc t
)−m

. (15)

Требуемое равенство (11) получаем из сопоставления неравенств (13) и (15).
Теорема доказана.

Из доказанной теоремы 1 вытекает

Следствие 1. Пусть α, β ∈ R+, α > β, t ∈ (0, 3π/4]. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L

(α)
2 ,

f 6=const

nα−βEn−1

(

f (β)
)

Ωm

(

f (α), t/n
) = (1− sinc t)−m . (16)

В частности, при t = π/2 из (16) следует равенство sup
f∈L

(α)
2

f 6=const

nα−βEn−1

(

f (β)
)

Ωm

(

f (α), π/(2n)
) =

( π

π − 2

)m
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В левой части равенства (16), полагая f (β) = g, получаем f (α) =

g(α−β), т. е. из условия f ∈ L
(α)
2 , f 6= const вытекает, что g ∈ L

(α−β)
2 , g 6= const, а потому в силу

(11) имеет место равенство

sup
f∈L

(α)
2

f 6=const

nα−βEn−1

(

f (β)
)

Ωm

(

f (α), t/n
) = sup

g∈L
(α−β)
2

g 6=const

nα−βEn−1 (g)

Ωm

(

g(α−β), t/n
) = (1− sinc t)−m .

Следствие доказано.
Условимся под весовой функцией на отрезке [0, h] понимать неотрицательную суммируе-

мую функцию q, не эквивалентную нулю на этом же отрезке. Введем в рассмотрение следую-
щую экстремальную аппроксимационную характеристику:

χn,m,α,p (Ωm; q, h) := sup
f∈L

(α)
2 ,

f 6=const

En−1(f)
(

∫ h

0
Ωp
m

(

f (α), t
)

q(t)dt
)1/p

, (17)
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где m,n ∈ N, α ≥ 0, 0 < nh ≤ π, q — весовая на отрезке [0, h] функция.

Отметим, что величина (17) при α ∈ N и различных значениях параметров m, p и кон-
кретных весовых функциях q исследована во многих работах (см., например, [13; 14] и при-
веденную там литературу). Наиболее общий результат получен в [13], где доказано, что если
m,n ∈ N, α ∈ Z+, 0 < p ≤ 2, 0 < h ≤ π/n, q — весовая на [0, h] функция, то имеет место
двустороннее неравенство

(An,m,α,p(q, h))
−1 ≤ χn,m,α,p(q, h) ≤

(

inf
n≤k<∞

Ak,m,r,p(q, h)

)−1

, (18)

где

An,m,α,p(q, h) =

(

kαp
h

∫

0

(1− sinc kt)mpq(t)dt

)1/p

.

В связи с неравенством (18) возникает естественный вопрос, каковы условия, при выполнении
которых в (18) выполняются соотношения

inf
n≤k<∞

Ak,m,α,p(q, h) = An,m,α,p(q, h). (19)

Для весовых функций q(t) ≡ 1, q(t) = t и α ∈ N доказательство (19) имеется в [13]. В общем
случае, следуя рассуждениям работы [17], С.Б.Вакарчук и В.И. Забутная в [13] доказали, что
если α ∈ N и весовая функция q ∈ C(1)[0, h] при всех 1/α < p ≤ 2, 0 ≤ t ≤ h удовлетворяет
дифференциальному неравенству

(αp − 1)q(t) − tq
′

(t) ≥ 0, (20)

то имеет место соотношение (19).

Заметим, что условие (20) весьма ограничительно, поскольку множество весовых функций
q, для которых выполняется неравенство (20), весьма узко.

В настоящей работе авторы нашли точное значение величины (17), во-первых, для всех
значений 0 < p ≤ ∞ и, во вторых, без дополнительного предположения, что q ∈ C(1)[0, h] и
удовлетворяет условию (20).

Сформулируем основной результат данной статьи.

Теорема 2. Пусть m,n ∈ N, 0 < p ≤ ∞, α ∈ R+, 0 < h ≤ 3π/(4n), q — весовая на отрезке

[0, h] функция. Тогда справедливо равенство

χn,m,α,p(q, h) =

(

nαp

h
∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

. (21)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего заметим, что для параметра p, удовлетворяющего
условию 0 < p ≤ ∞, функционал ‖Ωm‖p в знаменателе дроби в правой части (17) определен
соотношением

‖Ωm‖p :=























(

h
∫

0

Ωp
m

(

f (α), t
)

q(t)dt

)1/p

, если 0 < p < ∞,

ess sup
0<t≤h

Ωm

(

f (α), t
)

, если p = ∞.

При этом указанный функционал лишь при 1 ≤ p < ∞ является нормой. Переходим к доказа-
тельству равенства (21). Возведем обе части неравенства Ωm(f (α), t) ≥ nα(1−sincnt)mEn−1(f),
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вытекающего из (12), в степень p (0 < p ≤ ∞), умножим на весовую функцию q и интегрируем
от 0 до h, где 0 < h ≤ 3π/(4n). В итоге получим

(

h
∫

0

Ωp
m(f (α), t)q(t)dt

)1/p

≥ nαEn−1(f)

(

h
∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)1/p

.

Так как полученное неравенство верно для любой функции f ∈ L
(α)
2 , то из него получаем

оценку сверху для величины (17):

χn,m,α,p(q, h) ≤

(

nαp

h
∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

. (22)

С целью получения оценки снизу той же величины рассмотрим функцию f0(x) = cosnx
из L2, которая была введена нами при доказательстве теоремы 1 и для которой имеют место
равенства (14). Пользуясь ими получаем

χn,m,α,p (Ωm; q, h) ≥
En−1(f0)

(

∫ h

0
Ωp
m(f

(α)
0 , t)q(t)dt

)1/p
=

(

nαp

h
∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

. (23)

Сопоставляя оценку сверху (22) с оценкой снизу (23), получаем требуемое соотношение (21).
Теорема 2 доказана.

Следствие 2. Пусть α, β ∈ R+, α > β, m, n ∈ N, 0 < h ≤ 3π/(4n), 0 < p ≤ ∞, q — весовая

функция на отрезке [0, h]. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L

(α)
2 ,

f 6=const

nα−βEn−1

(

f (β)
)

(

∫ h

0
Ωp
m(f (α), t)q(t)dt

)1/p
=

(

h
∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

. (24)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Повторив схему рассуждений при доказательстве следствия 1,
получаем

sup
f∈L

(α)
2 ,

f 6=const

nα−βEn−1

(

f (β)
)

(

∫ h

0
Ωp
m(f (α), t)q(t)dt

)1/p
= sup

g∈L
(α−β)
2

g 6=const

nα−βEn−1 (g)
(

∫ h

0
Ωp
m(g(α−β), t)q(t)dt

)1/p

=

(

h
∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

.

Следствие доказано.

Для заданных h > 0, m ∈ N, α ∈ R+, 0 < p ≤ ∞ и весовой функции на [0, h] q обозначим

через W
(α)
p,m (q, h) = W

(α)
p (Ωm; q, h) класс функций f ∈ L

(α)
2 , для которых

h
∫

0

Ωp
m

(

f (α), t
)

q(t)dt ≤ 1.

При α > β ≥ 0 требуется найти величину

E
(β)
n−1

(

W (α)
p,m (q, h)

)

:= sup
{

En−1

(

f (β)
)

: f ∈ W (α)
p,m(q, h)

}

. (25)
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Справедливо следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть α > β ≥ 0, 0 < p ≤ ∞, m, n ∈ N и h ∈ (0, 3π/(4n)], q — весовая на

отрезке [0, h] функция. Тогда выполняется равенство

E
(β)
n−1(W

(α)
p,m (q, h)) =

(

h
∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

· n−(α−β). (26)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из неравенства (24) для произвольной функции f ∈ L
(α)
2 при

любых α, β ∈ R+, α > β вытекает неравенство

En−1(f
(β)) ≤

1

nα−β

(

∫ h

0
Ωp
m(f (α), t)q(t)dt

)1/p

(

∫ h

0
(1− sincnt)mpq(t)dt

)1/p
. (27)

Из (27) для произвольной функции f ∈ W
(α)
p,m(q, h) получаем

En−1(f
(β)) ≤ n−(α−β)

(

h
∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

,

откуда и следует оценка сверху

E
(β)
n−1

(

W (α)
p,m (q, h)

)

≤ n−(α−β)

(

h
∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

. (28)

Чтобы получить аналогичную оценку снизу величины (25), введем функцию

f1(x) =
1

nα

(

h
∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

cosnx.

Для этой функции в силу равенств (7) и (8) имеем

En−1

(

f
(β)
1

)

=
1

nα−β

1
(

∫ h

0
(1− sincnt)mpq(t)dt

)1/p
, (29)

Ωm(f
(α)
1 , t) =

(1− sincnt)m

(

∫ h

0
(1− sincnt)mpq(t)dt

)1/p
,

h
∫

0

Ωp
m(f

(α)
1 , t)q(t)dt = 1.

Последнее равенство означает, что функция f1 ∈ W
(α)
p,mq, h), а потому, учитывая равен-

ство (29), запишем оценку снизу

E
(β)
n−1(W

(α)
p,m(q, h)) ≥ En−1(f

(β)
1 ) = n−(α−β)

(

h
∫

0

(1− sincnt)mpq(t)dt

)−1/p

. (30)
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Требуемое равенство (26) получаем из сравнения оценки сверху (28) с оценкой снизу (30).
Теорема доказана.

Из теоремы вытекают очевидные следствия.

Следствие 3. В условиях теоремы 3 при p = 1/m, m ∈ N и q(t) ≡ 1 имеет место

равенство

E
(β)
n−1

(

W1/m,m (1, h)
)

= n−(α−β)
( n

nh− Si(nh)

)m
, (31)

где Si(t) =

∫ t

0
sincu du — интегральный синус. В частности, при h = π/(2n) и α− β > m из

равенства (31) имеем

E
(β)
n−1

(

W1/m,m

(

1,
π

2n

))

= n−(α−β)+m
( 2

π − 2Si(π/2)

)m
.

Следствие 4. В условиях теоремы 3 при p = 1/m, m ∈ N и q(t) ≡ t имеет место

равенство

E
(β)
n−1

(

W1/m,m (t, h)
)

= n−(α−β)
(

2(nh/2)2 − sin2(nh/2)
)−m

, (32)

и, в частности, при h = π/(2n) и α− β > m из (32) следует

E
(β)
n−1

(

W1/m,m

(

t,
π

2n

))

= n−(α−β)
( 8

π2 − 4

)m
.
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