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НЕРАВЕНСТВО БЕРНШТЕЙНА — СЕГЕ В ПРОСТРАНСТВЕ L0

ДЛЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМОВ1

А.О. Леонтьева

Неравенства вида ‖f
(α)
n cos θ + f̃

(α)
n sin θ‖p ≤ Bn(α, θ)p‖fn‖p для классических производных при α ∈ N

и производных Вейля вещественного порядка α ≥ 0 тригонометрических полиномов fn порядка n ≥ 1
и их сопряженных при вещественном θ и 0 ≤ p ≤ ∞ называют неравенствами Бернштейна — Сеге. Они
являются обобщением классического неравенства Бернштейна (α = 1, θ = 0, p = ∞). Такие неравенства
изучаются уже более 90 лет. Задача исследования неравенства Бернштейна — Сеге состоит в изучении
свойств наилучшей (наименьшей) константы Bn(α, θ)p, ее точного значения и экстремальных полиномов,
на которых это неравенство обращается в равенство. Г.Сеге (1928), А. Зигмунд (1933), А. И.Козко (1998)
показали, что в случае p ≥ 1 для вещественных α ≥ 1 и любых вещественных θ для наилучшей константы
выполняется равенство Bn(α, θ)p = nα. Представляют интерес неравенства Бернштейна — Сеге при p = 0
как минимум по той причине, что среди всех 0 ≤ p ≤ ∞ константа Bn(α, θ)p является наибольшей по p при
p = 0. В 1981 г. В. В.Арестов доказал, что при r ∈ N и θ = 0 в пространствах Lp, 0 ≤ p < 1, неравенство
Бернштейна выполняется с константой nr , т. е. Bn(r, 0)p = nr. В 1994 г. он доказал, что при p = 0 для
производной сопряженного полинома порядка r ∈ N∪{0}, т. е. при θ = π/2, точная константа имеет пока-
зательный рост по n, а точнее, справедливо соотношение Bn(r, π/2)0 = 4n+o(n). В двух недавних работах
автора (2018) получен подобный результат для производных Вейля положительного нецелого порядка
при любом вещественном θ. В данной работе доказано, что формула Bn(α, θ)0 = 4n+o(n) имеет место и
для производных неотрицательных целых порядков α и произвольных вещественных θ 6= πk, k ∈ Z.

Ключевые слова: тригонометрический полином, сопряженный полином, производная Вейля, неравен-
ство Бернштейна — Сеге, пространство L0.

A. O. Leont’eva. Bernstein–Szegő inequality for trigonometric polynomials in the space L0.

Inequalities of the form ‖f
(α)
n cos θ + f̃

(α)
n sin θ‖p ≤ Bn(α, θ)p‖fn‖p for classical derivatives of order α ∈ N

and Weyl derivatives of real order α ≥ 0 of trigonometric polynomials fn of order n ≥ 1 and their conjugates for
real θ and 0 ≤ p ≤ ∞ are called Bernstein–Szegő inequalities. They are generalizations of the classical Bernstein
inequality (α = 1, θ = 0, p = ∞). Such inequalities have been studied for more than 90 years. The problem of
studying the Bernstein–Szegő inequality consists in analyzing the properties of the best (the smallest) constant
Bn(α, θ)p, its exact value, and extremal polynomials for which this inequality turns into an equality. G. Szegő
(1928), A. Zygmund (1933), and A. I. Kozko (1998) showed that, in the case p ≥ 1 for real α ≥ 1 and any real θ,
the best constant Bn(α, θ)p is nα. For p = 0, Bernstein–Szegő inequalities are of interest at least because the
constant Bn(α, θ)p is the largest for p = 0 over 0 ≤ p ≤ ∞. In 1981, V.V. Arestov proved that, for r ∈ N and
θ = 0, the Bernstein inequality is true with the constant nr in the spaces Lp, 0 ≤ p < 1; i.e., Bn(r, 0)p = nr.
In 1994, he proved that, for p = 0 and the derivative of the conjugate polynomial of order r ∈ N ∪ {0}, i.e.,
for θ = π/2, the exact constant grows exponentially in n; more precisely, Bn(r, π/2)0 = 4n+o(n). In two recent
papers of the author (2018), a similar result was obtained for Weyl derivatives of positive noninteger order
for any real θ. In the present paper, we prove that the formula Bn(α, θ)0 = 4n+o(n) holds for derivatives of
nonnegative integer orders α and any real θ 6= πk, k ∈ Z.
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1. Постановка задачи

Обозначим через Tn множество тригонометрических полиномов

fn(t) =
a0
2

+

n
∑

k=1

(ak cos kt+ bk sin kt) (1.1)

порядка n с комплексными коэффициентами. Вместе с полиномом (1.1) будем рассматривать
тригонометрически сопряженный ему полином

f̃n(t) =

n
∑

k=1

(bk cos kt− ak sin kt).

Для значений 0 ≤ p ≤ ∞ параметра p рассмотрим на множестве Tn функционал ‖ · ‖p, опре-
деленный следующими формулами:

‖fn‖p =

(

1

2π

2π
∫

0

|fn(t)|pdt
)1/p

, 0 < p < ∞;

‖fn‖∞ = lim
p→∞

‖fn‖p = max
t∈R

|fn(t)| = ‖fn‖C ;

‖fn‖0 = lim
p→0

‖fn‖p = exp

(

1

2π

2π
∫

0

ln |fn(t)|dt
)

;

лишь при p ≥ 1 этот функционал является нормой.
Для вещественного параметра α ≥ 0 рассмотрим производную Вейля [9] (см. также [8,

гл. 19, § 4]) порядка α полинома (1.1)

Dαfn(t) =
n
∑

k=1

kα
(

ak cos
(

kt+
πα

2

)

+ bk sin
(

kt+
πα

2

))

.

При натуральных α производная Вейля совпадает с классической производной: Dαfn = f
(α)
n .

В дальнейшем вместо Dαfn будем писать f
(α)
n . Производная Вейля обладает полугрупповым

свойством: DβDα = Dα+β для α, β ≥ 0. В случае α = 0 она отбрасывает свободный член
полинома: D0fn = fn − a0/2.

Для вещественного числа θ рассмотрим на Tn оператор Вейля— Сеге Dα
θ , определенный

формулой
Dα

θ fn(t) = f (α)
n (t) cos θ + f̃ (α)

n (t) sin θ

=

n
∑

k=1

kα
(

ak cos
(

kt+
πα

2
+ θ

)

+ bk sin
(

kt+
πα

2
+ θ

))

. (1.2)

Нас интересует норма оператора (1.2) относительно функционала ‖ · ‖p, т. е. точная (наимень-
шая) константа Bn(α, θ)p в неравенстве

‖f (α)
n cos θ + f̃ (α)

n sin θ‖p ≤ Bn(α, θ)p‖fn‖p, fn ∈ Tn. (1.3)

Неравенства такого типа называются неравенствами Бернштейна— Сеге. Эти неравенства
имеют богатую историю (см., к примеру, работы [3–5] и приведенную в них библиографию).
В данной статье неравенство (1.3) обсуждается при p = 0; этот случай важен, в частности, по
той причине, что константа Bn(α, θ)p является наибольшей по p для 0 ≤ p ≤ ∞ именно при
p = 0 [1, cледствие 1].
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В работе (А.О.Леонтьева. Неравенство Бернштейна— Сеге для производной Вейля триго-
нометрических полиномов в пространстве L0 // Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН.
2018. Т. 24, № 4. C. 199–207) была получена логарифмическая асимптотика точной константы
в неравенстве Бернштейна— Сеге (1.3) при p = 0 для производной положительного нецелого
порядка α

lim
n→∞

n

√

Bn(α, θ)0 = 4, α > 0, α /∈ N, θ ∈ R.

В настоящей статье получен аналогичный результат для производных целого неотрицатель-
ного порядка, а именно, доказано следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть r — неотрицательное целое число, θ — произвольное вещественное

число, не равное πk, k ∈ Z. Тогда для точной константы в неравенстве (1.3) при p = 0
справедливо предельное соотношение

lim
n→∞

n

√

Bn(r, θ)0 = 4.

2. Вспомогательные результаты

Формула

fn(t) = e−intP2n(e
it) (2.1)

устанавливает взаимнооднозначное соответствие между множеством P2n алгебраических мно-
гочленов степени (не выше) 2n и множеством Tn тригонометрических полиномов порядка n.
С помощью формулы (2.1) экстремальные задачи для тригонометрических полиномов можно
переформулировать в терминах задач для алгебраических многочленов на единичной окруж-
ности комплексной плоскости.

На множестве Pn алгебраических многочленов степени n будем рассматривать функцио-
налы

‖Pn‖p =
(

1

2π

2π
∫

0

|Pn(e
it)|pdt

)1/p

, 0 < p < ∞;

‖Pn‖∞ = lim
p→+∞

‖fn‖p = max{|Pn(e
it)| : t ∈ R};

‖Pn‖0 = lim
p→+0

‖Pn‖p = exp

(

1

2π

2π
∫

0

ln |Pn(e
it)|dt

)

.

Видно, что если P2n(e
it) = eintfn(t), то ‖P2n‖p = ‖fn‖p.

Для многочленов Pn и Λn степени не выше n, записанных в виде

Pn(z) =

n
∑

k=0

Ck
nakz

k, Λn(z) =

n
∑

k=0

Ck
nλkz

k,

многочлен

ΛnPn(z) =

n
∑

k=0

Ck
nλkakz

k, где Ck
n =

n!

k!(n− k)!
, (2.2)

называется композицией Сеге многочленов Λn и Pn. Свойства композиции Сеге можно най-
ти в [7, отд. V; 6, гл. 4]. При фиксированном Λn композиция Сеге (2.2) является линейным
оператором в Pn.

В. В.Арестов [1] доказал, что для композиции Сеге справедливо неравенство

‖ΛnPn‖0 ≤ ‖Λn‖0‖Pn‖0. (2.3)
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Неравенство (2.3) точное и обращается в равенство на многочлене P ∗
n(z) = (1 + z)n.

Убедимся, что оператору Dα
θ на множестве Tn соответствует во множестве P2n операция

композиции Сеге

Dα
θ fn(t) = e−int

(

Λα,θ
2n P2n

)

(eit), fn(t) = e−intP2n(e
it), (2.4)

с многочленом

Λα,θ
2n (z) =

n
∑

k=−n

Cn+k
2n |k|αei(πα/2+θ) sign kzn+k.

Запишем тригонометрический полином fn в виде

fn(t) =

n
∑

k=−n

Cn+k
2n cke

ikt. (2.5)

По формуле (2.1) ему будет соответствовать алгебраический многочлен

P2n(z) =
n
∑

k=−n

Cn+k
2n ckz

n+k.

В этом случае

Λα,θ
2n P2n(z) =

n
∑

k=−n

Cn+k
2n ck|k|αei(πα/2+θ) signkzn+k,

и, следовательно,

e−int
(

Λα,θ
2n P2n

)

(eit) =

n
∑

k=−n

Cn+k
2n ck|k|αei(πα/2+θ) signkeikt. (2.6)

С другой стороны, при 1 ≤ k ≤ n

Dα
θ e

±ikt = Dα
θ (cos kt± i sin kt)

= kα
(

cos
(

kt+
πα

2
+ θ

)

± i sin
(

kt+
πα

2
+ θ

))

= | ± k|αe±i(πα/2+θ)e±ikt;

помимо того, константу оператор Dα
θ обращает в ноль. Следовательно, для полинома (2.5)

справедлива формула

Dα
θ fn(t) =

n
∑

k=−n

Cn+k
2n ck|k|αei(πα/2+θ) sign keikt. (2.7)

Формулы (2.6) и (2.7) влекут (2.4).

Экстремальному в неравенстве (2.3) для
∥

∥Λα,θ
2n P2n

∥

∥

0
многочлену P ∗

2n(z) = (1 + z)2n по
формуле (2.1) соответствует полином

e−intP ∗
2n(e

it) = e−int(1 + eit)2n = 4nhn(t),

в силу (2.4) экстремальный в неравенстве (1.3) при p = 0, как и полином

hn(t) = cos2n
t

2
. (2.8)

Для полинома (2.8) по формуле (2.4) получаем

4nDα
θ hn(t) = e−int

(

Λα,θ
2n P ∗

2n

)

(eit) = e−intΛα,θ
2n (eit).

Отсюда и из неравенства (2.3) следует, что

Bn(α, θ)0 = ‖Λα,θ
2n ‖0 = 4n‖Dα

θ hn‖0.
Таким образом, полином hn экстремален в неравенстве (1.3) при p = 0, и задача вычисления

точной константы сводится к изучению производной Вейля— Сеге этого полинома.
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3. Поточечная асимптотика производной Вейля — Сеге неотрицательного

целого порядка экстремального полинома

В доказательстве теоремы 1 важную роль играет асимптотика полинома

Dr
θhn(x) = h(r)n (x) cos θ + h̃(r)n (x) sin θ (3.1)

при неотрицательном целом r для фиксированного x ∈ (0, 2π) при n → ∞. Приведем асимп-
тотическую формулу для r-й производной сопряженного полинома.

Лемма 1 [2, лемма 4]. Пусть r — неотрицательное целое число, hn(x) = cos2n
x

2
. Тогда

для производной сопряженного полинома h̃
(r)
n (x) при x ∈ (0, 2π) справедливо асимптотическое

соотношение h̃
(r)
n (x) ∼ − 1

2r
√
πn

ctg(r)
x

2
.

Осталось получить в (3.1) асимптотику для r-й производной экстремального полинома.

Лемма 2. Для производной неотрицательного целого порядка r полинома hn, определен-

ного формулой (2.8), при фиксированном x ∈ (0, 2π) справедливы следующие соотношения:

h(0)n (x) ∼ − 1√
πn

при n → ∞;

∣

∣

∣
h(r)n (x)

∣

∣

∣
≤ nr cos2(n−r) x

2
при r ∈ N, 1 ≤ r ≤ n,

так что производная фиксированного порядка r ≥ 1 экспоненциально стремится к нулю при

n → ∞.

Сначала докажем первое утверждение леммы 2. Найдем асимптотику h
(0)
n (x) при x ∈

(0, 2π). Запишем полином hn в экспоненциальной форме

hn(x) = cos2n
x

2
=

(eix/2 + e−ix/2

2

)2n
= e−inx

(1 + eix

2

)2n
=

e−inx

4n

2n
∑

j=0

Cj
2ne

ijx

=
e−inx

4n

n
∑

k=−n

Cn+k
2n ei(n+k)x =

1

4n

n
∑

k=−n

Cn+k
2n eikx.

Свободный член полинома hn равен
Cn
2n

4n
. В силу формулы Стирлинга

Cn
2n

4n
∼ 1√

πn
.

С другой стороны, полином hn(x) = cos2n(x/2) при x ∈ (0, 2π) стремится к нулю с экспо-
ненциальной скоростью при n → ∞. Поэтому при x ∈ (0, 2π)

h(0)n (x) = hn(x)−
Cn
2n

4n
∼ − 1√

πn
при n → ∞.

Теперь докажем второе утверждение леммы 2. Для этого покажем, что при 1 ≤ r ≤ n
имеет место представление

h(r)n (t) =
(

cos2(n−r) t

2

)

gr(t), (3.2)

в котором gr есть тригонометрический полином порядка r, для равномерной нормы которого
справедлива оценка

‖gr‖∞ 6 nr. (3.3)

Докажем (3.2) и (3.3) индукцией по r. При r = 1 имеем

h′n(t) = −n cos2n−1 t

2
sin

t

2
= −n

(

cos2(n−1) t

2

)1

2
sin t,
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и равенство (3.2) вместе с оценкой (3.3) выполняются. Теперь предположим, что они верны
для 1 ≤ r ≤ n−1, и докажем их для производной порядка r+1. По предположению индукции
имеет место представление (3.2), в котором полином gr обладает свойством (3.3). Продиффе-
ренцируем (3.2); в результате получим

h(r+1)
n (t) = −(n− r) cos2n−2r−1 t

2
sin

t

2
gr(t) + g′r(t) cos

2(n−r) t

2
=

(

cos2(n−r−1) t

2

)

gr+1(t),

где gr+1(t) = −(n− r) cos
t

2
sin

t

2
gr(t) + cos2

t

2
g′r(t). Имеем

∥

∥

∥
cos

t

2
sin

t

2

∥

∥

∥

∞
=

1

2
‖ sin t‖∞ =

1

2
,

∥

∥

∥
cos2

t

2

∥

∥

∥

∞
= 1.

Используя неравенство Бернштейна в равномерной норме, получим оценку сверху для равно-
мерной нормы полинома gr+1

‖gr+1‖∞ ≤ n− r

2
‖gr‖∞ + r‖gr‖∞ ≤ n+ r

2
‖gr‖∞ ≤ n‖gr‖∞.

Тем самым показано, что равенство (3.2) и оценка (3.3) справедливы для всех 1 ≤ r ≤ n, и
второе утверждение леммы 2 также доказано. �

Из лемм 1, 2 вытекает

Теорема 2. Для производной Вейля—Сеге неотрицательного целого порядка r экстре-

мального полинома hn(x) при x ∈ (0, 2π) и при n → ∞ справедливы асимптотические соот-

ношения

D0
θhn(x) ∼ − 1√

πn

(

cos θ +
(

ctg
x

2

)

sin θ
)

, θ ∈ R,

Dr
θhn(x) ∼ − sin θ

2r
√
πn

ctg(r)
x

2
, r ∈ N, θ 6= πk, k ∈ Z.

Завершим доказательство теоремы 1, используя метод, разработанный В.В.Арестовым
(см. [2]), и результаты теоремы 2. Для случая производной Вейля— Сеге нулевого порядка важ-
но, что в силу монотонности функции ctg(x/2) при x ∈ (0, 2π) функция cos θ + (sin θ) ctg(x/2)
не обращается в ноль нигде на (0, 2π), кроме, быть может, одной точки. �

Автор благодарит своего научного руководителя профессора В.В.Арестова за постановку
задачи и постоянное внимание к исследованиям автора.
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