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Настоящая работа посвящена абстрактной H-выпуклости функций (H — заданное множество элемен-
тарных функций) и ее реализации в случае, когда в качестве H рассматриваются пространство липши-
цевых функций и множество вогнутых липшицевых функций. В работе вводится новое понятие регуляр-
но H-выпуклых функций. Так названы функции, которые являются верхними огибающими множества
максимальных (в смысле поточечного упорядочения) H-минорант. Как обобщение понятия глобально-
го субдифференциала выпуклой функции вводятся множество максимальных опорных H-минорант к
функции в заданной точке и множество нижних H-опорных точек функции, в терминах которых затем
устанавливаются достаточные, а также необходимые условия глобального минимума функции. Во второй
части работы абстрактные понятия H-выпуклости реализуются в конкретных случаях, когда функции
определены на метрическом или нормированном пространстве X, а в качестве множества элементарных
функций H рассматривается множество L(X,R) липшицевых или множество LĈ(X,R) вогнутых лип-
шицевых функций. Важным результатом данной части статьи является доказательство того, что для
полунепрерывной снизу функции, которая, кроме того, ограничена снизу липшицевой функцией, множе-
ство нижних L-опорных точек и множество нижних LĈ-опорных точек совпадают и являются плотными в
ее эффективной области. Данные результаты распространяют на более широкий класс полунепрерывных
снизу функций известную теорему Брондстеда — Рокафеллара о существовании субдифференциала для
выпуклых полунепрерывных снизу функций и восходят к одному из важнейших результатов классиче-
ского выпуклого анализа — теореме Бишопа — Фелпса о плотности опорных точек в границе замкнутого
выпуклого множества.
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Введение

Понятие выпуклости функций и множеств играет ключевую роль во многих классиче-
ских разделах математики, в частности в геометрии, функциональном анализе и др. Особое
значение выпуклые функции и множества приобрели в последние пятьдесят лет в связи с ин-
тенсивным развитием в это время теории оптимизации, а также негладкого и многозначного
анализа. Выполнение условий выпуклости позволяет получить наиболее исчерпывающие ре-
зультаты как для самих выпуклых функций и множеств, так и для задач, данные которых
являются выпуклыми. В частности, для выпуклых задач оптимизации удается получить не
только необходимые или только достаточные условия оптимальности, как это имеет место в
общем невыпуклом случае, но и критерии оптимальности, т. е. такие условия оптимальности,
которые являются одновременно как необходимыми, так и достаточными. В значительной мере
это обусловлено тем, что выпуклым функциям и множествам соответствуют в сопряженном
пространстве двойственные им выпуклые объекты, использование которых позволяет полу-
чить исчерпывающие характеристики исходных выпуклых функций и множеств. Естественно
поэтому стремление обобщить понятия и методы выпуклого анализа и распространить их на
более широкие классы функций и множеств. Достаточно полный обзор различных обобщений
понятия выпуклости содержится во вводной главе монографии [1] (см. также [2]).

Настоящее исследование примыкает к одному из направлений в обобщенной выпуклости,
начало которому было положено в 70-е годы прошлого века в работах С.С.Кутателадзе и
А.М.Рубинова [3; 4]. Дальнейшее развитие их идеи нашли в монографиях [1; 5; 6]. Отправной
точкой в данном подходе стал следующий результат классического выпуклого анализа: каж-
дая полунепрерывная снизу выпуклая функция является верхней огибающей ее непрерывных
аффинных минорант (см., например, [7, предложение 3.1]). В данном случае непрерывные
аффинные функции выступают в качестве элементарных функций, из семейств которых по-
средством операции поточечного супремума (операции верхней огибающей) конструируются
выпуклые функции. Если в качестве элементарных функций мы выбираем какое-либо другое
множество функций, скажем множество H, отличающееся от множества аффинных функций,
и применим к подмножествам из H операцию поточечного супремума, то в результате по-
лучим класс таких функций, которые, не являясь, вообще говоря, классически выпуклыми,
сохраняют целый ряд важных их свойств. В силу этого такие функции были названы [4–6]
H-выпуклыми; в [6] используется наряду с этим термин абстрактно выпуклые функции.

В развитие указанного подхода в настоящей работе вводится понятие регулярно H-выпук-

лых функций. Так названы функции, которые являются верхними огибающими множества
максимальных (в смысле поточечного упорядочения) H-минорант. Кроме того, обобщая по-
нятие субдифференциала выпуклой функции, в данной работе мы вводим множества (мак-
симальных) опорных H-минорант к функции в заданной точке и нижних H-опорных точек
функции, в терминах которых затем устанавливаем достаточные, а также необходимые усло-
вия глобального минимума функции. Во втором и третьем разделах абстрактные понятия
H-выпуклости реализуются в конкретном случае, когда функции определены на метрическом
или нормированном пространстве X, а в качестве множества элементарных функций H рас-
сматриваются пространство L(X,R) липшицевых или множество LĈ(X,R) липшицевых во-
гнутых функций. Важным результатом разд. 3 и статьи в целом является доказательство
того, что для полунепрерывных снизу функций, которые, кроме того, ограничены снизу лип-
шицевой функцией, множество нижних L-опорных точек и множество нижних LĈ-опорных
точек совпадают и являются плотными в эффективной области функции. Данный результат
распространяет на более широкий класс полунепрерывных снизу функций теорему Брондсте-
да — Рокафеллара [8] (см. также [9, теорема 2.10.2]) о существовании субдифференциала для
выпуклых полунепрерывных снизу функций. Отметим, что указанные результаты восходят
к одному из важнейших результатов классического выпуклого анализа — теореме Бишопа —
Фелпса [10] о плотности опорных точек в границе замкнутого выпуклого множества.
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Представленные здесь результаты продолжают исследования, начатые первым автором в
работах [11–13].

Всюду далее R — множество вещественных чисел, R := R ∪ {+∞,−∞} — расширенное
множество вещественных чисел. Символом ZX обозначается, как это принято, совокупность
всех функций f : X 7→ Z, определенных на множестве X и принимающих значения в мно-
жестве Z; ниже, как правило, рассматриваются случаи, когда Z равно либо R, либо R. Со-

вокупности функций RX и R
X

предполагаются упорядоченными отношением поточечного

сравнения f ≤ g ⇔ f(x) ≤ g(x) ∀ x ∈ X. Эффективным множеством функции f ∈ R
X

называется множество dom f := {x ∈ X | |f(x)| < +∞}. Функция f ∈ R
X

называется
l-собственной или просто собственной, если f(x) > −∞ для всех x ∈ X и dom f 6= ∅, и
u-собственной, если функция −f является l-собственной, т. е. если f(x) < +∞ для всех x ∈ X

и dom f 6= ∅.

1. Абстрактно H-выпуклые функции

В данном разделе, следуя в основном монографиям [5;6], приведем необходимые для даль-
нейшего изложения понятия и положения абстрактной теории H-выпуклых функций. Наряду
с известными здесь же будут введены и некоторые новые понятия этой теории.

Пусть X — заданное абстрактное множество, элементы которого ниже будем называть
точками. В данном разделе никакие топологические, алгебраические или иные структуры не
предполагаются заданными на X.

Пусть, кроме того, задано некоторое множество H := H(X,R) определенных на X веще-
ственнозначных функций, которые далее будут рассматриваться как элементарные. Подчерк-
нем, что domh = X для любой функции h ∈ H.

Для произвольной функции f ∈ R
X

множество S−(H, f) := {h ∈ H | h ≤ f} называ-
ется нижней H-опорой функции f , а функции h из S−(H, f) — H-минорантами функции

f. Непосредственно из определения следует, что если S−(H, f) 6= ∅, то функция f является
l-собственной и при этом

f(x) ≥ sup{h(x) | h ∈ S−(H), f)} для всех x ∈ X.

Функция f : X 7→ R называется абстрактно H-выпуклой (далее просто H-выпуклой), если

f(x) = sup{h(x) | h ∈ S−(H, f)} для всех x ∈ X (1.1)

или, эквивалентно, если в H существует такое подмножество H′, что

f(x) = sup
h∈H′

h(x) для всех x ∈ X. (1.2)

Нетрудно убедиться, что если для подмножества H′ ⊂ H выполняется равенство (1.2), то
H′ ⊂ S−(H, f).

Функция fH : x 7→ fH(x) такая, что

fH(x) = sup{h(x) | h ∈ S−(H, f)} для всех x ∈ X, (1.3)

называется H-выпуклой оболочкой функции f .

Непосредственно из определения функции fH получаем равенство

S−(H, f) = S−(H, fH), (1.4)

из которого следует, что функция fH есть наибольшая H-выпуклая миноранта функции f .
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Будем говорить, что H-миноранта h ∈ S−(H, f) функции f является опорной в точке x̄ ∈
dom f , если h(x̄) = f(x̄). Множество всех H-минорант функции f , опорных в точке x̄ ∈ dom f ,
будем обозначать символом S−(H, f, x̄).

Множество S−(H, f, x̄) не пусто тогда и только тогда, когда

f(x̄) = max{h(x̄) | h ∈ S−(H, f)}, (1.5)

при этом максимум в последнем равенстве достигается именно на тех функциях h из S−(H, f),
которые принадлежат S−(H, f, x̄).

Если S−(H, f, x̄) 6= ∅, то точку x̄ ∈ dom f будем называть нижней H-опорной точкой

функции f . Множество всех нижних H-опорных точек функции f будем обозначать симво-
лом Q−(H, f).

Из равенств (1.4) и (1.5) легко сделать вывод, что множество нижних H-опорных точек
функции f содержится в множестве нижних H-опорных точек ее H-выпуклой оболочки fH.

Обратное включение, вообще говоря, не имеет места.

Если h ∈ S−(H, f), то любая функция h̃ ∈ H, такая что h̃ ≤ h, тоже принадлежит S−(H, f)
и при этом

sup
h∈S−(H,f)

h(x) = sup
h∈S−(H,f)\{h̃}

h(x) для всех x ∈ X.

Таким образом, такая функция h̃ фактически не участвует в построении H-выпуклой оболоч-
ки функции f и, следовательно, может быть удалена из S−(H, f), причем равенство (1.3) при
этом сохранится. Если функция h̄ ∈ S−(H, f) такова, что в S−(H, f) не существует функ-
ции h, удовлетворяющей условиям h̄ ≤ h, h̄ 6= h, то в некоторых случаях h̄ можно удалить
из S−(H, f) без нарушения равенства (1.3), а в других нельзя. Это наблюдение показывает,
что для характеристики H-выпуклой оболочки функции f можно воспользоваться следующим
подмножеством из S−(H, f), которое может быть существенно меньшим, чем S−(H, f).

Символом S−
max(H, f) обозначим множество максимальных (относительно поточечного упо-

рядочения) H-минорант функции f , т. е. множество таких функций h̄ ∈ S−(H, f), которые
удовлетворяют следующему условию: если h ∈ S−(H, f) и h̄ ≤ h, то h = h̄.

Пример, приведенный ниже, показывает, что, вообще говоря, для некоторых функций f

и множеств элементарных функций H множество соответствующих им максимальных H-
минорант S−

max(H, f) может быть пустым, хотя множество всех H-минорант S−(H, f) непусто
и функция f является H-выпуклой.

Функцию f : X 7→ R назовем регулярно H-выпуклой, если S−
max(H, f) 6= ∅ и

f(x) = sup{h(x) | h ∈ S−
max(H, f)} для всех x ∈ X.

Из (1.1) выводим: для того чтобы H-выпуклая функция f была регулярно H-выпуклой,
достаточно, чтобы S−

max(H, f) 6= ∅ и для любой функции h ∈ S−(H, f) существовала h̄ ∈
S−

max(H, f), такая что h ≤ h̄.

Следующий простой пример показывает, что H-выпуклая функция может не быть регу-
лярно H-выпуклой. Пусть X = R и пусть H — множество линейных функций с рациональным
угловым коэффициентом, т. е. H = {x 7→ qx | q ∈ Q}, где Q — множество рациональных
чисел. Рассмотрим функцию f : R 7→ R такую, что f(x) =

√
2 |x| для всех x ∈ R. Тогда

S−(H, f) = {x 7→ qx | q ∈ Q,−
√
2 < q <

√
2}. Так как для любого x ∈ R выполняется равен-

ство f(x) = sup{qx | q ∈ Q,−
√
2 < q <

√
2}, то функция f является H-выпуклой. Вместе с тем

S−
max(H, f) = ∅ и, следовательно, функция f не является регулярно H-выпуклой.

Множество максимальных H-минорант функции f , опорных к f в точке x̄ ∈ dom f , будем
обозначать символом S−

max(H, f, x̄). Таким образом, в соответствии с определением

S−
max(H, f, x̄) := S−

max(H, f)
⋂

S−(H, f, x̄).
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Множество S−
max(H, f, x̄) непусто тогда и только тогда, когда

f(x̄) = max{h(x̄) | h ∈ S−
max(H, f)},

при этом максимум в последнем равенстве достигается именно на тех функциях h из
S−

max(H, f)}, которые принадлежат S−
max(H, f, x̄)}.

Симметричным образом может быть введено понятие абстрактно вогнутой функции, от-
носительно заданного множества элементарных функций. Коротко приведем основные опре-
деления для этого случая.

Пусть задано множество функций G := G(X,R). Множество S+(G, f) := {g ∈ G | g ≥ f}
называется верхней G-опорой функции f ∈ R

X
, при этом функции g из S+(G, f) называются

G-мажорантами функции f. Если S+(G, f) 6= ∅, то f является u-собственной.

Вогнутой G-оболочкой функции f : X 7→ R называется функция fG : X 7→ R, определяемая
равенством

fG(x) = inf{g(x) | g ∈ S+(G, f)} для всех x ∈ X. (1.6)

Функция f : X 7→ R называется абстрактно G-вогнутой, если f = fG.

Будем говорить, что G-мажоранта g ∈ S+(G, f) функции f является опорной в точке x̄ ∈
dom f , если g(x̄) = f(x̄). Множество всех G-мажорант функции f , опорных в точке x̄ ∈ dom f ,
будем обозначать символом S+(G, f, x̄).

Множество S+(G, f, x̄) 6= ∅ тогда и только тогда, когда

f(x̄) = min{g(x̄) | g ∈ S+(G, f)},

при этом минимум в последнем равенстве достигается именно на тех функциях g из S+(G, f),
которые принадлежат S+(G, f, x̄).

Если S+(G, f, x̄) 6= ∅, то точку x̄ ∈ dom f будем называть верхней G-опорной точкой

функции f . Множество всех верхних G-опорных точек функции f будем обозначать символом
Q+(G, f).

Символом S+
min(G, f) обозначим множество минимальных (относительно поточечного упо-

рядочения) G-мажорант функции f , т. е. множество таких функций ḡ ∈ S+(G, f), которые
удовлетворяют следующему условию: если g ∈ S+(G, f) и ḡ ≥ g, то g = ḡ.

Функцию f : X 7→ R назовем регулярно G-вогнутой, если S+
min(G, f) 6= ∅ и

f(x) = inf{g(x) | g ∈ S+
min(G, f)} для всех x ∈ X.

Из (1.6) выводим: для того чтобы G-вогнутая функция f была регулярно G-вогнутой, до-
статочно, чтобы S+

min(G, f) 6= ∅ и для любой функции g ∈ S+(G, f) существовала ḡ ∈ S+
min(G, f)

такая, что g ≥ ḡ.

Множество минимальных G-мажорант функции f , опорных к f в точке x̄ ∈ dom f , будем
обозначать символом S+

min(G, f, x̄). Таким образом, в соответствии с определением

S+
min(G, f, x̄) := S+

min(G, f)
⋂

S+(G, f, x̄).

Множество S+
min(G, f, x̄) непусто тогда и только тогда, когда

f(x̄) = min{g(x̄) | g ∈ S+
min(G, f)},

при этом минимум в последнем равенстве достигается именно на тех функциях из
S+

min(G, f), которые принадлежат S+
min(G, f, x̄).

Представляет интерес изучение функций, которые являются одновременно (регулярно) H-
выпуклыми и (регулярно) G-вогнутыми и при этом G = −H, например когда H — конус в RX . В
этом случае функция f является G-вогнутой тогда и только тогда, когда −f есть H -выпуклая
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функция. Если, более того, H = −H, в частности если H — векторное подпространство в RX ,
то функция f является H-вогнутой тогда и только тогда, когда −f H-выпукла.

Рассмотрим, как понятия абстрактной H-выпуклости соотносятся с понятиями классиче-
ской выпуклости функций.

Пусть X — вещественное локально выпуклое линейное топологическое пространство, а
H = A(X,R) — векторное пространство непрерывных аффинных функций. Следующие утвер-
ждения эквивалентны:

(1) функция f ∈ R
X

является классически выпуклой (вогнутой) и полунепрерывной снизу
(сверху);

(2) функция f ∈ R
X

является A(X,R)-выпуклой (A(X,R)-вогнутой);

(3) функция f ∈ R
X

является регулярно A(X,R)-выпуклой (регулярно A(X,R)-вогнутой).

Для любой функции f ∈ R
X

ее A(X,R)-опора S−(A(X,R), f) состоит из всех непре-
рывных аффинных минорант функции f , и если она непуста, то содержит большое число
функций и в силу этого является неудобной для конструктивной работы с ней. Поэтому вме-
сто S−(A(X,R), f) в классическом выпуклом анализе используется фактически множество
S−

max(A(X,R), f) максимальных A(X,R)-минорант функции f, которое задается при помощи
сопряженной функции. Продемонстрируем это.

Любая аффинная непрерывная функция a ∈ A(X,R) может быть представлена в виде
a(x) = x∗(x) − c ∀ x ∈ X, где x∗ ∈ X∗ (X∗ — пространство линейных непрерывных функ-

ций, определенных на X), c ∈ R. С учетом этого представления для любой функции f ∈ R
X

множество S−
max(A(X,R), f) ее максимальных A(X,R)-минорант может быть задано равен-

ством S−
max(A(X,R), f) = {x 7→ x∗(x) − f∗(x∗) | x∗ ∈ X∗}, где f∗(x∗) := supx∈X(x∗(x) −

f(x)) ∀ x∗ ∈ X∗ — функция, сопряженная f. Вторая сопряженная f∗∗ функции f , определя-
емая равенством f∗∗(x) := supx∗∈X∗(x∗(x)− f∗(x∗)) ∀ x ∈ X, является при этом не чем иным,
как A(X,R)-выпуклой оболочкой функции f.

Максимальная A(X,R)-миноранта x 7→ x∗(x)−f∗(x∗), x ∈ X, функции f является опорной
в точке x̄ ∈ dom f в том и только том случае, когда x∗(x̄) − f∗(x∗) = f(x̄), что эквивалентно
условию x∗ ∈ ∂f(x̄), где ∂f(x̄) := {x∗ ∈ X∗ | x∗(x− x̄) ≤ f(x)− f(x̄) ∀ x ∈ X} — классический
субдифференциал Моро — Рокафеллара функции f в точке x̄ [8] (см. также [9, определе-
ние 1.16.1]).

Таким образом, в теории абстрактной H-выпуклости множество максимальных H-мино-
рант, опорных к функции f в точке x̄, призвано играть ту же роль, какую в классическом
выпуклом анализе играет субдифференциал функции в точке. В частности, используя мно-
жество S−

max(H, f, x̄) максимальных H-минорант, опорных к функции f в точке x̄, мы можем
получить условия для точек глобального минимума (максимума) функции f.

Теорема 1 (достаточное условие глобального минимума). Пусть заданы функция

f : X 7→ R, множество элементарных функций H = H(X,R) и точка x̄ ∈ dom f такие, что

S−
max(H, f, x̄) 6= ∅. Тогда, если существует h ∈ S−

max(H, f, x̄), для которой x̄ — точка глобаль-

ного минимума на подмножестве Ω ⊆ X, то и для функции f точка x̄ является точкой

глобального минимума на подмножестве Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если для некоторой функции h ∈ S−
max(H, f, x̄) точка x̄ является

точкой глобального минимума на множестве Ω ⊆ X, то f(x̄) = h(x̄) ≤ h(x) ≤ f(x) ∀ x ∈ Ω.
Откуда заключаем, что x̄ является точкой глобального минимума функции f на подмноже-
стве Ω. �

Теорема 2 (необходимое условие глобального минимума). Пусть для функции f : X 7→
R, множества элементарных функций G = G(X,R) и точки x̄ ∈ dom f множество мини-

мальных опорных G-мажорант к функции f в точке x̄ непусто, т. е. S+
min(G, f, x̄) 6= ∅. Если

x̄ — точка глобального минимума на подмножестве Ω ⊆ X для функции f , то тогда для



Абстрактная выпуклость функций 79

любой функции g ∈ S+
min(G, f, x̄) точка x̄ также является точкой глобального минимума на

подмножестве Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если f(x̄) ≤ f(x) ∀ x ∈ Ω, то для любой функции g ∈ S+
min(G, f, x̄)

имеем g(x̄) = f(x̄) ≤ f(x) ≤ g(x) ∀ x ∈ Ω. Следовательно, для любой функции g ∈ S+
min(G, f, x̄)

точка x̄ является точкой глобального минимума на подмножестве Ω. �

2. Выпуклость функций относительно множества липшицевых функций

Пусть X — метрическое пространство, d : X × X 7→ R — функция расстояния на X,

ϕ : X 7→ R — расширенно-вещественнозначная функция, определенная на X.

Говорят (см., например, [5, с. 59]), что функция ϕ удовлетворяет на X условию Липшица

с константой Липшица k > 0 или что ϕ является k-липшицевой на X, если domϕ = X и

|ϕ(x′)− ϕ(x)| ≤ kd(x, x′) ∀ x, x′ ∈ X.

Функция ϕ называется липшицевой на X (удовлетворяет условию Липшица на X), если она
является k-липшицевой при некотором k > 0.

Множество всех функций ϕ ∈ R
X

, удовлетворяющих на X условию Липшица с кон-
стантой k > 0, будем обозначать символом Lk := Lk(X,R), а множество всех липшицевых
на X функций — символом L := L(X,R). Непосредственно из определений следует, что
L(X,R) =

⋃
k∈N Lk(X,R).

Ниже, если это не может вызвать недопонимание, вместо “функция ϕ является k-липшице-
вой на X или липшицевой на X” будем говорить просто, что “ϕ является k-липшицевой или
липшицевой”.

Рассмотрим в качестве множества элементарных функций пространство L := L(X,R) всех
липшицевых вещественнозначных функций, определенных на метрическом пространстве X.

Предположим, что для функции f : X → R множество L-минорант S−(L, f) непусто. Это
предположение эквивалентно тому, что функция f ограничена снизу некоторой липшицевой
функцией. Как следует из [12, Proposition 4.2], если функция f такова, что S−(L, f) 6= ∅,
то f является L-выпуклой в том и только том случае, когда она является полунепрерывной
снизу на X. Вместе с тем, несмотря на то что для некоторой функции f выполняется усло-
вие S−(L, f) 6= ∅, множество S−

max(L, f) максимальных L-минорант функции f может быть
пустым. Например, для функции f : R 7→ R, определенной равенством f(x) = −

√
|x| для

всех x ∈ R, множество S−(L, f) непусто, поскольку f ограничена снизу липшицевой функцией
g(x) = −1 − |x|, x ∈ R. В то же время, поскольку f не является липшицевой, S−

max(L, f) = ∅.

Действительно, справедлива следующая теорема.

Теорема 3. Пусть функция f ∈ R
X

такова, что S−(L, f) 6= ∅. Тогда S−
max(L, f) 6= ∅

тогда и только тогда, когда f является липшицевой на X, при этом S−
max(L, f) = {f}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность. Предположим, что функция f липшицева.
Тогда, как это нетрудно видеть, S−

max(L, f) = {f} 6= ∅.

Необходимость. В силу условия S−
max(L, f) 6= ∅ из [12, Proposition 4.2] следует, что суще-

ствует k̄ > 0 такое, что функция f (k), определенная равенством

f (k)(x) := inf
y∈X

{f(y) + kd(x, y)} ∀ x ∈ X, (2.1)

является k-липшицевой для любого k ≥ k̄, причем f (k) ≤ f для всех k ≥ k̄, что влечет f (k) ∈
S−(L, f). Более того, для каждого k ≥ k̄ функция f (k) является наибольшей k-липшицевой
минорантой функции f . Наконец, f (k1) ≤ f (k2) для любых k̄ ≤ k1 ≤ k2, при этом возможны
два случая:
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1) существует k0 такое, что f (k1) = f (k2) для всех k0 ≤ k1 ≤ k2;

2) f (k1) < f (k2) для любых k̄ ≤ k1 < k2.
Покажем, что случай 2) невозможен. Рассмотрим произвольную L-миноранту h ∈ S−(L, f).
Если соответствующая ей константа Липшица равна k1, то h < f (k2), где k2 > k1, и, следо-
вательно, h не может быть максимальной. В силу произвольного выбора h заключаем, что в
случае 2) в S−(L, f) не существует максимальных элементов, но это противоречит предполо-
жению S−

max(L, f) 6= ∅. Значит, имеет место случай 1) и, следовательно, f = f (k) для любого
k ≥ k0. Отсюда вытекает, что функция f липшицева. �

Теорема 4. Пусть функция f ∈ R
X

ограничена снизу k̄-липшицевой функцией. Тогда

L-выпуклая оболочка f совпадает с наибольшей полунепрерывной снизу минорантой функ-

ции f и удовлетворяет равенству

fL(x) = sup
k≥k̄

f (k)(x) для всех x ∈ X,

где f (k) — наибольшая k-липшицева миноранта функции f , определяемая равенством (2.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость утверждения следует из [12, Proposition 4.2]. �

Следствие 1. Функция f : X 7→ R
X

является L-выпуклой тогда и только тогда, когда

она полунепрерывна снизу и ограничена снизу некоторой k̄-липшицевой функцией, при этом

f(x) = sup
k≥k̄

f (k)(x) для всех x ∈ X.

Теорема 5. Пусть f : X 7→ R — расширенно-вещественнозначная функция, определенная

на метрическом пространстве X, и пусть x̄ ∈ dom f. Тогда S−(L, f, x̄) 6= ∅ тогда и только

тогда, когда существует вещественное число k > 0 такое, что

f(x) ≥ f(x̄)− kd(x, x̄) ∀ x ∈ X. (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть S−(L, f, x̄) непусто, и пусть h ∈ S−(L, f, x̄). Так как h

является липшицевой, то существует k > 0 такое, что |h(x)−h(y)| ≤ kd(x, y) для всех x, y ∈ X.

Полагая y = x̄ и учитывая, что h ≤ f и h(x̄) = f(x̄), приходим из последнего неравенства
к (2.2).

Предположим теперь, что при некотором k > 0 имеет место неравенство (2.2). Заметим,
что функция h̃ : x 7→ f(x̄)−kd(x, x̄) является липшицевой на X и h̃(x̄) = f(x̄). Следовательно,
h̃ ∈ S−(L, f, x̄) и, значит, S−(L, f, x̄) 6= ∅. �

Теорема 6. Пусть функция f ∈ R
X

такова, что S−(L, f) 6= ∅. Множество нижних

L-опорных точек функции f совпадает с множеством всех таких точек x̄ ∈ dom f , для

которых существует k > 0 такое, что f(x̄) = f (k)(x̄), т. е.

Q−(L, f) = {x̄ ∈ dom f | ∃k > 0 такое, что f(x̄) = f (k)(x̄)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку S−(L, f) 6= ∅, то существует число k̄ > 0 такое, что
f (k) ∈ S−(L, f) для всех k ≥ k̄. Из этого факта и определения L-опорных точек функции f

следует, что {x̄ ∈ X | ∃k > 0 такое, что f(x̄) = f (k)(x̄)} ⊆ Q−(L, f).
Рассмотрим теперь произвольную точку x̄ ∈ Q−(L, f). Из определения множества Q−(L, f)

следует, что существует L-миноранта h функции f такая, что f(x̄) = h(x̄). Если k > 0 —
константа Липшица функции h, то h ≤ f (k) ≤ f и, следовательно, h(x̄) ≤ f (k)(x̄) ≤ f(x̄).
Так как f(x̄) = h(x̄), то и f (k)(x̄) = f(x̄). Значит, Q−(L, f) ⊆ {x̄ ∈ X | ∃k > 0 такое, что f(x̄) =
f (k)(x̄)}. �

З а м е ч а н и е. Если для точки x̄ ∈ dom f при некотором k > 0 выполняется равенство
f(x̄) = f (k)(x̄), то f(x̄) = f (s)(x̄) при любом s ≥ k.
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Теорема 7. Пусть X — полное метрическое пространство, и пусть функция f : X 7→ R

полунепрерывна снизу и, кроме того, ограничена снизу на X некоторой липшицевой функци-

ей. Тогда множество Q−(L, f) нижних L-опорных точек функции f плотно в dom f.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу следствия 1 существует вещественное число k̄ > 0 такое,
что

f(x) = sup
k≥k̄

f (k)(x) для всех x ∈ X, (2.3)

где f (k) — наибольшая k-липшицева миноранта функции f , определяемая равенством (2.1).
Рассмотрим произвольную точку a ∈ dom f. Из равенства (2.3) следует, что для любого

ε > 0 можно указать kε ≥ k̄ такое, что f(a) − ε < f (kε)(a). Зафиксируем некоторое ε > 0 и
соответствующее ему kε. Тогда функция g : x 7→ f(x) − f (kε)(x) является полунепрерывной
снизу на X и inf

x∈X
g(x) ≥ 0. Более того, g(a) < inf

x∈X
g(x) + ε. Таким образом, для функции g,

точки a и числа ε > 0 выполнены все предположения вариационного принципа Экланда [7;
9; 14], из которого следует, что для любого δ > 0 найдется точка xδ ∈ X, удовлетворяющая
следующим условиям:

(i) g(xδ) +
ε

δ
d(xδ, a) ≤ g(a);

(ii) d(xδ, a) ≤ δ;

(iii) g(xδ) < g(x) +
ε

δ
d(x, xδ) для всех x ∈ X,x 6= xδ.

Функция h : x 7→ f (kε)(x) − ε

δ
d(x, xδ) + (f(xδ) − f (kε)(xδ)) является липшицевой с константой

Липшица L ≥ max
{
kε,

ε

δ

}
и, кроме того, h(xδ) = f(xδ). Из условия (iii) следует, что функция h

является опорной L-минорантой функции f в точке xδ, причем в силу условий (i) и (ii) точка xδ
принадлежит (dom f) ∩ Bδ(a), где Bδ(a) := {x ∈ X | d(xδ, a) ≤ δ}. Так как точка a ∈ dom f

и число δ > 0 были выбраны произвольными, то заключаем, что любая окрестность каждой
точки из dom f содержит нижнюю L-опорную точку функции f . �

Из теорем 6 и 7 и замечания получаем

Следствие 2. Пусть X — полное метрическое пространство, и пусть функция f : X 7→
R — полунепрерывна снизу и, кроме того, ограничена снизу на X некоторой липшицевой

функцией. Тогда для любой точки a ∈ dom f и любого числа δ > 0 существуют точка x̄ ∈
dom f и число k > 0 такие, что d(x̄, a) ≤ δ и f(x̄) = f (s)(x̄) для всех s ≥ k.

3. Выпуклость функций относительно множества

липшицевых вогнутых функций

В этом разделе будем предполагать, что X является вещественным нормированным про-
странством. В качестве множества элементарных функций будем рассматривать множество
LĈ := LĈ(X,R), состоящее из липшицевых (на X) вогнутых функций.

Напомним, что функция ϕ : X 7→ R называется вогнутой, если ее подграфик

hypoϕ := {(x, γ) ∈ X × R | ϕ(x) ≥ γ}
является выпуклым подмножеством в X × R.

Из результатов работы [12, Proposition 4.2 и Theorem 4.8] следует

Теорема 8. Любая липшицева функция f : X 7→ R, определенная на нормированном про-

странстве X является регулярно LĈ-выпуклой, причем

f(x) = max
h∈S−

max(LĈ,f)
h(x) для всех x ∈ X

и, следовательно, любая точка x ∈ X является нижней LĈ-опорной точкой липшицевой

функции f.
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Как показывают представленные ниже теоремы 9 и 10, класс регулярно LĈ-выпуклых
функций существенно шире пространства липшицевых функций, однако при этом не всякая
точка эффективной области функции является LĈ-опорной точкой.

Теорема 9. Для любой функции f : X 7→ R следующие три утверждения эквивалентны:

(i) функция f является регулярно LĈ-выпуклой;

(ii) функция f является L-выпуклой;

(iii) функция f полунепрерывна снизу на X и ограничена снизу некоторой функцией, удо-

влетворяющей условию Липшица на всем X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Импликация (i) ⇒ (ii) следует из включения LĈ(X,R) ⊂ L(X,R);
эквивалентности (ii) ⇔ (iii) и (iii) ⇔ (i) фактически доказаны соответственно в Proposition 4.2
и Theorem 4.8 из [12]. �

Теорема 10. Пусть X — полное нормированное пространство и пусть функция f : X 7→
R — полунепрерывна снизу и, кроме того, ограничена снизу на X некоторой липшицевой

функцией. Тогда множество Q−(LĈ, f) нижних LĈ-опорных точек функции f совпадает с

множеством Q−(L, f) нижних L-опорных точек функции f и является плотным в dom f.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как LĈ(X,R) ⊂ L(X,R), то S−(LĈ, f) ⊂ S−(L, f) и, следо-
вательно, Q−(LĈ, f) ⊂ Q−(L, f). Докажем обратное включение. Пусть x̄ ∈ Q−(L, f). В силу
теоремы 6 существует k > 0 такое, что f (k)(x̄) = f(x̄). Поскольку f (k) является липшицевой, то
по теореме 8 любая точка x ∈ X, а значит и точка x̄, является LĈ-опорной для функции f (k).

Следовательно, существует h̄ ∈ S−(LĈ, f (k)) такая, что f (k)(x̄) = h̄(x̄). Поскольку f (k) ≤ f ,
то S−(LĈ, f (k)) ⊂ S−(LĈ, f). Учитывая это включение и равенство f (k)(x̄) = f(x̄), заключаем,
что h̄ ∈ S−(LĈ, f) и f(x̄) = h̄(x̄), т. е. что h̄ является опорной LĈ-минорантой функции f в
точке x̄. Это доказывает, что x̄ ∈ Q−(L, f). Таким образом, Q−(LĈ, f) = Q−(L, f). Поскольку
в силу теоремы 7 Q−(L, f) плотно в dom f , то Q−(LĈ, f) также плотно в dom f. �

Теорема 11 (критерий глобального минимума функции). Функция f : X 7→ R достига-

ет глобального минимума в точке x̄ ∈ dom f в том и только том случае, когда cf(x̄) ∈
S−

max(LĈ, f, x̄), где cf(x̄) : X ∋ x 7→ f(x̄) ∈ R — константная функция, равная f(x̄) для всех

x ∈ X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость данного критерия следует непосредственно из
определений глобального минимума функции f и множества S−

max(LĈ, f, x̄), а также из того,
что любая константная, более того, аффинная функция является вогнутой. �

Теорема 12 (необходимое условие глобального максимума). Пусть для функции f : X 7→
R и точки x̄ ∈ dom f множество S−

max(LĈ, f, x̄) максимальных опорных LĈ-минорант функ-

ции f в точке x̄ непусто. Тогда если x̄ является точкой глобального максимума функции f ,

то 0X ∈ ∂+g(x̄) для любой функции g ∈ S−
max(LĈ, f, x̄).

Здесь ∂+g(x̄) := {x∗ ∈ X∗ | x∗(x − x̄) ≥ g(x) − g(x̄) ∀ x ∈ X} — классический супердиф-

ференциал Моро — Рокафеллара вогнутой функции g в точке x̄, а 0X — нулевой линейный

функционал, определенный на X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если точка x̄ ∈ dom f является точкой глобального максимума
функции f , то для любой функции g ∈ S−

max(LĈ, f, x̄) точка x̄ также является точкой глобаль-
ного максимума, а поскольку функции g вогнуты, то это равносильно условию 0X ∈ ∂+g(x̄). �
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Заключение

Как следует из теорем 9 и 10, каждая полунепрерывная снизу функции f : X 7→ R, кото-
рая, кроме того, ограничена снизу некоторой липшицевой функцией, в любой точке x̄ плотного
подмножества ее эффективной области dom f имеет непустое множество S−

max(LĈ, f, x̄) макси-
мальных опорных LĈ-минорант функции f. Нетрудно убедиться в том, что если функция f

полунепрерывна снизу и выпукла, то каждая максимальная опорная LĈ-миноранта функции f

является непрерывной аффинной функцией (это следует из теорем об отделимости выпуклых
множеств [9, с. 79] или, более конкретно, из теоремы о сэндвиче [15, Corollary 1.76]), при этом
элементы множества S−

max(LĈ, f, x̄) находятся во взаимно однозначном соответствии с суб-
градиентами классического субдифференциала Моро — Рокафеллара [9, определение 1.16.1]
∂f(x̄) функции f в точке x̄. Таким образом, множество S−

max(LĈ, f, x̄) максимальных опор-
ных LĈ-минорант функции в точке распространяет фактически понятие классического суб-
дифференциала Моро — Рокафеллара для полунепрерывных снизу выпуклых функций на
существенно более широкий класс полунепрерывных функций. Как известно, для классиче-
ски выпуклых функций существуют два эквивалентных определения субдифференциала: гло-
бальное [8;9, определение 1.16.1] и локальное [16, c. 44]. Введенное в данной статье множество
S−

max(LĈ, f, x̄) максимальных опорных LĈ-минорант функции распространяет глобальное опре-
деление классического субдифференциала. В то же время исчерпывающий субдифференциал
Демьянова — Рубинова, введенный ранее в [12;13], является LĈ-распространением локального
определения классического субдифференциала. В плане дальнейших исследований представ-
ляется перспективной разработка методов анализа негладких функций на основе этих двух
конструкций, а также изучение связи между ними.
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