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ных для задач оптимизации квазилинейных динамических систем в Минской школе по оптимальному
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стем линейных дифференциальных уравнений, а также к нахождению корней невырожденных линейных
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Введение

Многие прикладные задачи оптимального управления в своих математических моделях
содержат малые параметры, причем зачастую модели существенно упрощаются (понижается
порядок дифференциальных уравнений, исчезают сложные члены и т. п.), если эти парамет-
ры положить равными нулю. В таких случаях целесообразно использовать асимптотические
методы, основное достоинство которых состоит в том, что при их применении исходные зада-
чи, которые принято называть возмущенными, сводятся к коррекции решений более простых
задач оптимального управления.

Наиболее эффективны асимптотические методы при оптимизации квазилинейных дина-
мических систем. Квазилинейными называют системы управления, содержащие малые па-
раметры при нелинейностях. Выигрыш от применения асимптотических методов к задачам
оптимального управления такими системами состоит, прежде всего, в том, что вместо исход-
ных, по существу нелинейных, задач решаются задачи оптимизации линейных динамических
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систем. Среди первых работ, в которых исследовались задачи оптимального управления ква-
зилинейными системами, отметим [1; 24–26;28; 30; 32; 33].

Настоящая статья является обзорной. В ней представлены результаты, полученные для
задач оптимизации квазилинейных динамических систем в Минской школе по оптимальному
управлению. В первом разделе вводятся понятия, которые позволяют уточнить, что пони-
мается под асимптотическими приближениями к решению возмущенных задач оптимального
управления. Во втором разделе излагается методика исследования, с помощью которой по-
строены асимптотические приближения к решениям широкого класса регулярно и сингулярно
возмущенных задач, в том числе и квазилинейных. В разд. 3, 4 приведены результаты ка-
чественного анализа рассмотренных задач оптимизации квазилинейных систем и алгоритмы
построения асимптотических приближений к их решениям.

1. Возмущенные задачи оптимального управления

Под возмущенной задачей оптимального управления типа Больца понимается семейство
задач вида

ẋ = f(x, u, t, µ), x(t∗) = x∗, u(t) ∈ U, t ∈ [t∗, t
∗], (1.1)

ϕi(x(t
∗), µ) = 0, i = 1,m, (1.2)

J(u) = ϕ0(x(t
∗), µ) +

t∗
∫

t∗

f0(x, u, t, µ)dt → max, (1.3)

где µ — малый положительный параметр (0 < µ < µ0); u — r-вектор управления; x — n-вектор
фазовых переменных; t∗, t

∗ — заданные моменты времени (t∗ < t∗).

О п р е д е л е н и е 1. Управление u(N)(t, µ), t ∈ [t∗, t
∗], с кусочно-непрерывными ком-

понентами и значениями из множества U назовем (программным) асимптотически субопти-
мальным управлением N -го порядка (N = 0, 1, 2 . . . ), если оно отклоняется по критерию каче-
ства (1.3) от оптимального управления на величину O(µN+1), а порожденная им траектория
x(t, µ), t ∈ [t∗, t

∗], системы (1.1) удовлетворяет терминальным ограничениям (1.2) с точностью
того же порядка малости.

О п р е д е л е н и е 2. Вектор-функцию u(N)(x, t, µ) назовем асимптотически субопти-
мальной обратной связью N -го порядка, если для любого начального состояния (x∗, t∗) (t∗ < t∗)
имеет место u(N)(x∗, t∗, µ) = u(N)(t∗, µ), где u(N)(t, µ), t ∈ [t∗, t

∗], — асимптотически субопти-
мальное управление N -го порядка в задаче (1.1)–(1.3).

Возмущенной задачей оптимального быстродействия назовем семейство задач вида

ẋ = f(x, u, t, µ), x(t∗) = x∗, x(t∗) = 0,

u(t) ∈ U, t ∈ [t∗, t
∗], J(u) = t∗ → min,

(1.4)

в котором µ — малый положительный параметр.

О п р е д е л е н и е 3. Управление u(N)(t, µ), t ∈ [t∗, t
∗(µ)], с кусочно-непрерывными ком-

понентами и значениями из множества U , назовем (программным) асимптотически субопти-
мальным управлением N -го порядка в задаче (1.4), если оно переводит динамическую систему
в фазовое состояние O(µN+1), а конечный момент времени t∗(µ) отличается от момента опти-
мального быстродействия на величину того же порядка малости.

Асимптотически субоптимальные обратные связи в данном случае определяются так же,
как и в задаче (1.1)–(1.3).

В исследовании задач оптимального управления с малыми параметрами, как и в асимп-
тотической теории дифференциальных уравнений, можно выделить два направления. К пер-
вому относятся работы по оптимизации систем с регулярными возмущениями, в том числе и
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квазилинейными. Второе направление включает в себя исследование сингулярно возмущен-
ных задач. Деление задач с малыми параметрами на регулярно и сингулярно возмущенные
является условным. Назовем задачу оптимального управления регулярно возмущенной, если
формирующие ее функции такие, что их можно непрерывно доопределить при µ = 0 для
любых возможных значений остальных аргументов. В противном случае будем считать, что
задача является сингулярно возмущенной.

2. Методика исследования

В работах [5; 13] предложен подход к исследованию возмущенных задач оптимизации ди-
намических систем, в основе которого лежит специальная конечномерная параметризация оп-
тимальных управлений. С его помощью разработаны алгоритмы построения асимптотических
приближений произвольного порядка к решениям широкого класса регулярно и сингулярно
возмущенных задач [14]. Суть этого подхода состоит в следующем. Для многих задач оп-
тимального управления можно указать конечномерные элементы (назовем их определяющи-
ми), по которым легко восстанавливается решение задачи, причем в возмущенных задачах,
что очень существенно, они, как правило, гладким образом зависят от малого параметра.
К определяющим элементам, в частности, относятся точки переключения релейных управле-
ний, начальные и конечные моменты особых и квазиособых режимов [6], множители Лагранжа,
длительность процесса (в том случае, когда она не задана). С помощью принципа максиму-
ма [29] и условий допустимости управлений для определяющих элементов a1, a2, . . . , ak можно
составить систему конечных уравнений

Fi(a1, a2, . . . , ak, µ) = 0, i = 1, k, (2.1)

где µ — малый параметр. Назовем эти уравнения, как и их корни, определяющими. Форми-
руются уравнения (2.1) путем интегрирования прямой и сопряженной динамических систем,
которые являются возмущенными. Применяя соответствующие асимптотические методы (в
регулярно возмущенных задачах — классическую технику Пуанкаре, а в сингулярно возму-
щенных — метод пограничных функций [4]), можно разложить функции Fi(a1, a2, . . . , ak, µ)
по степеням малого параметра

Fi(a1, a2, . . . , ak, µ) ∼ Fi0(a1, a2, . . . , ak) + µFi1(a1, a2, . . . , ak) + . . . , i = 1, k,

а затем в условиях применимости теоремы о неявной функции методом неопределенных ко-
эффициентов найти асимптотику решения системы (2.1), т. е асимптотику определяющих эле-
ментов. Для построения асимптотически субоптимальных управлений заданного порядка до-
статочно заменить неизвестные определяющие элементы a1(µ), a2(µ), . . . , ak(µ) их асимпто-
тическими приближениями соответствующего порядка. Основная трудность при реализации
указанной схемы состоит в нахождении старших коэффициентов разложения определяющих
элементов, т. е. корней системы нулевого приближения

Fi0(a1, a2, . . . , ak, µ) = 0, i = 1, k. (2.2)

В случае регулярных возмущений корнями этой системы будут определяющие элементы в
невозмущенной задаче, которая формально получается из исходной при µ = 0. Такую задачу
в дальнейшем будем называть базовой. Если же исходная задача оптимального управления
является сингулярно возмущенной, то корнями системы (2.2), как правило, будут определяю-
щие элементы двух задач меньшей размерности. Одна из них — вырожденная задача, а вторая
подбирается в результате анализа системы (2.2), что представляет собой неформальный этап
исследования.

Отметим, что построенные с помощью изложенного подхода асимптотические приближе-
ния определяющих элементов можно использовать для нахождения оптимального управления
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в возмущенной задаче с заданным значением µ. Для этого нужно применить процедуру до-
водки [7], которая состоит в решении системы уравнений (2.1) методом Ньютона.

Описанный подход удобен для численной реализации, поскольку при его применении де-
ло сводится к разложению конечномерных элементов. Заметим, что идея использования ко-
нечномерной параметризации решения в асимптотическом анализе восходит к Ван-дер-Полю
(см. [3]), который применял ее при исследовании колебательных режимов.

3. Квазилинейные задачи оптимального управления

Результаты асимптотического анализа решений квазилинейных задач оптимального управ-
ления справедливы и для отрицательных значений µ, если они достаточно малы по модулю.
Поэтому в дальнейшем будем считать областью применения малого параметра некоторую
окрестность нуля |µ| < µ0.

Рассмотрим квазилинейную задачу терминального управления вида

ẋ = A(t)x+ µf(x, t) + b(t)u, x(t∗) = x∗, |u(t)| ≤ 1, t ∈ [t∗, t
∗],

Hx(t∗) + µh(x(t∗)) = g, J(u) = cTx(t∗) + µd(x(t∗)) → max,
(3.1)

где µ — малый (по модулю) параметр; u — скаляр; x — n-вектор; g — m-вектор (m < n).
Предполагается, что A(t), b(t), ∂f(x, t)/∂x, ∂h(x)/∂x, ∂d(x)/∂x, x ∈ R

n, t ∈ [t∗, t
∗], принадле-

жат классу Cp, p ≥ 1.
Асимптотический анализ [15] показывает, что при нестеснительных предположениях отно-

сительно решения базовой задачи (см. разд. 2), которая формально получается из исходной
при µ = 0 и в отличие от нее является линейной, оптимальное управление в задаче (3.1) с
достаточно малым по модулю µ имеет релейный характер и сохраняет при этом структуру
решения базовой задачи. На основании этого факта с помощью изложенной ранее методики
разработан и обоснован алгоритм, позволяющий для заданного натурального числа N (N < p)
построить релейное асимптотически субоптимальное управление N -го порядка (см. определе-
ние 1). Точки переключения такого асимптотического приближения представляют собой поли-
номы Тейлора N -й степени точек переключения оптимального управления, которые являются
функциями малого параметра, причем функциями из класса Cp. Попутно строится асимп-
тотика множителей Лагранжа, которые вместе с точками переключения являются в данном
случае определяющими элементами. При сделанных предположениях решение базовой задачи
будет асимптотически субоптимальным управлением нулевого порядка в задаче (3.1).

При построении асимптотически субоптимальных управлений более высокого порядка по-
мимо решения базовой задачи вычисления сводятся к решению начальных задач для систем
линейных дифференциальных уравнений, а также к нахождению корней невырожденных ли-
нейных алгебраических систем. На основе разработанного алгоритма в [15] предложена итера-
ционная процедура решения существенно нелинейных задач, где в качестве малого параметра
выступает шаг итерации.

В [8] описан алгоритм работы регулятора, который строит в режиме реального времени
позиционные асимптотически субоптимальные управления первого порядка в задаче терми-
нального управления квазилинейной системой, подверженной действию неизвестных помех.
При разработке регулятора использовались изложенный в [15] алгоритм и метод синтеза оп-
тимальных управлений типа обратной связи для линейных систем [9].

В классе скалярных управляющих воздействий рассмотрим задачу оптимального быстро-
действия для квазилинейной системы

ẋ = A(t)x+ µf(x, t) + b(t)u, x(t∗) = x∗,

x(t∗) = 0, |u(t)| ≤ 1, t ∈ [t∗, t
∗], J(u) = t∗ → min,

|µ| ≪ 1, x ∈ R
n,

(3.2)
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в предположении, что A(t), ∂f(x, t)/∂x, b(t), x ∈ R
n, t ≥ t∗, принадлежат классу Cp, p ≥ 1.

В работах [16;17] показано, что при нестеснительных предположениях относительно решения
базовой задачи оптимальное управление в задаче (3.2) с достаточно малым по модулю µ явля-
ется релейным, сохраняя при этом структуру решения базовой задачи. С помощью изложенной
в разд. 2 методики разработан алгоритм, позволяющий для заданного числа N (N < p) постро-
ить асимптотически субоптимальное управление N -го порядка (см. определение 3). Опреде-
ляющими элементами в данном случае являются точки переключения оптимального управле-
ния, момент оптимального быстродействия и начальные значения (в момент t∗) сопряженных
переменных, соответствующих в силу принципа максимума [29] оптимальному управлению.
Эти величины как функции малого параметра принадлежат классу Cp. Вычисления при по-
строении асимптотически субоптимальных управлений сводятся к решению базовой задачи,
которая является линейной, интегрированию систем линейных дифференциальных уравнений,
а также к нахождению корней невырожденных линейных алгебраических систем. Разработан-
ный алгоритм обобщает результаты работы [25], которая в принятой терминологии посвяще-
на построению асимптотически субоптимального управления первого порядка в задаче (3.2).
Обобщение связано не столько с порядком асимптотики, сколько с обоснованием алгоритма.

Алгоритмы асимптотического решения квазилинейных задач со скалярными управления-
ми легко переносятся на системы с многомерными управлениями u(t) = (u1(t), . . . , ur(t)), если
на значения последних наложены ограничения вида ai ≤ ui(t) ≤ bi, i = 1, 2, . . . , r. При этом
принципиальные схемы алгоритмов не претерпевают существенных изменений. Основное до-
стоинство алгоритмов состоит в том, что они опираются на решения базовых задач, которые
в отличие от исходных являются линейными. Однако в случае многомерных управляющих
воздействий выигрыш может заключаться не только в этом. В данном случае базовая задача
может распадаться на задачи меньшей размерности (см. [14]), тогда алгоритм целесообразно
использовать даже для линейных возмущений, особенно если исходная задача имеет большую
размерность.

Во многих прикладных задачах с многомерными управлениями ограничения на их значе-
ния имеют вид ‖u(t)‖ ≤ a, где ‖u‖ =

√

u21 + . . . + u2r — евклидова норма вектора u. В первую
очередь это относится к задачам управления механическими системами. В работе [11] рас-
смотрена следующая задача терминального управления квазилинейной системой с подвижным
правым концом траекторий:

ẋ = A(t)x+ µf(x, t) +B(t)u, x(t∗) = x∗,

‖u(t)‖ ≤ 1, t ∈ [t∗, t
∗], Hx(t∗) = g, J(u) = cTx(t∗) → max,

(3.3)

где µ — малый (по модулю) параметр; t∗, t∗ — заданные моменты времени (t∗ < t∗);
u — r-вектор; x — n-вектор; g — m-вектор (m < n). Остальные элементы имеют соответству-
ющие размерности. Предполагается, что матричные функции A(t), B(t), ∂f(x, t)/∂x, x ∈ R

n,
t ∈ [t∗, t

∗], принадлежат классу Cp, p ≥ 1. Доказана теорема о существовании непрерывного
оптимального управления в задаче (3.3) и его асимптотических свойствах при предположе-
ниях, сделанных относительно решения линейной базовой задачи. Результаты качественного
анализа положены в основу алгоритма, с помощью которого для заданного числа N (N < p)
можно построить асимптотически субоптимальное управление N -го порядка в рассмотренной
задаче (см. определение 1). Этот алгоритм представляет собой очередную реализацию мето-
дики, изложенной в разд. 2. Его суть состоит в разложении по целым степеням µ множителей
Лагранжа, которые в данном случае являются определяющими элементами и как функции
малого параметра принадлежат классу Cp. Вычислительная процедура алгоритма включает
в себя нахождение множителей Лагранжа в базовой задаче, решение начальных задач для си-
стем линейных дифференциальных уравнений, а также нахождение корней невырожденных
линейных алгебраических систем. Как и в предыдущих задачах, решение базовой задачи будет
асимптотически субоптимальным управлением нулевого порядка в задаче (3.3).
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Рассмотрим задачу оптимального быстродействия для квазилинейной системы при огра-
ничении управления гиперсферой, которая имеет вид

ẋ = A(t)x+ µf(x, t) + b(t)u, x(t∗) = x∗,

x(t∗) = 0, ‖u(t)‖ ≤ 1, t ∈ [t∗, t
∗], J(u) = t∗ → min,

|µ| ≪ 1, u ∈ R
r, x ∈ R

n.

(3.4)

Предполагается, что элементы матриц A(t), B(t), ∂f(x, t)/∂x, x ∈ R
n, t ∈ [t∗, t

∗], принадлежат
классу Cp, p ≥ 1. В [12] показано, что при выполнении некоторых предположений относитель-
но решения базовой задачи в задаче (3.4) существует единственное оптимальное управление,
компоненты которого являются непрерывными функциями времени. С помощью изложенной
в разд. 2 методики разработан алгоритм, позволяющий для заданного числа N (N < p) по-
строить асимптотически субоптимальное управление N -го порядка в рассмотренной задаче
(см. определение 3). Его суть, как и в предыдущих квазилинейных задачах, состоит в разло-
жении по целым степеням малого параметра определяющих элементов, в качестве которых
в данном случае выступают момент оптимального быстродействия и начальные значения (в
момент t∗) сопряженных переменных. Эти величины как функции малого параметра при-
надлежат классу Cp. Асимптотически субоптимальное управление нулевого порядка является
решением базовой задачи. При построении асимптотических приближений более высокого по-
рядка вычисления помимо решения базовой задачи сводятся к интегрированию систем линей-
ных дифференциальных уравнений, а также к нахождению корней невырожденных линейных
алгебраических систем.

Рассмотрим задачу оптимизации переходного процесса в квазилинейной системе

ẋ = A(t)x+ µf(x, t) +B(t)u, x(t∗) = x∗,

x(t∗) = 0, J(u) = sup
t∈[t∗,t∗]

‖u(t)‖ → min,

|µ| ≪ 1, u ∈ R
r, x ∈ R

n,

(3.5)

которая состоит в нахождении многомерных управлений с минимальной интенсивностью. Под
интенсивностью в данном случае понимается максимальное значение евклидовой нормы управ-
ляющих воздействий. В прикладных задачах управление зачастую имеет смысл обобщенной
силы; интенсивность оценивает тогда наибольшее значение этой силы. Поэтому задачу (3.5)
называют задачей об управлении минимальной силой. Подобные задачи занимают особое ме-
сто среди типичных задач оптимального управления вследствие негладкости функционала
качества. Они возникают в приложениях, когда большие значения управляющих воздействий
в переходных процессах либо технически нереализуемы, либо нежелательны из-за чрезмерных
перегрузок, вызванных ускорениями. Предполагается, что динамическая система в задаче (3.5)
такова, что элементы матриц A(t), B(t), ∂f(x, t)/∂x, x ∈ R

n, t ∈ [t∗, t
∗], принадлежат классу Cp.

В [18] показано, что при выполнении нестеснительных предположений относительно решения
базовой задачи в исходной квазилинейной задаче с достаточно малым по модулю µ существует
единственное оптимальное управление, компоненты которого непрерывны. С помощью изло-
женной в разд. 2 методики разработан и обоснован алгоритм, позволяющий для заданного
числа N (N < p) построить асимптотически субоптимальное управление в задаче (3.5), кото-
рое переводит динамическую систему в состояние O(µN+1) и отличается по критерию качества
от оптимального управления на величину того же порядка малости.

Суть алгоритма состоит в построении асимптотики определяющих элементов, которыми
в данном случае являются оптимальная интенсивность и начальные значения сопряженных
переменных (в момент t∗), соответствующих в силу принципа максимума [26] оптимальному
управлению. Эти величины как функции малого параметра принадлежат классу Cp. Как и в
предыдущих квазилинейных задачах, вычислительная процедура алгоритма включает в себя
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решение базовой задачи, интегрирование систем линейных дифференциальных уравнений, а
также нахождение корней невырожденных линейных алгебраических систем.

4. Задачи минимизации интегральных квадратичных функционалов

на траекториях квазилинейных систем

Линейно-квадратичные задачи оптимального управления относятся к числу немногих за-
дач оптимизации динамических систем, для которых решена проблема синтеза оптимальных
управлений типа обратной связи (см. например, [19; 22; 23; 27; 31]). Сложнее поддаются ис-
следованию задачи минимизации интегральных квадратичных функционалов на траекториях
нелинейных динамических систем, к которым принадлежат и квазилинейные системы.

В классе r-мерных управляющих воздействий u(t), t ∈ [t∗, t
∗], с кусочно-непрерывными

компонентами рассмотрим следующую задачу оптимального управления:

ẋ = A(t)x+ µf(x, t) +B(t)u, x(t∗) = x∗,

x(t∗) = 0, J(u) =
1

2

t∗
∫

t∗

(xTQ(t)x+ uTP (t)u)dt → min,
(4.1)

где µ — малый по модулю параметр; t∗, t
∗ — заданные моменты времени; x — n-вектор фа-

зового состояния системы; f(x, t), x ∈ R
n, t ∈ [t∗, t

∗], — нелинейная вектор-функция; Q(t) —
неотрицательно-определенная симметрическая матрица; P (t) — положительно-определенная
симметрическая матрица для всех t ∈ [t∗, t

∗]. Предполагается, что элементы матриц A(t), B(t),
Q(t), P (t), ∂f(x, t)/∂x, x ∈ R

n, t ∈ [t∗, t
∗], принадлежат классу Cp, p ≥ 1.

В данном случае базовая задача является линейно-квадратичной. В [20] показано что если
динамическая система в базовой задаче вполне управляема [26], то в задаче (4.1) с достаточно
малым по модулю µ существует единственное оптимальное управление, которое принадлежит
классу Cp. С помощью изложенной в разд. 2 методики разработан алгоритм, позволяющий
для заданного числа N (N < p) построить асимптотически субоптимальное управление N -го
порядка в задаче (4.1) в смысле определения 1. В качестве определяющих элементов в дан-
ном случае берутся начальные значения (в момент t∗) сопряженных переменных, которые как
функции малого параметра принадлежат классу Cp. При построении асимптотически суб-
оптимальных управлений помимо решения линейно-квадратичной базовой задачи интегриру-
ются системы линейных дифференциальных уравнений и находятся корни невырожденных
линейных алгебраических систем. В [20] получены также формулы для асимптотически суб-
оптимальных обратных связей нулевого и первого порядков (см. определение 2). Заметим, что
асимптотически субоптимальная обратная связь нулевого порядка есть оптимальное управле-
ние типа обратной связи в базовой задаче [2].

Рассмотрим задачу с подвижным правым концом траекторий, которая является обобще-
нием задачи (4.1):

ẋ = A(t)x+ µf(x, t) +B(t)u, x(t∗) = x∗, Hx(t∗) = g,

J(u) =
1

2

t∗
∫

t∗

(xTQ(t)x+ uTP (t)u)dt → min .
(4.2)

Здесь µ — малый по модулю параметр; t∗, t
∗ — заданные моменты времени (t∗ < t∗); u — r-век-

тор; x — n-вектор; g — m-вектор (m ≤ n). Остальные элементы задачи имеют соответствую-
щие размерности, при этом среди терминальных ограничений нет “лишних”, т. е. rankH = m.
В критерии качества Q(t) — неотрицательно-определенная, а P (t) — положительно-определен-
ная симметрические матрицы для всех t ∈ [t∗, t

∗]. Предполагается, что функции, формирую-
щие задачу, обладают той же гладкостью, что и в задаче (4.1). Как и прежде, базовая задача
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является линейно-квадратичной. В [21] установлено, что если динамическая система в этой
задаче управляема относительно подпространства Hx = 0 (см. [10]), то в задаче (4.2) с доста-
точно малым по модулю µ существует единственное оптимальное управление, принадлежащие
классу Cp, которое является нормальной экстремалью. Разработан и обоснован алгоритм, с
помощью которого для заданного числа N (N < p) можно построить асимптотически субоп-
тимальное управление в задаче (4.2) (см. определение 1). Этот алгоритм является очередной
реализацией методики, изложенной в разд. 2. Его суть состоит в построении асимптотики мно-
жителей Лагранжа, соответствующих в силу принципа максимума оптимальному управлению.
Определяющие элементы как функции малого параметра при сделанных предположениях при-
надлежат классу Cp. При построении асимптотических приближений к оптимальному управ-
лению в задаче (4.2) решается линейно-квадратичная базовая задача, интегрируются системы
линейных дифференциальных уравнений и находятся корни невырожденных линейных алгеб-
раических систем. Кроме того, в [21] получены формулы для асимптотически субоптимальных
обратных связей нулевого и первого порядка в смысле определения 2. Асимптотически суб-
оптимальная обратная связь нулевого порядка есть оптимальное управление типа обратной
связи в базовой задаче [19].

Все перечисленные алгоритмы апробированы на конкретных задачах управления движе-
нием.
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