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В теории оптимального управления важным объектом исследования является множество достижи-

мости управляемого объекта D(T ). Это множество в грубой форме отражает динамические возможно-

сти управляемого объекта, что важно для теории и приложений. Многие оптимизационные задачи для

управляемых объектов в своей постановке используют множество D(T ). Одним из ключевых аспектов

изучения свойств управляемых объектов является получение конструктивных оценок сверху по включе-

нию для D(T ). В частности, такие оценки полезны при приближенных вычислениях D(T ) пиксельным

методом. Основным объектом изучения в настоящей статье являются две нелинейные модели прямого

регулирования, известные в литературе по теории абсолютной устойчивости, с добавкой управляющего

члена в правую часть соответствующей системы дифференциальных уравнений. Для получения иско-

мых оценок сверху по включению в статье используются известные в теории абсолютной устойчивости

функции Ляпунова. Отметим, что оценки сверху для D(T ) получены в виде некоторых шаров в фазовом

пространстве с центром в 0.
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M.S. Nikolskii. Estimation of reachable sets from above with respect to inclusion for some
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The study of reachable sets of controlled objects is an important research area in optimal control theory.

Such sets describe in a rough form the dynamical possibilities of the objects, which is important for theory and

applications. Many optimization problems for controlled objects use the reachable set D(T ) in their statements.

In the study of properties of controlled objects, it is useful to have some constructive estimates of D(T ) from

above with respect to inclusion. In particular, such estimates are helpful for the approximate calculation of D(T )
by the pixel method. In this paper we consider two nonlinear models of direct regulation known in the theory of

absolute stability with a control term added to the right-hand side of the corresponding system of differential

equations. To obtain the required upper estimates with respect to inclusion, we use Lyapunov functions from

the theory of absolute stability. Note that the upper estimates for D(T ) are obtained in the form of balls in the

phase space centered at the origin.
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Введение

Проблема оценивания множеств достижимости D(T ) управляемых объектов сверху по
включению представляет определенный интерес для математической теории управления и ее
приложений. Такого рода оценки полезны при изучении динамических возможностей управ-
ляемых объектов и при приближенных вычислениях D(T ) пиксельным методом.

В настоящей работе мы рассмотрим две нелинейные управляемые системы общего вида,
которые связаны с классическими моделями теории абсолютной устойчивости прямого регу-
лирования (см. [1; 2]).

В первой системе (см. п. 1) присутствует одна нелинейность, а во второй системе (см. п. 2)
имеется m нелинейностей, где m > 2. Для оценивания сверху по включению множества дости-
жимости D(T ) (см., например, [3;4]) мы используем аппарат функций Ляпунова, появившихся
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первоначально в теории устойчивости движения (см., например, [2; 5; 6] и многие другие ра-
боты). Отметим, что и в более ранних работах (см., например, [6]) аппарат теории функций
Ляпунова использовался не только для традиционных задач теории устойчивости движения,
но и для других качественных задач теории дифференциальных уравнений.

1. Рассмотрим нелинейную управляемую систему

ẋ = Ax+ bϕ(σ(x)) +Mu, (1)

где x ∈ R
n (n > 1), вектор b ∈ R

n; A, M — матрицы размерности n× n, n× r (r > 1) соответ-
ственно, ϕ(σ) — непрерывно дифференцируемая скалярная функция переменной σ ∈ R

1,

σ(x) = 〈c, x〉. (2)

Здесь вектор c ∈ R
n; управляющий вектор u ∈ U , где U — компакт из R

r. Условимся сим-
волом R

k (k > 1) обозначать арифметическое евклидово пространство, элементами которого
являются упорядоченные столбцы из k чисел и стандартным скалярным произведением 〈·, ·〉
векторов. Для y ∈ R

k символом |y| будем обозначать стандартную длину вектора y.
Отметим, что, положив в (1) u = 0, мы получим известную модель прямого регулирова-

ния, которая давно изучается в теории абсолютной устойчивости движения (см. [1;2]). Таким
образом, управляемый объект (1) можно рассматривать как управляемый вариант известной
неуправляемой системы прямого регулирования.

Фиксируем для управляемой системы (1) начальный вектор

x(0) = x0. (3)

При t > 0 рассмотрим множество U всевозможных измеримых по Лебегу функций u(t), удо-
влетворяющих условию

u(t) ∈ U, t > 0. (4)

Фиксируем управление ũ(·) ∈ U , подставим его в систему дифференциальных уравнений (1)
и решим ее при начальном условии (3) при t > 0 в классе локально абсолютно непрерывных
функций. Согласно [7, с. 66, 67] соответствующее единственное локально абсолютно непре-
рывное решение x̃(t) = x(t, ũ(·)) будет определено на некотором максимальном по включению
полуинтервале [0, τ(ũ(·))), где τ(ũ(·)) — конечное положительное число либо τ(ũ(·)) = +∞.
Фиксируем T > 0. Если τ(ũ(·)) > T , то вектор x(T, ũ(·)) определен. Если τ(ũ(·)) 6 T , то век-
тор x(T, ũ(·)) не определен, поскольку в этом случае существует (доказывается от противного)
последовательность чисел ti ∈ (0, τ(ũ(·))), i = 1, 2, . . ., такая, что ti → τ(ũ(·)), |x(ti, ũ(·))| → +∞
при i → +∞. Множество достижимости D(T ) для управляемого объекта (1)–(4) при T > 0 мы
определим формулой

D(T ) = {x(T, ũ(·))} , (5)

где объединение берется только по тем ũ(·), для которых τ(ũ(·)) > T . Отметим, что в общем
случае множество D(T ) может оказаться пустым при данном T > 0.

Нашей задачей является получение оценок сверху по включению множества D(T ) для
управляемого объекта (1)–(4). Среди такого рода прежних результатов мы отметим резуль-
таты работ [3; 4]. Заметим, что в этой тематике оказались полезными функции типа Ляпуно-
ва v(x). Основным требованием к скалярным функциям v(x) у нас является их непрерывная
дифференцируемость на R

n. Их приходится дифференцировать в силу управляемой системы.
Поэтому мы называем эти функции функциями Ляпунова безотносительно к выполнению
других свойств функций Ляпунова из теории устойчивости движения (см., например, [2; 5; 6]
и др.)

Рассмотрим полезную для дальнейшего функцию (см. (1), (2))

v(x) =
|x|2

2
+

σ(x)
∫

0

ϕ(r) dr. (6)
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Подобного рода функции используются в теории абсолютной устойчивости (см., например,
[1; 2]). В дальнейшем мы будем требовать выполнения следующего неравенства:

ϕ(r)r > 0 ∀r ∈ R
1. (7)

Из этого неравенства вытекает, что интегральный член в (6) является неотрицательной функ-
цией при x ∈ R

n и, следовательно, (см. (6)) функция v(x) > 0 при x 6= 0, причем v(0) = 0.
Фиксируем управления ũ(·) ∈ U . На [0, τ(ũ(·))) рассмотрим функции (см. (6))

x̃(t) = x(t, ũ(·)), ṽ(t) = v(x̃(t)). (8)

Нетрудно видеть, что функция x̃(t) локально липшицева на [0, τ(ũ(·))) и поэтому функция ṽ(t)
там почти всюду дифференцируема. Для производной ˙̃v(t) почти всюду при t ∈ [0, τ(ũ(·)))
справедлива формула (см. (1), (2), (6))

˙̃v(t) = 〈grad v(x̃(t)), Ax̃(t) + bϕ(σ(x̃(t))) +Mũ(t)〉, (9)

где grad v(x) означает градиент функции v(x), причем

grad v(x) = x+ cϕ(σ(x)). (10)

В связи с формулами (9), (10) полезно рассмотреть функцию

f(x, σ, u) = 〈x+ cϕ(σ), Ax + bϕ(σ) +Mu〉, (11)

где x ∈ R
n, σ ∈ R

1, u ∈ R
r. Эту формулу можно переписать в виде

f(x, σ, u) = g1(x, u) + 〈c, b〉ϕ2(σ) + g2(x, u)ϕ(σ), (12)

где

g1(x, u) = 〈x,Ax+Mu〉, (13)

g2(x, u) = 〈c,Ax +Mu〉+ 〈x, b〉. (14)

В дальнейшем будем считать выполненным неравенство

〈c, b〉 < 0. (15)

Выделяя в формуле (12) полный квадрат по величине ϕ(σ), с помощью условия (15) получаем
неравенство

f(x, σ, u) 6 g1(x, u) +
1

|〈c, b〉|

(g2(x, u)

2

)2
(16)

при x ∈ R
n, u ∈ R

r. Обратим внимание на то, что функция ϕ(σ) не входит в правую часть нера-
венства (16). Используя неравенство Коши— Буняковского и ограниченность множества U ,
с помощью формул (12)–(14), (16) нетрудно при x ∈ R

n, σ ∈ R
1, u ∈ U получить неравенство

f(x, σ, u) 6 d1|x|
2 + d2|x|+ d3, (17)

где d1, d2, d3 — некоторые конструктивно вычислимые неотрицательные константы. Используя
неравенство |x| 6 (|x|2+1)/2, с помощью неравенства (17) приходим при x ∈ R

n, σ ∈ R
1, u ∈ U

к неравенству (см. (6), (7))
f(x, σ, u) 6 αv(x) + β, (18)

где α, β — неотрицательные конструктивно вычислимые константы. Суммируя сказанное, на
основании формул (8)–(13), (16)–(18) получим, что почти всюду при t ∈ [0, τ(ũ(·)))

˙̃v(t) 6 αṽ(t) + β, (19)
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где ṽ(t) = v(x̃(t)). Используя известные теоремы о дифференциальных неравенствах (см.,
например, [8]), можно обосновать при t ∈ [0, τ(ũ(·))) неравенство

ṽ(t) 6 y(t), (20)

где y(t) — решение уравнения сравнения

ẏ = αy + β (21)

с начальным условием
y(0) = v(x0). (22)

Отметим, что в силу формул (6), (7), (20)–(22) при t ∈ [0, τ(ũ(·)))

|x̃(t)|2 6 2y(t), (23)

где

y(t) = eαtv(x0) +

t
∫

0

eαr dr · β. (24)

Допустим, что величина τ(ũ(·)) является конечным числом. В этой ситуации конечное число
τ(ũ(·)) больше нуля. Тогда, как уже говорилось выше, существует такая последовательность
чисел ti ∈ (0, τ(ũ(·))), i = 1, 2, . . ., что ti → τ(ũ(·)), |x̃(ti)| → +∞ при i → +∞. Однако это
невозможно в силу соотношений (23), (24). Таким образом, при сделанных предположениях
(см. (7), (15)) величина τ(ũ(·)) = +∞. Отметим, что управление ũ(·) было произвольным
допустимым управлением из U и, следовательно, при произвольном T > 0 и произвольных
u(·) ∈ U справедливо неравенство

|x(T, u(·))| 6
√

2y(T ), (25)

где функция y(t) определяется формулой (24). Получаем теорему.

Теорема 1. Для управляемого объекта (1)–(4) при условиях (7), (15) при произвольном

T > 0 и произвольных u(·) ∈ U справедливо неравенство вида (25), где функция y(t) опреде-

ляется формулой (24) при соответствующим образом подобранных неотрицательных кон-

стантах α, β, а величина v(x0) вычисляется по формуле (6).

З а м е ч а н и е. Если в уравнении (1) заменить линейную векторную функцию Ax на
нелинейную непрерывно дифференцируемую на R

n функцию g(x) со значениями в R
n и с вы-

полнением на R
n неравенства

|g(x)| 6 µ|x|+ ν,

где µ, ν — неотрицательные константы, то можно, используя функцию Ляпунова (6), провести
аналогичные вышеприведенным рассуждения и получить и для этого, более общего, случая
оценку сверху вида (25) для векторов x(T, u(·)) при произвольных T > 0, u(·) ∈ U .

2. В этом пункте мы рассмотрим управляемую систему (см. [7; 9]) вида

ẋ = Ax+

m
∑

i=1

biϕi(σi(x)) +Mu, (26)

где x ∈ R
n (n > 1), векторы bi (i = 1, . . . ,m, m > 2) принадлежат R

n; A, M — матрицы размер-
ности n×n, n×r (r > 1) соответственно, ϕi(σi) (i = 1, . . . ,m) — непрерывно дифференцируемая
скалярная функция переменной σi ∈ R

1,

σi(x) = 〈ci, x〉. (27)
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Здесь ci (i = 1, . . . ,m) — вектор из R
n. Такого рода системы при u = 0 рассматривают в теории

абсолютной устойчивости (см., например, [2; 10]). На вектор u ∈ R
r наложим геометрическое

ограничение

u ∈ U, (28)

где U — компакт из R
r. Фиксируем начальное условие

x(0) = x0. (29)

Подставим измеримое управление ũ(t) ∈ U , t > 0, в (26) и будем решать для него при t > 0
задачу Коши при начальном условии (29) в классе локально абсолютно непрерывных функ-
ций. Согласно результатам из [7, с. 66, 67] соответствующее единственное решение x(t, ũ(·))
будет определено на максимальном по включению полуинтервале [0, τ(ũ(·))), где τ(ũ(·)) —
конечное положительное число либо τ(ũ(·)) = +∞. Как и в п. 1, определим множество дости-
жимости D(T ) формулой (5). Отметим, что в общем случае множество D(T ) может оказаться
пустым при данном T > 0. Для получения оценки сверху по включению множества D(T ) мы
будем использовать аналог функции (6) (см. [10]) вида (см. (27))

v(x) =
|x|2

2
+

m
∑

i=1

σi(x)
∫

0

ϕi(r) dr. (30)

В дальнейшем для каждой функции ϕi(r), i = 1, 2, . . . ,m, мы будем считать выполненными
неравенства

ϕi(r)r > 0 ∀r ∈ R
1. (31)

Эти неравенства обеспечивают неотрицательность каждого интегрального члена при x ∈ R
n

в формуле (30). Обозначим x̃(t) = x(t, ũ(·)), ṽ(t) = v(x̃(t)) при t ∈ [0, τ(ũ(·))). Нетрудно видеть,
что функция ṽ(t) локально липшицева и, следовательно, дифференцируема почти всюду при
t ∈ [0, τ(ũ(·))), причем для производной ˙̃v(t) почти всюду на [0, τ(ũ(·))) справедлива формула

˙̃v(t) =
〈

grad v(x̃(t)), Ax̃(t) +

m
∑

i=1

biϕi(σi(x̃(t))) +Mũ(t)
〉

, (32)

где

grad v(x) = x+
m
∑

i=1

ciϕi(σi(x)). (33)

По аналогии с п. 1 рассмотрим функцию (ср. с (11))

f(x, σ, u) =
〈

x+

m
∑

i=1

ciϕi(σi), Ax+

m
∑

i=1

biϕi(σi) +Mu
〉

, (34)

где x ∈ R
n; вектор σ ∈ R

m, причем его компонентами являются величины σi ∈ R
1, u ∈ R

r.
Эту формулу можно переписать в виде

f(x, σ, u) = g1(x, u) +
m
∑

i,j=1

〈ci, bj〉ϕi(σi)ϕj(σj) +
m
∑

i=1

hi(x, u)ϕi(σi), (35)

где

g1(x, u) = 〈x,Ax+Mu〉, (36)

hi(x, u) = 〈ci, Ax+Mu〉+ 〈x, bi〉 (i = 1, . . . ,m). (37)
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В связи с формулой (35) рассмотрим квадратичную форму

W (ξ) = 〈Cξ, ξ〉,

где ξ ∈ R
m, симметричная матрица C порядка m строится по матрице F порядка m с элемен-

тами Fij = 〈ci, bj〉 по формуле

C =
1

2
(F + F ∗). (38)

Здесь ∗ означает транспонирование матрицы.

В дальнейшем предполагается выполненным

У с л о в и е А. Симметричная матрица C является отрицательно определенной, т. е. мат-
рица (−1)C является положительно определенной.

Известно (см. [11, с. 210, 211]), что для положительно определенной матрицы (−1)C суще-
ствует такая положительная константа γ, что ∀ξ ∈ R

m выполняется неравенство

〈(−1)Cξ, ξ〉 > γ|ξ|2, (39)

т. е. ∀ξ ∈ R
m

〈Cξ, ξ〉 6 −γ|ξ|2. (40)

Отметим, что наибольшая константа γ > 0 в (39) конструктивно вычислима. На основании
сказанного из формул (34)–(38), (40) получаем при x ∈ R

n, σ ∈ R
m, u ∈ R

r неравенство вида

f(x, σ, u) 6 |g1(x, u)| − γ|ϕ(σ)|2 +

m
∑

i=1

|hi(x, u)| · |ϕi(σi)|, (41)

где вектор ϕ(σ) с компонентами ϕi(σi), i = 1, . . . ,m, принадлежит Rm.
Обозначим через l(x, u, σ) сумму по i от 1 до m в правой части неравенства (41). Из опре-

деления функции l(x, u, σ), формул (36), (37) и неравенства Коши — Буняковского, нетрудно
при x ∈ R

n, u ∈ U (U — компакт в R
r), σ ∈ R

m получить оценку вида

|g1(x, u)| + l(x, u, σ) 6 d1|x|
2 + d2|x|+ (d3|x|+ d4) · |ϕ(σ)|, (42)

где di — неотрицательные конструктивно вычислимые константы. В связи с неравенства-
ми (41), (42) полезно рассмотреть функцию

ξ(x, σ) = −γ|ϕ(σ)|2 + (d3|x|+ d4) · |ϕ(σ)|.

Выделяя в этой формуле полный квадрат относительно величины |ϕ(σ)|, получаем при x ∈ R
n,

σ ∈ R
m неравенство вида

ξ(x, σ) 6
1

γ

(d3|x|+ d4
2

)2
.

В силу сказанного для функции f(x, σ, u) (см. (35)) при x ∈ R
n, σ ∈ R

m, u ∈ U получаем
неравенство вида

f(x, σ, u) 6 d5|x|
2 + d6|x|+ d7, (43)

где d5, d6, d7 — конструктивно вычислимые неотрицательные константы. Отметим, что правая
часть неравенства (43) не зависит от σ. Используя неравенство |x| 6 (|x|2 + 1)/2, с помощью
неравенства (43) приходим для функции f(x, σ, u) (см. (35)) при x ∈ R

n, σ ∈ R
m, u ∈ U к нера-

венству вида (18). Дальнейшие рассуждения проходят по схеме п. 1 (см. формулы (19)–(24)),
и при произвольных T > 0, u(·) ∈ U обосновываем неравенство

|x(T, u(·))| 6
√

2y(T ), (44)

где функция y(t) определяется формулой вида (24). Получаем теорему.
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Теорема 2. Для управляемого объекта (26)–(29) при условиях (31) и условии отрица-

тельной определенности матрицы C (см. (38)) при произвольном T > 0 и произвольных

u(·) ∈ U справедливо неравенство вида (44), где функция y(t) определяется формулой (24)
при соответствующим образом подобранных неотрицательных константах α, β, а величи-

на v(x0) вычисляется по формуле (30).
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