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Рассматривается линейная функционально-дифференциальная система с последействием общего вида.

Приводятся основные соотношения, определяющие матрицу Коши — ядро интегрального представления

решения задачи Коши. Отмечается роль матрицы Коши в исследовании широкого круга задач теории

функционально-дифференциальных систем, в том числе задач управления относительно заданной систе-

мы целевых функционалов и краевых задач с общими краевыми условиями. Эффективность решения

этих задач существенно зависит от возможности построения достаточно точного приближения матрицы

Коши исследуемой системы. Предлагается подход к приближенному построению матрицы Коши, сочета-

ющий итерационные процедуры и алгоритмы построения достаточно точного начального приближения,

основанные на специальной аппроксимации параметров исходной системы. Установлены оценки точности

получаемых приближений.
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Введение

Матрица Коши C(t, s) линейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений

ẋ(t)− P (t)x(t) = f(t), t ∈ [0, T ],

дает представление ее общего решения

x(t) = X(t)x(0) +

t∫

0

C(t, s)f(s) ds, t ∈ [0, T ],

и выражается через фундаментальную матрицу однородной системы: C(t, s) = X(t)X−1(s).
В исследовании задач управления [1] и краевых задач [2] для линейных систем с последействи-
ем матрица Коши, как и ее аналоги, играет существенную роль, она входит в конструкцию

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 18-01-00332).
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программных и позиционных управлений и в конструкцию матриц Грина линейных крае-
вых задач. Аналог приведенной формулы имеет место для широкого класса функционально-
дифференциальных систем [2, c. 84; 3, c. 68; 4; 5, c. 67], включая системы с импульсным
воздействием и непрерывно-дискретные (гибридные) системы [6], однако матрица Коши в об-
щем случае имеет более сложную структуру. В частности, она теряет так называемое по-
лугрупповое свойство C(t, s) = C(t, τ)C(τ, s). В [5] показано, что в классе линейных систем
требование наличия полугруппового свойства с распределенным запаздыванием сужает этот
класс до обыкновенной системы. Отметим, что одна из модификаций полугруппового свойства
для систем с запаздыванием предложена в [7].

В задачах управления, в том числе в случае, когда цель управления задается конечной
системой целевых функционалов [8], матрица Коши позволяет дать полное описание реак-
ции системы на всевозможные управляющие воздействия, что придает естественный характер
ее использованию при поиске управлений, позволяющих достичь цели управления. При этом
эффективность применения матрицы Коши существенно зависит от возможности построе-
ния ее достаточно точного приближения. Один из подходов к приближенному построению
матрицы Коши с гарантированной оценкой точности представлен в [9]. Этот подход основан
на кусочно-постоянной аппроксимации параметров исследуемой системы, позволяющей точно
строить матрицу Коши для аппрокcимирующей системы. В настоящей работе предлагается
существенное расширение класса аппроксимирующих систем и обсуждаются детали подхода,
сочетающего итерационные процедуры построения приближения для матрицы Коши с постро-
ением достаточно точного начального приближения.

1. Предварительные сведения

Приведем здесь необходимые для дальнейшего сведения из [2; 3]. Обозначим через Ln =
Ln[0, T ] пространство суммируемых по Лебегу функций v : [0, T ] → R

n с нормой

‖v‖Ln =

T∫

0

|v(s)|n ds,

где | · |n — норма в R
n. Далее, если размерность пространства очевидна, индекс у нормы

будем опускать; для любого элемента a ∈ R
n (n-вектор-столбца) запись (a)i означает его

i-й элемент. Пусть Dn = Dn[0, T ] — пространство абсолютно непрерывных функций x :
[0, T ] → R

n с нормой ‖x‖Dn = |x(0)|n + ‖ẋ‖Ln . Через V обозначим оператор интегрирования:

(V v)(t) =

∫ t

0
v(s) ds, I — тождественный оператор.

Рассмотрим в пространстве Dn уравнение

(Lx)(t) ≡ ẋ(t) −

t∫

0

K(t, s)ẋ(s) ds+A(t)x(0) = f(t), t ∈ [0, T ]. (1.1)

Здесь ядро K(t, s) интегрального оператора K : Ln → Ln удовлетворяет условию (K):

(K) элементы kij(t, s) ядра K(t, s) измеримы на множестве {(t, s) : 0 6 s 6 t 6 T} и имеют
общую суммируемую на [0, T ] мажоранту κ(t):

∣∣kij(t, s)
∣∣ 6 κ(t), i, j = 1, . . . , n, t ∈ [0, T ],

а (n× n)-матрицa A имеет суммируемые на [0, T ] элементы.
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Уравнение (1.1) охватывает дифференциальные уравнения с сосредоточенным и/или распре-
деленным запаздыванием и интегро-дифференциальные системы Вольтерра. В частности, для
оператора

(Lx) (t) = ẋ(t)−

t∫

0

dsR(t, s)x(s)

с распределенным запаздыванием, где без ограничения общности можно считать R(t, t) = 0,
имеем K(t, s) = −R(t, s), A(t) = R(t, 0).

Оператор Q = LV : Ln → Ln называют главной частью оператора L, в уравнении (1.1)
оператор Q = I −K является вольтерровым:

(Qv)(t) = v(t)−

t∫

0

K(t, s) v(s) ds,

и обратимым. Условимся ниже обозначать интегральный оператор той же буквой, что и ядро.
Обратный оператор Q−1 имеет представление

(Q−1f)(t) = f(t) +

t∫

0

R(t, s) f(s) ds,

где R(t, s) — резольвентное ядро, соответствующее ядру K(t, s).
Приведем представление решения уравнения (1.1). Для этого определим столбцы yi(t)

(n× n)-матрицы Y (t) как абсолютно непрерывные решения задачи Коши

ẏ(t) =

t∫

0

K(t, s) ẏ(s) ds− ai(t), y(0) = 0, t ∈ [0, T ],

где ai(t) — i-й столбец матрицы A.
Матрица X(t) = En+Y (t), где En — единичная (n×n)-матрица, является фундаментальной

матрицей однородного уравнения (1.1) (f(t) = 0, t ∈ [0, T ]).
Общее решение (1.1) имеет представление

x(t) = X(t)α +

t∫

0

C(t, s)f(s) ds,

где α ∈ R
n — произвольный вектор, C(t, s) — матрица Коши [4; 5, c. 52–58]. Эта матрица

является решением матричного уравнения

C ′

t(t, s) =

t∫

s

K(t, τ)C ′

τ (τ, s) dτ +K(t, s), 0 6 s 6 t 6 T,

с условием C(s, s) = En

(
здесь и всюду ниже C ′

τ (τ, s) =
∂

∂τ
C(τ, s)

)
и уравнения

C(t, s) = En +

t∫

s

C(t, τ)K(τ, s) dτ, 0 6 s 6 t 6 T.

Матрица C(t, s) выражается через резольвентное ядро R(t, s): C(t, s) = En +

∫ t

s

R(τ, s) dτ.
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2. Один класс аппроксимаций вольтеррова оператора

с сохранением вольтерровости

Здесь дается описание класса ядер K̃(t, s), для которого система (1.1) с оператором Q̃ =
I − K̃ допускает точное построение матрицы Коши. Разобьем отрезок [0, T ] на N равных
частей точками ti, i = 1, 2, . . . , N − 1 : 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tN−1 < tN = T . Обозначим
через ηi(t), i = 1, . . . , N − 1, характеристическую функцию промежутка [ti−1, ti), через ηN (t)
— характеристическую функцию отрезка [tN−1, tN ]. Определим ядро K̃(t, s) равенством

K̃(t, s) =
N∑

i=1

i∑

j=1

ηi(t) Pi(t)Qij(s) ηj(s). (2.1)

Здесь матрица P1(t) = 0, матрицы Pi, i = 2, . . . , N, с суммируемыми элементами и матри-
цы Qij , i, j = 1, . . . , N (Qij = 0, j > i), с измеримыми и ограниченными элементами использу-
ются для локальной аппроксимации матричного ядра K(t, s).

Для формулировки утверждения о резольвентном ядре R̃(t, s) ядра K̃(t, s) введем следу-
ющие обозначения:

Ui(t) = ηi(t) Pi(t); Vi(s) =

i∑

j=1

Qij(s) ηj(s); Bki =

T∫

0

Vk(t)Ui(t) dt. (2.2)

Заметим, что из определения матриц Bki следует, что Bki = 0 при i > k. Блочная (Nn ×
Nn)-матрица Γ = {Γki}k,i=1,...,N , Γkk = En, k = 1, . . . , N ; Γki = −Bki, k = 1, . . . , N, i =
1, . . . , N, является нижнетреугольной и имеет на главной диагонали единичные матрицы En.

Обозначим через H = {Hki}k,i=1,...,N (Nn×Nn)-матрицу обратную к матрице Γ с (n× n)-
блоками Hki, k, i = 1, . . . , N :

Γ−1 = H = {Hki}k,i=1,...,N . (2.3)

Теорема 1. Пусть ядро K̃(t, s) интегрального оператора Вольтерра определено равен-

ством (2.1), a матрицы Ui(t), Vk(s), Bki, Hki — равенствами (2.2), (2.3). Тогда резольвент-

ное ядро R̃(t, s) имеет представление

R̃(t, s) =
N∑

i=1

i∑

k=1

Ui(t)Hik Vk(s). (2.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим интегральное уравнение

z(t) =

t∫

0

K̃(t, s) z(s) + f(t), t ∈ [0, T ]. (2.5)

Доказательство теоремы сводится к получению представления решения этого уравнения для
любого f ∈ Ln. Используя представление ядра K̃(t, s), с учетом обозначений (2.2) запишем
уравнение (2.5) в виде

z(t) =

N∑

i=1

Ui(t)

T∫

0

Vi(s) z(s) ds + f(t). (2.6)

Умножая обе части этого уравнения слева на матрицу Vk(t) и интегрируя по t от 0 до T ,
получаем

T∫

0

Vk(t)z(t) dt =
N∑

i=1

T∫

0

Vk(t)Ui(t) dt γi, +

T∫

0

Vk(t) f(t) dt,
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где γi =

∫ T

0
Vi(s) z(s) ds. Вводя обозначение bk =

∫ T

0
Vk(t) f(t) dt, получаем для γi ∈ R

n,

i = 1, . . . , N, линейную алгебраическую систему

γk =
N∑

i=1

Bki γi + bk, k = 1, . . . , N. (2.7)

Записывая компоненты решения этой системы с использованием матрицы H: γi =
N∑

k=1

Hik bk и

подставляя это решение в равенство

z(t) =

N∑

i=1

Ui(t) γi + f(t)

(см. (2.6)), получаем представление решения уравнения (2.5) в виде

z(t) =

T∫

0

N∑

i=1

N∑

k=1

Ui(t)Hik Vk(s) f(s) ds+ f(t) =

t∫

0

N∑

i=1

i∑

k=1

Ui(t)Hik Vk(s) f(s) ds + f(t),

что завершает доказательство теоремы. �

З а м е ч а н и е 1. Структура матрицы Γ, используемой в доказательстве теоремы, поз-
воляет фактически обходиться без ее обращения: алгебраическая система (2.7) является ре-
куррентной.

З а м е ч а н и е 2. Матрица H, описываемая равенством (2.3), позволяет выразить ре-
зольвентное ядро R̃(t, s) через матрицы Pi(t) и Qij(s), определяющие ядро K̃(t, s). При этом
равенство (2.4) принимает вид

R̃(t, s) =

N∑

i=1

N∑

k=1

k∑

j=1

ηi(t)Pi(t)Hik Qkj(s) ηj(s). (2.8)

З а м е ч а н и е 3. При использовании кусочно-полиномиальных приближений Pi(t) и
Qij(s) с рациональными коэффициентами и рациональных значений ti элементы резольвент-
ного ядра (2.8) строятся точно.

З а м е ч а н и е 4. Функционально-дифференциальные системы с ядром интегрального
оператора вида (2.1) включают неавтономные системы с кусочно-постоянным запаздыванием,
которые находят широкое применение при моделировании процессов экономической динамики
в макро- и микроэкономике, где случай запаздывания h(t) = [t] ([t] — целая часть числа t)
является естественным и весьма распространенным. Обзор таких моделей с их подробным
описанием и ссылками на первоисточники представлен в [10].

Используя ядро K̃(t, s) в качестве аппроксимации ядра K(t, s) в исходном уравнении, мы
получаем соответствующую аппроксимацию матрицы Коши:

C̃ ′

t(t, s) = R̃(t, s); C̃(t, s) = En +

t∫

s

R̃(τ, s) dτ.

Оценка точности полученного приближения R̃(t, s) может быть получена стандартным
образом в условиях теоремы об обратном операторе [11, с. 99]. В операторной форме такая
оценка имеет следующий вид:

если ‖(I + R̃) (K̃ −K)‖Ln→Ln 6 q < 1, то ‖(R̃ −R) ‖Ln→Ln 6
q

1− q
‖I + R̃‖Ln→Ln .
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Для записи такого рода оценок в терминах элементов ядер интегральных операторов усло-
вимся эти элементы обозначать соответствующими строчными буквами с верхними индексами.
Так, например, k̃ij — элементы матричного ядра K̃(t, s).

Если точность аппроксимации K̃(t, s) ядра K(t, s) определяется неравенством

max
16j6n

(
vrai sup
s∈[0,T ]

n∑

i=1

T∫

0

[
|kij(t, s)− k̃ij(t, s)| +

n∑

ν=1

T∫

0

|kiν(t, τ)− k̃iν(t, τ)| · |r̃νj(τ, s)|dτ

]
dt

)
6 δ < 1,

то имеет место оценка

max
16j6n

vrai sup
s∈[0,T ]

n∑

i=1

T∫

0

|rij(t, s)− r̃ij(t, s)| dt 6
δ

1− δ

(
1 + max

16j6n
vrai sup
s∈[0,T ]

n∑

i=1

T∫

0

|r̃ij(t, s)| dt

)
.

3. Итерационное уточнение начальной аппросимации

Напомним одну известную (см, например, [12, с. 25]) оценку точности k-го приближения
решения операторного уравнения x = Ax + f с линейным оператором A, действующим в
банаховом пространстве X с постоянной сжатия q < 1. При использовании стандартных
приближений xk = Axk−1+f с произвольным начальным приближением x0 имеет место оценка

‖xk − x‖ 6
qk

1− q
‖x0 − Ax0 − f ‖.

Заметим, что такой оценкой можно воспользоваться в более общей ситуации, когда сжимаю-
щим оператором является некоторая степень оператора A. Действительно, пусть q — постоян-
ная сжатия оператора Am. Уравнение x = Ax+ f эквивалентно уравнению

x = Am x +
(m−1∑

i=0

Ai f
)
.

В таком случае упомянутая оценка принимает вид

‖xk − x‖ 6
qk

1− q

∥∥∥x0 − Am x0 −
(m−1∑

i=0

Ai f
)∥∥∥. (3.1)

Уточнение полученного приближения R̃(t, s) резольвентного ядра R(t, s) может быть по-
лучено с помощью итераций

Rk(t, s) =

t∫

s

K(t, τ)Rk−1(τ, s) dτ +K(t, s), 0 6 s 6 t 6 T, k = 1, 2, . . . . (3.2)

Для формулировки теоремы об оценке точности приближения резольвентного ядра и, та-
ким образом, приближения для производной матрицы Коши C ′

t(t, s) определим норму опе-

ратора A : R
n → R

n, A = {aij}i,j=1,...,n равенством ‖A‖ = max
16i6n

{ n∑

j=1

|aij|
}

. Обозначим

d =

∫ T

0
κ(t) dt (см. условие K).

Теорема 2. Пусть m выбрано так, что

(n · d)m

(m− 1)!
< 1.
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Тогда для k-го приближения Rk(t, s) интегрального вольтеррова оператора с ядром R(t, s),
получаемого по правилу (3.2) с R0(t, s) = R̃(t, s), имеет место неравенство

‖R − Rk‖Ln→Ln 6
qk

(1− q)
‖∆

R̃
‖Ln→Ln ,

где

∆
R̃
= R̃ − Km R̃ −

( m∑

i=1

Ki
)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Получим сначала оценку нормы m-й степени оператора K :
Ln → Ln — с ядром K(t, s), удовлетворяющим условию K. Как известно, Km — интегральный
оператор Вольтерра с ядром Km(t, s), которое определяется рекуррентным соотношением

Ki(t, s) =

t∫

s

K(t, τ)Ki−1(τ, s) dτ, i = 2, . . . ,m,

где K1(t, s) ≡ K(t, s). Из условия K следует оценка

‖K2(t, s)‖ 6

t∫

s

‖K(t, τ)‖ ‖K(τ, s)‖ dτ 6 u(t)

t∫

s

u(τ) dτ,

где u(t) = n · κ(t). По индукции получаем

‖Km(t, s)‖ 6 u(t)

[ ∫ t

s

u(τ) dτ
]m−1

(m− 1)!
,

откуда следует оценка

‖Km ‖Ln→Ln 6
(n · d)m

(m− 1)!
.

Для завершения доказательства остается сослаться на оценку (3.1). �

Приведем иллюстрирующий пример.

П р и м е р. Рассмотрим задачу Коши ẋ(t) = p(t)x[h(t)] + 1, t ∈ [0, 1], x(0) = 0.

Здесь p(t) = sin(t), h(t) = t2 χ[0, 0.6](t) + 0.4χ(0.6, 0.8](t) + t2 χ(0.8, 1](t), χS(t) — характе-
ристическая функция множества S ⊂ R. Запишем уравнение в форме (1.1):

ẋ(t) −

t∫

0

p(t)χh(t, s) ẋ(s) ds + χ(t, 0)x(0) = 1, t ∈ [0, 1],

где χh(t, s) — характеристическая функция множества {(t, s) ∈ [0, 1] × [0, 1] : 0 6 s 6 h(t) 6 1}.
Разбивая отрезок [0, 1] на 10 равных частей и аппроксимируя функцию h(t) кусочно-постоян-
ной функцией

h̃(t) = 0 · η1(t) + 0 · η2(t) + 0 · η3(t) + 0.1 · η4(t) + 0.2 · η5(t) + 0.3 · η6(t)

+ 0.4 · η7(t) + 0.4 · η8(t) + 0.7 · η9(t) + 0.9 · η10(t),
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получаем для ядра K̃(t, s) = p(t)χh̃(t, s) представление (2.1). Далее описанным способом на-
ходится резольвентное ядро (2.8). При этом матрица H, определяющая конструкцию резоль-
вентного ядра по элементам исходного ядра (2.1), имеет вид




1. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.

0. 1. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.

0. 0. 1. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.

.004996 0. 0. 1. 0. 0. 0. 0. 0. 0.

.004996 .014938 0. 0. 1. 0. 0. 0. 0. 0.

.004996 .014938 .024730 0. 0. 1. 0. 0. 0. 0.

.005167 .014938 .024730 .034275 0. 0. 1. 0. 0. 0.

.005167 .014937 .024730 .034275 0. 0. 0. 1. 0. 0.

.005958 .017271 .027518 .036349 .043478 .052247 .060493 0. 1. 0.

.006757 .019586 .0312697 .041414 .046743 .056170 .065036 .068135 .075097 1.




.

Численные значения приведены с точностью до 10−6. Используя это ядро, находим приближе-
ние производной решения рассматриваемой задачи. Для характеристики точности этого при-
ближения приведем оценку невязки, возникающей при подстановке приближения в уравнение,
по норме пространства L1: она не превосходит значения 0.03447. Следующее приближение по-
лучаем, используя итерационную процедуру. Для него та же характеристика не превосходит
значения 0.00163. Для сравнения заметим, что стандартное начальное приближение (свобод-
ный член уравнения) дает невязку с оценкой по норме пространства L1 со значением 0.19444,
а для следующего приближения такая оценка составляет 0.02192.

В заключение отметим, что полученные соотношения для приближенного построения мат-
рицы Коши могут быть использованы для описанного в [13] класса функционально-дифферен-
циальных систем с непрерывным и дискретным временем (гибридных систем). Предложенный
в этой работе способ сведения гибридной системы к системе с непрерывным временем позво-
ляет получать представление решений гибридной системы с использованием матрицы Коши
функционально-дифференциальной системы вида (1.1).
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