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Пусть R
s — s-мерное евклидово пространство точек x = (x1, x2, . . . , xs), s ∈ N;

T
s = {x ∈ R

s : 0 ≤ xj < 2π, j = 1, s}; Lq(T
s) — пространство всех измеримых 2π-

периодических по каждой переменной xj , j = 1, s, функций f(x) = f(x1, x2, . . . , xs), для кото-
рых

‖f‖q,s =

(

2π
∫

0

[

. . .

[

2π
∫

0

|f(x)|q1dx1

]q2/q1

. . .

]qs/qs−1

dxs

)1/qs

< ∞,

где q = (q1, q2, . . . , qs), 1 ≤ qj < ∞, j = 1, s (в случае q1 = q2 = . . . = qs = q полагаем
‖f‖q,s ≡ ‖f‖q,s);

E
(j)
n,∞(f)q,s — частное наилучшее приближение функции f(x) ∈ Lq(T

s) тригонометрически-
ми полиномами порядка не выше n ∈ Z+ по переменной xj , j = 1, s (см., например, [1, гл. II,
п. 2.2]);

ω
(j)
r (f ; δ)q,s — частный модуль гладкости функции f ∈ Lq(T

s) порядка r ∈ N по переменной
xj, j = 1, s (см., например, [1, гл. III, пп. 3.4.34, 3.12.5]):

ω(j)
r (f ; δ)q,s = sup{‖∆r

h,xj
f(·)‖q,s : h ∈ R

1, |h| ≤ δ}, δ ∈ [0,+∞),

где

∆r
h,xj

f(x) =
r

∑

ν=0

(−1)r−ν

(

r

ν

)

f(x1, . . . , xj−1, xj + h, xj+1, . . . , xs),

(

r

ν

)

=
r!

ν!(r − ν)!
, ν = 0, r.
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Положим γi(nx) = {cosnx, i = 1; sinnx, i = 2}, где x ∈ R
1, n ∈ N. Рассмотрим кратный

тригонометрический ряд

∑

n≥1

Bn(x) =

∞
∑

n1=1

. . .

∞
∑

ns=1

Bn1,...,ns(x1, . . . , xs), (1)

где

Bn(x) =
∑

1≤i≤2

a
(i)
n

s
∏

ν=1

γiν (nνxν), a
(i)
n ∈ R

1 ≡ R.

Для заданных n ∈ N и β ∈ (−1,+∞) положим A
(β)
n = (β + 1)(β + 2) . . . (β + n)/n!. Сумма

σ
(β)
n (x) =

∑

1≤k≤n

s
∏

j=1

A
(βj−1)
nj−kj

(

A
(βj)
nj

)−1
Bk(x), n = (n1, . . . , ns),

называется (C;β) ≡ (C;β1, . . . , βs) средним (или средним по Чезаро) ряда (1).
Для чисел bn определим смешанную разность ∆bn следующим образом:

∆bn =

1
∑

η1=0

. . .

1
∑

ηs=0

(−1)s−|η|b(n1−1+η1,...,ns−1+ηs) =
∑

0≤η≤1

(−1)s−|η|bn−1+η

(

η = (η1, . . . , ηs), ηi ∈ {0, 1}, i = 1, s; |η| = η1 + . . .+ ηs
)

.

Для заданного числа λ ≥ 1 ряд (1) называется
∣

∣C;β
∣

∣

λ
-суммируемым (или абсолютно

суммируемым по Чезаро) в точке x ∈ T
s, если

∑

n≥1

∣

∣

∣
∆σ

(β)
n (x)

∣

∣

∣

λ s
∏

j=1

nλ−1
j < ∞.

(см., например, [2–4] — случай λ = 1; [5] — случай s = 1, λ ≥ 1).
Исследованию условий

∣

∣C;β
∣

∣

λ
-суммируемости при λ = 1 кратных тригонометрических

рядов Фурье функций f ∈ L2(T
s) в терминах поведения величин E

(j)
n,∞(f)2,s и ω

(j)
r (f ; 1/n)2,s

(j = 1, s) посвящены работы [3; 4; 6] (см. в них также библиографию, где приведены ссылки
на более ранние работы, связанные с рассматриваемой тематикой). В случае s = 1 и λ ≥ 1
наиболее разностороннее исследование вопроса |C;α|λ-суммируемости (α > −1) рядов Фурье
функций f ∈ Lq(T ) (1 < q ≤ 2) с детальным обзором ранее известных результатов было
проведено И. Салаи в [5].

Для дальнейшего изложения нам понадобятся следующие обозначения:

Eε
q,s =

{

f ∈ Lq(T
s) : E(j)

n,∞(f)q,s = O(εn), n ∈ N, j = 1, 2, . . . , s
}

,

где ε = {εn}
∞
n=1 — заданная последовательность положительных чисел, монотонно убывающая

к 0 при n → ∞;

Hωr

q,s =
{

f ∈ Lq(T
s) : ω(j)

r (f ; δ)q,s = O(ωr(δ)), δ ∈ (0, 1], j = 1, . . . , s
}

,

где ωr(δ) — функция типа модуля гладкости порядка r ∈ N : ωr(δ) → 0 = ωr(0) при δ → 0,
ωr(δ) непрерывна и не убывает на отрезке [0, 1], для некоторого постоянного C(r) > 0 и всех
0 < δ1 < δ2 ≤ 1 выполняется неравенство δ−r

2 ωr(δ2) ≤ C(r)δ−r
1 ωr(δ1).

Кроме того, нам понадобится также определение обобщенного класса О.В. Бесова Bωr

q,s,θ

(см., например, [7, разд. 1◦]):

Bωr

q,s,θ =

{

f ∈ Lq(T
s) :

(

1
∫

0

(

ω
(j)
r (f ; t)q,s
ωr(t)

)θ dt

t

)1/θ

< ∞, j = 1, 2, . . . , s

}

,
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где 1 ≤ θ ≤ ∞. В случае θ = ∞ класс Bωr

q,s,∞ = Hωr

q,s. Если q1 = q2 = . . . = qs = q, то вместо Eε
q,s

и Hωr

q,s будем писать соответственно Eε
q,s и Hωr

q,s.

При наличии ограничений на параметры 1 < q ≤ 2, 1 ≤ λ ≤ q, 0 ≤ βj < 1/q′ = 1 − 1/q,
j = 1, s, r > s/q −

∑s
j=1 βj в работе [8, теоремы 2 и 3] найдены необходимые и достаточные

условия на последовательность ε = {εn}
∞
n=1 (на функцию ωr(δ)) для |C;β|λ-суммируемости

почти всюду на T
s ряда Фурье каждой функции f ∈ Eε

q,s (соответственно f ∈ Hωr
q,s).

Утверждения теорем 2 и 3 из [8] позднее были обобщены на случай классов функций со
смешанной нормой Eε

q,s и Hωr

q,s в работе [9, теорема 3 и теорема 4]. В дальнейшем Cj(r, s, . . .),
где j ∈ N, обозначают положительные числа, значения которых зависят только от указанных в
скобках параметров; в случае, когда понятно, от каких параметров зависят упомянутые числа,
используется обозначение Cj.

Основным результатом настоящей работы является следующее утверждение.

Теорема. Пусть 1 < qj ≤ 2, j = 1, s, 1 ≤ λ ≤ qs ≤ . . . ≤ q1, λ < θ < ∞, 0 ≤ βj < 1/q′j =

1− 1/qj , j = 1, s, r > æ ≡
∑s

j=1 (1/qj − βj). Тогда для |C;β|λ-суммируемости почти всюду на

T
s ряда Фурье каждой функции f ∈ Bωr

q,s,θ необходимо и достаточно выполнения условия

1
∫

0

ω
λθ
θ−λ
r (t) · t−(

λθ
θ−λ

æ+1)dt < ∞. (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность. Пусть f ∈ Bωr

q,s,θ и выполняется (2). В силу
неравенства (см., например, [1, гл. V, п. 5.3.1, неравенство (1)])

E(j)
n,∞(f)q,s ≤ C1(r, s)ω

(j)
r (f ; 1/n)q,s, f ∈ Lq(T

s), 1 ≤ qj < ∞, j = 1, s,

имеем
∞
∑

n=1

nλæ−1
(

E(j)
n,∞(f)q,s

)λ
≍

∞
∑

k=0

2kλæ
(

E
(j)

2k,∞
(f)q,s

)λ

≤ Cλ
1 (r, s)

∞
∑

k=0

2kλæ
(

ω(j)
r (f ; 2−k)q,s

)λ
= Cλ

1 (r, s)
∞
∑

k=0

2kλæωλ
r (2

−k)
(ω

(j)
r (f ; 2−k)q,s
ωr(2−k)

)λ
.

Поскольку λ < θ, то, применяя неравенство Гельдера с показателями τ = θ/λ > 1, τ ′ = θ/(θ−λ)
(1/τ + 1/τ ′ = 1), получим

∞
∑

n=1

nλæ−1
(

E(j)
n,∞(f)q,s

)λ

≤ C2

[

∞
∑

k=0

(

2kλæωλ
r (2

−k)
)τ ′]1/τ ′[

∞
∑

k=0

(ω
(j)
r (f ; 2−k)q,s
ωr(2−k)

)λτ]1/τ

= C2

[

∞
∑

k=0

2
kλθ
θ−λ

æω
λθ
θ−λ
r (2−k)

](θ−λ)/θ[
∞
∑

k=0

(ω
(j)
r (f ; 2−k)q,s
ωr(2−k)

)θ]λ/θ

≤ C3

[

1
∫

0

ω
λθ
θ−λ
r (t) · t−

(

λθ
θ−λ

æ+1
)

dt

](θ−λ)/θ[
1

∫

0

(ω
(j)
r (f ; t)q,s
ωr(t)

)θ dt

t

]λ/θ

.

Из полученной оценки следует, что

∞
∑

n=1

nλæ−1
(

E(j)
n,∞(f)q,s

)λ
< ∞, j = 1, s,
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откуда в силу теоремы 2 из [9] ряд Фурье функции f ∈ Bωr

q,s,θ является |C;β|λ-суммируемым
почти всюду на T

s.
Необходимость. Допустим, что ряд Фурье каждой функции f ∈ Bωr

q,s,θ является |C;β|λ-
суммируемым почти всюду на T

s, однако условие (2) не выполняется. Покажем, что в этом
случае найдется функция g0(x) ∈ Bωr

q,s,θ, ряд Фурье которой не будет |C;β|λ-суммируемым
почти всюду на T

s.
Построение функции g0(x) проведем, следуя схеме, приведенной в статье [7, разд. 3◦, до-

казательство необходимости теоремы, п. 1]. Вначале отметим, что расходимость интеграла (2)
равносильна расходимости ряда

∞
∑

k=0

2
kλθ
θ−λ

æω
λθ
θ−λ
r (2−k) = +∞. (3)

В обозначениях dk = 2kæωr(2
−k), p = λθ/(θ−λ) условие (3) примет вид

∑∞
k=0 d

p
k = +∞. То-

гда найдется числовая последовательность {εk}
∞
k=0 (0 < εk ↓ 0 при k → ∞), удовлетворяющая

условиям (см. [7, раз. 3◦, п. 1, свойства (22)]):

1) εkd
p/λ
k ≤ 1, 2)

∞
∑

k=0

dpkε
θ
k < ∞, 3)

∞
∑

k=0

dpkε
λ
k = ∞. (4)

Положим (равенство понимается в смысле сходимости в метрике Lq(T
s))

g0(x) =
∞
∑

k=0

d
p/λ
k εk2

−kµ
s
∏

j=1

2k+1

∑

nj=2k+1

cosnjxj, µ =
s

∑

j=1

(1− βj). (5)

В силу известной оценки нормы одномерного ядра Дирихле (см., например, [10, § 4, доказа-
тельство теоремы 5 в части “необходимость”, неравенство (4.17) и неравенство после формулы
(4.22)]) имеем

∥

∥

∥

s
∏

j=1

2k+1

∑

nj=2k+1

cosnjxj

∥

∥

∥

q,s
=

s
∏

j=1

∥

∥

∥

2k+1

∑

nj=2k+1

cosnjxj

∥

∥

∥

qj ,1
6 C4(q, s)2

k
s∑

j=1

(1−1/qj )

, k ∈ Z+, (6)

откуда, учитывая также условие 1) в (4) и условие βj < 1/q′j , j = 1, s, получим

‖g0‖q,s 6

∞
∑

k=0

d
p/λ
k εk2

−kµ
∥

∥

∥

s
∏

j=1

2k+1
∑

nj=2k+1

cosnjxj

∥

∥

∥

q,s
≤ C4

∞
∑

k=0

d
p/λ
k εk2

−k
s∑

j=1

(1−βj)

2
k

s∑

j=1

(1−1/qj)

= C4

∞
∑

k=0

d
p/λ
k εk2

−kæ ≤ C4

∞
∑

k=0

2−kæ < ∞.

Из данной оценки следует, что ряд (5) действительно сходится в метрике Lq(T
s) к некоторой

функции g0 ∈ Lq(T
s).

Покажем теперь, что g0 ∈ Bωr

q,s,θ. Положим

δk(g0;x) =
∑

2k+1≤n≤2k+1

Bn(g0, x).

Воспользуемся утверждением (см. в [7, разд. 2◦, п. 1, с. 328]), согласно которому g0 ∈ Bωr

q,s,θ

тогда и только тогда, когда
∑∞

k=0

(

ω−1
r (2−k)‖δk(g0; ·)‖q,s

)θ
< ∞. Учитывая оценку (6), опреде-

ление dk и условие 2) в (4), имеем

∞
∑

k=0

(

ω−1
r (2−k)‖δk(g0; ·)‖q,s

)θ
=

∞
∑

k=0

(

ω−1
r (2−k)d

p/λ
k εk2

−kµ
)θ ∥

∥

∥

s
∏

j=1

2k+1

∑

nj=2k+1

cosnjxj

∥

∥

∥

θ

q,s
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≤ Cθ
4

∞
∑

k=0

(

ω−1
r (2−k)d

p/λ
k εk2

−kæ
)θ

= Cθ
4

∞
∑

k=0

(

d
p/λ−1
k εk

)θ

= Cθ
4

∞
∑

k=0

d
θλ/(θ−λ)
k εθk = Cθ

4

∞
∑

k=0

dpkε
θ
k < ∞,

откуда следует, что g0 ∈ Bωr

q,s,θ.

По предположению ряд Фурье функции g0 ∈ Bωr

q,s,θ является |C;β|λ-суммируемым почти
всюду на T

s. Следовательно, согласно теореме 2 из [11] ряд

∑

n≥1

|an(g0)|
λ

s
∏

j=1

n
λ(1−βj)−1
j < ∞. (7)

Отметим, что утверждение теоремы 2 из [11] является распространением на многомерный
случай для косинус-рядов соответствующего одномерного результата И. Салаи [5, разд. 1,
п. (i) теоремы 1].

Далее, согласно определению функции g0, а также учитывая условие 3) в (4), получим

∑

n≥1

|an(g0)|
λ

s
∏

j=1

n
λ(1−βj)−1
j =

∞
∑

k=0

s
∏

j=1

2k+1
∑

nj=2k+1

|an(g0)|
λ

s
∏

j=1

n
λ(1−βj)−1
j

=
∞
∑

k=0

(

d
p/λ
k εk2

−kµ
)λ

s
∏

j=1

2k+1

∑

nj=2k+1

n
λ(1−βj)−1
j =

∞
∑

k=0

dpkε
λ
k2

−kλµ
s
∏

j=1

2k+1

∑

nj=2k+1

n
λ(1−βj)−1
j

≥ C5

∞
∑

k=0

dpkε
λ
k2

−kλµ
s
∏

j=1

2k(λ(1−βj )−1)2k = C5

∞
∑

k=0

dpkε
λ
k2

−kλµ2kλµ = C5

∞
∑

k=0

dpkε
λ
k = +∞,

что противоречит сходимости ряда (7). Теорема доказана.
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