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В работе изучается процесс торможения диска в виде дифференциальной игры. В основу динамической

модели положена кулоновская модель трения. Исследуется вопрос существования цены игры при постоян-

ных управлениях игроков при различных значениях начальных скоростей и параметров диска. Критерием

качества здесь выбран критерий минимизации тормозного пути. Для каждого из рассмотренных случаев

исследуются гарантии первого и второго игрока, и по итогам исследования формулируется утверждение

о существовании цены игры или ее отсутствии. Так, например, показано, что в случае торможения без

проскальзывания цена игры существует и достигается, когда первый игрок прикладывает максимально

допустимое управление, позволяющее ему не проскальзывать, а второй при этом минимизирует трение.

В заключение доказывается итоговая теорема о том, что режим без проскальзывания является наилуч-

шим режимом торможения для первого игрока при постоянных управлениях.
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A. E. Lamotkin, S. I. Osipov. Analysis of a game problem of braking a disk in the case of cons-

tant controls.

The process of braking a disk in the form of a differential game is studied. The dynamic system is based on

the Coulomb friction model. The existence of a game value in the case of constant controls of the players is

analyzed for different values of initial velocities and parameters of the disk. The aim is to minimize the braking

distance. For each case, the guarantees of the first and second players are examined, and a statement about the

existence or nonexistence of a game value is formulated. For example, it is shown that in the case of slip-free

braking, there exists a game value, and it is attained when the first player applies the greatest possible control

allowing him not to slip and the second player minimizes the friction. In the conclusion of the paper, we prove

a final theorem stating that the slip-free mode is the best braking mode for the first player under constant

controls.
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Введение

Развитие колесных транспортных средств и оснащение их автопилотами придает особую
актуальность задаче об оптимальном торможении. Данная задача в своей классической поста-
новке о минимизации тормозного пути исследовалась, например, в работе [1]. Однако в таких
работах обычно не учитывается неопределенность трения, которое может меняться вследствие
нагрева поверхностей, разной степени изношенности участков и т. д.; между тем учет этого
факта может помочь улучшить существующие тормозные системы [2].

Авторы фокусируют внимание на том, чтобы рассмотреть задачу об оптимальном тормо-
жении как задачу с неопределенной помехой. Один из возможных путей моделирования таких
задач предложен в работе [3]; в соответствии с этим подходом помеха может быть рассмотре-
на как противник-антагонист, а процесс торможения представлен в виде дифференциальной
игры. Подобный подход к силе трения не является новым и был использован, например, в [4].
Для рассматриваемой задачи этот подход был сформулирован авторами в работе [5].

В основу динамической модели торможения положена кулоновская концепция сухого тре-
ния. Использование данной модели трения несколько упрощает вид правых частей уравнений
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движения, однако делает их разрывными при смене режима “без проскальзывания” на ре-
жим “с проскальзыванием”. Широко разрабатываемые методы решения такого рода задач,
как правило, предполагают наличие непрерывности и липшицевости у правых частей, что де-
лает их использование невозможным в данном случае. Поэтому авторы стремятся исследовать
существование цены игры, непосредственно вычисляя гарантированный результат первого и
второго игроков на классе кусочно-постоянных управлений.

Данная работа служит шагом к получению более общих результатов и посвящена исследо-
ванию существования цены игры в случае, когда управление является постоянным. Критерием
качества выбран традиционный критерий минимизации тормозного пути. В разд. 1 рассмат-
ривается постановка задачи, в разд. 2 исследуется торможение без проскальзывания. Раздел 3
посвящен случаю торможения с проскальзыванием, а в разд. 4 формулируется итоговая тео-
рема о наилучшем режиме торможения для первого игрока.

1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу о торможении абсолютно твердого диска, динамика этой задачи была
рассмотрена в работе [5], однако для простоты в данной работе мы примем коэффициент
трения качения равным нулю (δ = 0). Итак, динамика задается следующей системой:

1) Качение без проскальзывания (Vx = −ωzR).
Если выполнено условие

∣

∣

∣

MzR

J +mR2

∣

∣

∣
≤ fg, (1.1)

то уравнения движения имеют вид














ω̇z =
Mz

J +mR2
;

V̇x = − MzR

J +mR2
.

(1.2)

Иначе, если выполнено условие
∣

∣

∣

MzR

J +mR2

∣

∣

∣
> fg, (1.3)

уравнения движения принимают вид







ω̇z =
Mz − sign(Mz)fmgR

J
;

V̇x = −sign(Mz)fg.

(1.4)

2) Движение с проскальзыванием (Vx 6= −ωzR).







ω̇z =
Mz − sign(Vx + ωzR)µmgR

J
;

V̇x = −sign(Vx + ωzR)µg.

(1.5)

В этих уравнениях Vx — проекция скорости центра диска, ωz — проекция угловой скорости
диска, Mz — проекция момента, тормозящего диск, f — коэффициент трения покоя, µ —
коэффициент трения скольжения, m — масса диска, R — радиус диска, J — момент инерции
диска, g — ускорение свободного падения.

Будем считать, что процесс торможения происходит при неопределенных параметрах f
и µ, и представим его в виде антагонистической дифференциальной игры. В данной игре
первый игрок управляет тормозящим моментом Mz(t), а второй — коэффициентами трения
f(t) и µ(t); управления игроков считаем кусочно-постоянными функциями с конечным числом
переключений:

Mz(t) ≡ Mi, ti ≤ t < ti+1, i = 0, N − 1,
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f(t) ≡ fi, ti ≤ t < ti+1, i = 0, N − 1,

µ(t) ≡ µi, ti ≤ t < ti+1, i = 0, N − 1,

0 = t0 < t1 < · · · < tN−1 < tN = T,

где T — момент остановки диска (Vx(T ) = 0, ωz(T ) = 0). Управления игроков предполагаются
позиционными, таким образом, моменты переключений заранее не фиксированы, а определено
лишь их количество. При этом значения функций удовлетворяют ограничениям

|Mi| ≤ M∗, µmin ≤ µi ≤ µmax, fmin ≤ fi ≤ fmax, µi ≤ fi,

где M∗ — достаточно большая положительная постоянная; µmin, µmax, fmin, fmax — некоторые
положительные постоянные, удовлетворяющие условиям µmin < µmax < fmax и µmin < fmin <
fmax. Критерием качества будем рассматривать тормозной путь

I =

T
∫

0

|Vx(t)|dt, (1.6)

если момента T не существует, то считаем, что I равно бесконечности.
Процесс торможения может быть интерпретирован как движение точки на фазовой плос-

кости, задача первого игрока при этом заключается в том, чтобы перевести ее из положе-
ния (V0, ω0) в начало координат согласно указанной динамике системы, минимизируя при
этом предложенный критерий качества. Задача второго игрока сводится к тому, чтобы поме-
шать попаданию в начало координат или, если это невозможно, максимизировать критерий
качества.

Анализ движения при большом числе переключений является весьма сложной задачей,
авторы считают, что предварительно полезно исследовать ситуацию при малом числе пере-
ключений, поэтому данная работа посвящена случаю постоянных управлений, когда

Mz(t) ≡ M, f(t) ≡ f, µ(t) ≡ µ, (1.7)

где M,f, µ — постоянные, удовлетворяющие условиям

|M | ≤ M∗, (f, µ) ∈ F :=
{

(f, µ) ∈ [fmin; fmax]× [µmin;µmax] | f ≥ µ
}

. (1.8)

2. Качение без проскальзывания

При выполнении условия V0 = −ω0R движение начинается без скольжения, и для тормо-
жения первый игрок обязан оставаться в этом режиме, поэтому согласно (1.1) должно выпол-
няться условие

|M | ≤ Cf, (2.1)

где C =
Jg +mgR2

R
. Отметим также, что знак Vx не меняется за время торможения. Инте-

грируя (1.2), получим














ωz = ω0 +
M

J +mR2
t;

Vx = V0 −
MR

J +mR2
t.

Найдем момент торможения:

T =
−ω0(J +mR2)

M
=

V0(J +mR2)

MR
; (2.2)
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отсюда следует, что для торможения M и ω0 должны быть разных знаков, т. е M = −sign(ω0)|M |.
Вычислим значение функционала

I = I(M,f, µ) =

T
∫

0

|Vx(t)|dt = sign(V0)

T
∫

0

(

V0 −
MR

J +mR2
t
)

dt

= sign(V0)
(

V0T − MRT 2

2(J +mR2)

)

=
ω2
0R(J +mR2)

2|M | .

Рассмотрим существование цены игры, вычислим максимин max
f, µ

min
M

I, очевидно, что ми-

нимум по M достигается при наибольшем значении |M r(f, µ)| = Cf ; здесь и далее буква r
будет обозначать рациональный отклик игрока на объявленную стратегию противника:

max
f, µ

min
M

I = max
f, µ

ω2
0R

2

2gf
=

ω2
0R

2

2gfmin

.

Таким образом, максимин достигается при значениях управлений

M = −sign(ω0)Cfmin, f = fmin, µ ∈ [µmin;min{µmax, fmin}].

Вычислим минимакс min
M

max
f, µ

I. Если |M | ≤ Cfmin, то значение функции I не зависит от

выбора f , если же |M | > Cfmin, то достаточно выбрать f так, чтобы нарушилось условие (2.1),
тогда I обратится в бесконечность вследствие перехода в режим проскальзывания:

min
M

max
f, µ

I(M,f, µ) = min
M

I(M,f r, µr)

где

f r(M) =































любое из [fmin; fmax], |M | ≤ Cfmin;

любое из
[

fmin;
|M |
C

)

, Cfmin < |M | ≤ Cfmax;

любое из [fmin; fmax] , |M | > Cfmax,

µr(M) ∈ [µmin;min{µmax, f
r(M)}].

Ясно, что минимум по |M | достигается при |M | ≤ Cfmin, и так как функция I в этом случае
убывает с ростом |M |, то минимум достигается при значении |M | = Cfmin:

min
M

I(M,f r, µr) =
ω2
0R

2

2gfmin

.

Таким образом, максимин достигается при управлениях

M = −sign(ω0)Cfmin, f ∈ [fmin; fmax], µ ∈ [µmin;min{µmax, f}].

Утверждение 1. Пусть рассматривается антагонистическое торможение, определяе-

мое динамикой (1.1)–(1.5), с показателем качества (1.6) и постоянными управлениями (1.7)
из области (1.8). Если начальные значения скоростей удовлетворяют условию V0 = −ω0R,

то дифференциальная игра имеет цену

γ(ω0, V0) =
ω2
0R

2

2gfmin

=
V 2
0

2gfmin

,

которая достигается при значениях управлений

M = −sign(ω0)Cfmin, f = fmin, µ ∈ [µmin;min{µmax, fmin}].



Игровое торможение диска при постоянных управлениях 97

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из рассмотренного выше следует, что максимин

γ = max
f, µ

min
M

I =
ω2
0R

2

2gfmin

,

достигающийся при управлениях M = −sign(ω0)Cfmin, f = fmin, µ ∈ [µmin;min{µmax, fmin}],
и минимакс

γ = min
M

max
f, µ

I =
ω2
0R

2

2gfmin

,

достигающийся при управлениях M = −sign(ω0)Cfmin, f ∈ [fmin; fmax], µ ∈ [µmin;min{µmax, f}],
совпадают. Поэтому существует цена игры, вычисляемая как

γ(ω0, V0) = γ = γ =
ω2
0R

2

2gfmin

,

которая достигается при управлениях

M = −sign(ω0)Cfmin, f = fmin, µ ∈ [µmin;min{µmax, fmin}].

Утверждение доказано.

3. Качение с проскальзыванием

Рассмотрим случай V0 6= −ω0R. В данном случае движение до некоторого момента T1 будет
происходить с проскальзыванием, после чего выйдет на режим без проскальзывания и должно
оставаться таким до момента торможения; при этом вполне возможно, что T1 = T . Если
T1 6= T , то управление первого игрока должно удовлетворять условию (2.1). Закон изменения
скоростей может быть получен из уравнений (1.5) — в режиме проскальзывания (0 ≤ t ≤ T1),
а именно











ωz = ω0 +
M − sign(V0 + ω0R)µmgR

J
t;

Vx = V0 − sign(V0 + ω0R)µgt,

и из (1.2) — в режиме без проскальзывания (T1 ≤ t ≤ T ), а именно















ωz = ω1 +
M

J +mR2
(t− T1);

Vx = V1 −
MR

J +mR2
(t− T1),

где ω1 = ωz(T1), V1 = Vx(T1). Из условия V1 = −ω1R найдем время движения с проскальзыва-
нием

T1 =
J(V0 + ω0R)

sign(V0 + ω0R)µ(Jg +mgR2)−MR
,

вычислим время движения без проскальзывания согласно (2.2)

T − T1 = −ω1(J +mR2)

M
=

V1(J +mR2)

RM
.

Заметим, что если T1 6= T0, то для торможения необходимо, чтобы выполнялось условие

M = sign(V1)|M |. (3.1)
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|Vx| |Vx| sign(V0)Vx

t t tT1 T T1 T T0 T0

T1 T

|V0|
|V1|

|V0|
|V1|

|V0|

−|V1|

a) б ) в)

Рис. 1. Поведение Vx: a) в случае sign(V0) 6= sign(V0 + ω0R), б) и в) в случае sign(V0) = sign(V0 + ω0R)

Запишем критерии качества в этом случае:

I =

T1
∫

0

|Vx(t)|dt+
T
∫

T1

|Vx(t)|dt.

Возможны три варианта поведения Vx (рис. 1), рассмотрим их подробно.

I) Случай sign(V0) 6= sign(V0 + ω0R). Как понятно из второго уравнения системы (1.5),
|Vx| будет возрастать до тех пор, пока движение не выйдет в режим без проскальзывания,
после чего будет убывать до момента остановки, этому случаю соответствует рис.1a; заметим
что sign(V1) = −sign(V0 + ω0R).

Критерий качества может быть переписан в виде (рис.1a)

I =
(|V0|+ |V1|)T1

2
+

|V1|(T − T1)

2
,

где

T1 =
J(V0 + ω0R)

sign(V0 + ω0R)µ(Jg +mgR2) + sign(V0 + ω0R)|M |R =
J |V0 + ω0R|

µ(Jg +mgR2) + |M |R,

|V1| = |V0|+ µgT1,

T − T1 =
(|V0|+ µgT1)(J +mR2)

|M |R .

С учетом этих формул критерий качества примет вид

I =
(

|V0|+
µgT1

2

)

T1 +
(|V0|+ µgT1)

2(J +mR2)

2|M |R = |V0|T1 +
µgT 2

1

2
+

(J +mR2)|V0|2
2|M |R

+
|V0|µgT1(J +mR2)

|M |R +
µ2g2T 2

1 (J +mR2)

2|M |R .

Рассмотрим существование цены игры, вычислим max
f, µ

min
M

I. Так как при увеличении |M |
величина T1 уменьшается, то величина I также будет уменьшаться, а значит, минимум дости-
гается при максимально возможном значении момента |M r(f)| = Cf . Таким образом,

max
f, µ

min
M

I = max
f, µ

(

|V0|T1 +
µgT 2

1

2
+

|V0|2
2gf

+
|V0|µT1

f
+

µ2gT 2
1

2f

)

.
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Очевидно, что при возрастании f величина T1 будет убывать, поэтому также будет убывать и
величина I(M r(f), f, µ), которая достигнет своего наибольшего значения при f = max{fmin, µ}.
Вычислим частную производную по µ:

∂I(M r(f), f, µ)

∂µ
= |V0|(T1)

′
µ +

(µT1)
′
µgT1

2
+

(µT1)g(T1)
′
µ

2
+

|V0|(µT1)
′
µ

f

+
gµT1(µT1)

′
µ

f
= (T1)

′
µ

(

|V0|+
µT1g

2

)

+ (µT1)
′
µ

(gT1

2
+

|V0|+ gµT1

f

)

,

где

(T1)
′
µ = − (Jg +mgR2)J |V0 + ω0R|

(µ(Jg +mgR2) + fg(J +mR2))2
= − Jg +mgR2

J |V0 + ω0R|T
2
1 ,

(µT1)
′
µ =

J |V0 + ω0R||M |R
(µ(Jg +mgR2) + fg(J +mR2))2

=
fg(J +mR2)

J |V0 + ω0R| T
2
1 .

Подставляя эти значения в ранее вычисленное выражение, получим

∂I(M r(f), f, µ)

∂µ
= − Jg +mgR2

J |V0 + ω0R|T
2
1

(

|V0|+
µT1g

2

)

+
fg(J +mR2)

J |V0 + ω0R| T
2
1

(gT1

2
+

|V0|+ gµT1

f

)

=
g(J +mR2)

J |V0 + ω0R|T
2
1

(gT1f

2
+

µT1g

2

)

,

таким образом, частная производная по µ положительна, а значит, I(M r(f), f, µ) монотонно
возрастает по µ и достигает максимума при значении µ = min{µmax, f}.

Если µmax ≤ fmin, то I(M r(f), f, µ) достигает минимума при f = fmin, µ = µmax, иначе,
если µmax > fmin, минимум будет достигаться при f = µ = f0, где f0 ∈ [fmin;µmax]. Чтобы
найти значение f0, определим максимум функции

I(M(f0), f0, f0) = 2|V0|T1 +
f0gT

2
1

2
+

|V0|2
2gf

+
f0gT

2
1

2
.

Очевидно, что при возрастании f0 величины T1 и (f0T
2
1 ) будут убывать, поэтому величина

I(M(f0), f0, f0) также будет убывать, а значит, достигнет своего максимума при f0 = fmin.
Подводя итог вышесказанному приходим к выводу, что максимин достигается при управ-

лениях M = −sign(V0 + ω0R)Cfmin, f = fmin, µ = min{µmax, fmin}.
Вычислим min

M
max
f, µ

I, для этого сначала рассмотрим частную производную по µ, произведя

вычисления, аналогичные ранее описанным. Получим

∂I

∂µ
=

T 2
1

J |V0 + ω0R|
(gT1|M |R

2
+

µT1g
2(J +mR2)

2

)

.

Ясно, что величина I будет возрастать при увеличении µ, поэтому если |M | ≤ Cfmin, то
максимум I достигается при µ = µmax (значение f при этом особой роли не играет и должно
лишь быть больше, чем µmax); если же |M | > Cfmin, то достаточно взять f таким, чтобы
нарушилось условие(2.1) и функция I обратилась в бесконечность. Имеем

min
M

max
f, µ

I = min
M

I(M,f r(M), µr(M)),

где

f r(M) =































любое из [max{µmax, fmin}; fmax], |M | ≤ Cfmin;

любое из
[

fmin;
|M |
C

)

, Cfmin < |M | ≤ Cfmax;

любое из [fmin; fmax] , |M | > Cfmax,
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µr(M) =







µmax, |M | ≤ Cfmin;

любое из [µmin;min{µmax, f}] , |M | > Cfmin.

Понятно, что минимум по |M | достигается при |M | ≤ Cfmin, функция I(M,f r(M), µr(M))
при этом будет убывать при возрастании |M | (так как величина T1, очевидно, убывает с ро-
стом |M |). Поэтому минимум функции I(M,f r(M), µr(M)) достигается при |M | = Cfmin.

Таким образом, можем заключить, что минимакс достигается при управлениях

M = −sign(V0 + ω0R)Cfmin, f ∈ [max{µmax, fmin}; fmax], µ = µmax.

Утверждение 2. Пусть рассматривается антагонистическое торможение, определяе-

мое динамикой (1.1)–(1.5), с показателем качества (1.6) и постоянными управлениями (1.7)
из области (1.8). Если начальные значения скоростей удовлетворяют условиям sign(V0) 6=
sign(V0 + ω0R) и V0 6= −ω0R, то в случае µmax ≤ fmin дифференциальная игра будет иметь

цену, которая достигается при значениях управлений

M = −sign(V0 + ω0R)Cfmin, f = fmin, µ = µmax,

иначе, в случае µmax > fmin дифференциальная игра цены не имеет.

Д о к а з а т е л ь с т в о основано на том, что в рассматриваемом случае max
f, µ

min
M

I и

min
M

max
f, µ

I равны при µmax ≤ fmin и не равны при µmax > fmin, и может быть оформлено

аналогично доказательству утверждения 1.

II. Cлучай sign(V0) = sign(V0 + ω0R). При торможении движение будет происходить
с проскальзыванием до момента T1, при этом, как понятно из второго уравнения системы
(1.5), |Vx| изначально будет убывать и в процессе Vx может сменить знак на противополож-
ный (см. рис.1в) в момент времени T0, если T0 ≤ T1, либо не менять знак (см. рис.1б ), если
T1 < T0. Здесь T0 является моментом обращения в нуль скорости Vx, при движении в режиме
проскальзывания; из второго уравнения системы (1.5) вытекает T0 = |V0|/(µg).

Управление первого игрока может удовлетворять одному из двух условий: либо M =
sign(V0 + ω0R)|M |, либо M = −sign(V0 + ω0R)|M |. Особый случай M = 0 удовлетворяет
обоим условиям. Если выполнено условие M = sign(V0 + ω0R)|M |, то должно выполняться
соотношение T1 ≤ T0 (иначе нарушается необходимое для торможения условие (3.1)), поэтому

J |V0 + ω0R|
µ(Jg +mgR2)− |M |R ≤ |V0|

µg
,

откуда получаем ограничение

|M | ≤ µ(Jg +mgR2)|V0| − J |V0 + ω0R|µg
|V0|R

,

которое может быть переписано как

|M | ≤ Aµ, где A =
(Jg +mgR2)|V0| − J |V0 + ω0R|g

|V0|R
;

ясно, что при этом величина A, определяемая начальными условиями, должна быть неотри-
цательной.

Если выполняется условие M = −sign(V0+ω0R)|M |, то должно выполняться соотношение
T0 ≤ T1 (так как иначе опять же нарушается условие (3.1)), поэтому

J |V0 + ω0R|
µ(Jg +mgR2) + |M |R ≥ |V0|

µg
;
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выводим

|M | ≤ Aµ, где A =
(Jg +mgR2)|V0| − J |V0 + ω0R|g

|V0|R
,

откуда

|M | ≤ J |V0 + ω0R|µg − µ(Jg +mgR2)|V0|
|V0|R

или же

|M | ≤ Bµ, где B = −A =
J |V0 + ω0R|g − (Jg +mgR2)|V0|

|V0|R
;

в этом случае величина A должна быть неположительной.
Подводя итог вышесказанному, можем заключить, что случай sign(V0) = sign(V0 + ω0R)

разбивается на подслучаи A > 0 и A < 0.

а) Случай A ≥ 0. Тогда, как уже было показано выше, управление первого игрока имеет
вид M = sign(V0 + ω0R)|M | и должно удовлетворять условию

|M | ≤ Aµ. (3.2)

Отметим, что из этого условия автоматически следует выполнение условия (2.1), поэтому при
выходе на режим без проскальзывания движение останется на нем до момента остановки.

Критерий качества для этого случая (рис.1б ) может быть вычислен как

I =
(|V0|+ |V1|)T1

2
+

|V1|(T − T1)

2
,

где

T1 =
J |V0 + ω0R|

µ(Jg +mgR2)− |M |R, |V1| = |V0| − µgT1, T − T1 =
(|V0| − µgT1)(J +mR2)

|M |R .

С учетом этих формул критерий качества примет вид

I =
(

|V0| −
µgT1

2

)

T1 +
(|V0| − µgT1)

2(J +mR2)

2|M |R = |V0|T1 −
µgT 2

1

2
+

(J +mR2)|V0|2
2|M |R

− |V0|µgT1(J +mR2)

|M |R +
µ2g2T 2

1 (J +mR2)

2|M |R .

Вычислим максимин max
f, µ

min
M

I, для этого вычислим частную производную

∂I

∂|M | = |V0|(T1)
′
|M | − µgT1(T1)

′
|M | −

2(|V0| − µgT1)µg(T1)
′
|M |(J +mR2)2|M |R

4|M |2R2

−(|V0| − µgT1)
2(J +mR2)2R

4|M |2R2
=

4|M |R(T1)
′
|M |(|V0| − µgT1)(|M |R − µg(J +mR2))

4|M |2R2

− (|V0| − µgT1)
2(J +mR2)2R

4|M |2R2
,

где

(T1)
′
|M | =

T 2
1R

J |V0 + ω0R| .

Из условия (3.2) следует, что |M |R < µg(J +mR2); отсюда в силу того что (T1)
′
|M | > 0, вычис-

ленная производная будет отрицательной, а значит, I будет убывать с ростом величины |M |
и достигнет минимума при M r(f, µ) = Aµ:

max
f, µ

min
M

I(M,f, µ) = max
f, µ

I(M r(f, µ), f, µ) = max
f, µ

|V0|2
2gµ

=
|V0|2
2gµmin

.
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Таким образом, максимин достигается при значениях управлений M = sign(V0 + ω0R)Aµmin,
f ∈ [fmin; fmax], µ = µmin.

Теперь рассчитаем минимакс min
M

max
f, µ

I, вычислим частную производную

∂I

∂µ
= |V0|(T1)

′
µ −

(µT1)
′
µgT1

2
−

µgT1(T1)
′
µ

2
−

|V0|g(J +mR2)(µT1)
′
µ

|M |R +
µT1g

2(J +mR2)(µT1)
′
µ

|M |R

= (T1)
′
µ

(

|V0|+
µgT1

2

)

+ (µT1)
′
µ

(

− gT1

2

)

+
µT1g

2(J +mR2)− |V0|g(J +mR2)

|M |R ;

здесь

(T1)
′
µ = −T 2

1

g(J +mR2)

J |V0 + ωR| , (µT1)
′
µ = −T 2

1

|M |R
J |V0 + ωR| .

C учетом этого получаем

∂I

∂µ
=

−T 3
1 g

2J |V0 + ωR|(−|M |R+ µg(J +mR2)).

В силу того что |M |R < µg(J + mR2), данная производная будет отрицательной, а значит
функция I убывает с ростом µ. Поэтому если |M | ≤ Aµmin, то максимум функции достигается
при наименьшем значении µr = µmin, если же |M | > Aµmin, то достаточно взять µr таким,
чтобы нарушилось условие (3.2), и функция I обратится в бесконечность. Имеем

min
M

max
f, µ

I(M,f, µ) = min
M

I(M,f r, µr), где f r(M) ∈ [max{µr, fmin}, fmax],

µr(M) =































µmin, |M | ≤ Aµmin;

любое из
[

µmin;
|M |
A

)

, Aµmin < |M | ≤ Aµmax;

любое из [µmin;µmax] , |M | > Aµmax.

Очевидно, что минимум по |M | достигается при |M | ≤ Aµmin, при этом функция I будет
убывать с ростом |M |, так как производная

∂I

∂|M | =
4|M |R(T1)

′
|M |(|V0| − µrgT1)(|M |R − µrg(J +mR2))− (|V0| − µrgT1)

2(J +mR2)2R

4|M |2R2

отрицательна. Поэтому минимум по |M | достигается при максимально возможном значении
|M | = Aµmin, а значит

min
M

I(M,f r, µr) =
|V0|2
2gµmin

.

Таким образом, минимакс достигается при значении управлений M = sign(V0 + ω0R)Aµmin,
f ∈ [fmin; fmax], µ = µmin.

Утверждение 3. Пусть рассматривается антагонистическое торможение, определяе-

мое динамикой (1.1)–(1.5), с показателем качества (1.6) и постоянными управлениями (1.7)
из области (1.8). Если начальные значения скоростей удовлетворяют условиям

sign(V0) = sign(V0 + ω0R) и A > 0, где A =
(Jg +mgR2)|V0| − J |V0 + ω0R|g

|V0|R
,

то дифференциальная игра имеет цену

γ(ω0, V0) =
V 2
0

2ag
,

которая достигается при значениях управлений

M = sign(V0 + ω0R)Aµmin, f ∈ [fmin; fmax], µ = µmin.
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Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из того факта, что в рассматриваемом случае max
f, µ

min
M

I

и min
M

max
f, µ

I равны, и может быть проведено по схеме доказательства утверждения 1.

б) Случай A<0. В этом случае M = −sign(V0 + ω0R)|M |, а также выполнено условие

|M | ≤ −Aµ (или же |M | ≤ Bµ). (3.3)

Если движение успевает выйти на режим без проскальзывания, то дополнительно должно
выполняться условие (2.1).

Критерий качества может быть записан как (см. рис.1в)

I =
|V0|
2

T0 +
|V1|
2

(T1 − T0) +
|V1|
2

(T − T1),

где

|V1| = µg(T1−T0), T0 =
|V0|
µg

, T1 =
J |V0 + ω0R|

µ(Jg +mgR2) + |M |R, T−T1 =
µg(T1 − T0)(J +mR2)

R|M | .

C учетом этого перепишем критерий качества в виде

I =
|V0|
2

T0 +
µg(T1 − T0)

2

2
+

µ2g2(T1 − T0)
2(J +mR2)

2|M |R .

Приступим к вычислению максимина max
f, µ

min
M

I. Ввиду того, что величина T1 будет убы-

вать при росте величины |M |, величина I также будет убывать и достигнет своего минимума
при |M r(f, µ)| = Bµ; так как при этом управлении T0 = T1 = T , то выполнение условия (2.1)
не требуется. Имеем

max
f, µ

min
M

I(M,f, µ) = max
f, µ

I(M r(f, µ), f, µ) = max
f, µ

|V0|2
2µg

=
|V0|2
2µming

.

Таким образом, максимин достигается при значениях управлений M = −sign(V0+ω0R)Bµmin,
f ∈ [fmin; fmax], µ = µmin.

Вычислим минимакс min
M

max
f, µ

I, для этого вычислим частную производную

∂I

∂µ
=

|V0|
2

(T0)
′
µ +

g(µ(T1 − T0)
2)′µ

2
+

g2(µ2(T1 − T0)
2)′µ(J +mR2)

2|M |R ,

где

(T0)
′
µ = −T 2

0 g

|V0|
; (µT0)

′
µ = 0; (µT1)

′
µ = T 2

1

|M |R
J |V0 + ω0R| ;

(µ2(T1 − T0)
2)′µ = 2µ(T1 − T0)((µT1)

′
µ − (µT0)

′
µ) = 2µ(T1 − T0)T

2
1

|M |R
J |V0 + ω0R| ;

(µ(T1 − T0)
2)′µ =

(f2
2,0(T1 − T0)

2

µ

)′

µ
= 2(T1 − T0)T

2
1

|M |R
J |V0 + ω0R| − (T1 − T0)

2.

Учитывая эти формулы, можем записать

∂I

∂µ
=

g

2

(

−T 2
0 + 2(T1 − T0)T

2
1

|M |R
J |V0 + ω0R| − (T1 − T0)

2 + 2µ(T1 − T0)T
2
1

g(J +mR2)

J |V0 + ω0R|

)

=
g

2
(−T 2

0 + 2(T1 − T0)T1 − (T1 − T0)
2) =

g

2
(T 2

1 − 2T 2
0 ).
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Производная будет отрицательна, если выполняется условие T 2
1 < 2T 2

0 или, иначе говоря, при
µ < µ̆(M), где

µ̆(M) =
|M |R|V0|

√
2

J |V0 + ω0R|g −
√
2|V0|g(J +mR2)

.

В этом случае функция I будет убывать с ростом µ, а при µ > µ̆(M) (т. е. при T 2
1 > 2T 2

0 )
функция I возрастает с ростом µ, а точка µ = µ̆(M) является минимумом функции I по µ при
фиксированном значении |M |. Отметим, что здесь предполагается J |V0 +ω0R|g−

√
2|V0|g(J +

mR2) 6= 0, однако если J |V0 + ω0R|g −
√
2|V0|g(J + mR2) = 0, то при |M | > 0 также будет

выполняться условие T 2
1 < 2T 2

0 и функция I будет убывать по µ. В другом случае, если
|M | = 0, будет выполняться условие T 2

1 = 2T 2
0 и функция I будет постоянной по µ.

Если |M | ≤ min{Bµmin, Cfmin}, то выбор управления µ зависит от расположения минимума
функции I при заданном значении |M |:

µr∗(M) =











































































любое из [µmin;µmax], J |V0 + ω0R|g −
√
2|V0|g(J +mR2) = 0, |M | = 0;

µmin, J |V0 + ω0R|g −
√
2|V0|g(J +mR2) = 0, |M | > 0;

µmax, µ̆(M) ≤ µmin;

µmin, µ̆(M) ∈ (µmin;µmax), I(M,f, µmin) ≥ I(M,f, µmax);

µmax, µ̆(M) ∈ (µmin;µmax), I(M,f, µmin) ≤ I(M,f, µmax);

µmin, µ̆(M) ≥ µmax.

Если |M | > min{Bµmin, Cfmin}, то достаточно выбрать управления f и µ так, чтобы нару-
шилось хотя бы одно из условий — (2.1) или (3.3). Тогда торможение становится невозможным
и функция I обращается в бесконечность. Имеем

min
M

max
f, µ

I(M,f, µ) = min
M

I(M,f r(M), µr(M)),

где

f r(M) =







любое из [max{µr(M), fmin}; fmax], |M | ≤ min{Bµmin, Cfmin};

f̃ , |M | > min{Bµmin, Cfmin};

µr(M) =







µr∗(M), |M | ≤ min{Bµmin, Cfmin};

µ̃, |M | > min{Bµmin, Cfmin}.
Здесь (f̃ , µ̃) ∈ F̃(M) := {(f, µ) ∈ F| (Cf < |M | < Bµ) ∨ (|M | > Bµ)}.

Минимум по |M |, очевидно, достигается при |M | ≤ min{Bµmin, Cfmin}, при этом I будет
убывать с ростом |M | (так как убывает T1), поэтому минимум достигается в точке |M | =
min{Bµmin, Cfmin}. Если Bµmin ≤ Cfmin, то

min
M

I(M,f r(M), µr(M)) =
|V0|2
2µming

достигается при значениях управлений M = −sign(V0 + ω0R)Bµmin, f ∈ [fmin; fmax], µ = µmin.
Если Bµmin > Cfmin, то

min
M

I(M,f r(M), µr(M)) = I(Cfmin, f
r(Cfmin), µ

r(Cfmin))

достигается при управлениях M = −sign(V0 + ω0R)Cfmin, f ∈ [max{µ, fmin}; fmax], µ =
µr∗(Cfmin).
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Утверждение 4. Пусть рассматривается антагонистическое торможение, определяе-

мое динамикой (1.1)–(1.5), с показателем качества (1.6) и постоянными управлениями (1.7)
из области (1.8), а начальные значения скоростей удовлетворяют условиям

sign(V0) = sign(V0 + ω0R) и A < 0, где A =
(Jg +mgR2)|V0| − J |V0 + ω0R|g

|V0|R
;

тогда если Bµmin ≤ Cfmin (где B = −A), то дифференциальная игра имеет цену

γ(ω0, V0) =
V 2
0

2gµmin

,

которая достигается при значениях управлений

M = sign(V0 + ω0R)Aµmin, f ∈ [fmin; fmax], µ = µmin,

иначе, если Bµmin > Cfmin, дифференциальная игра цены не имеет.

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из того факта, что в рассматриваемом случае max
f, µ

min
M

I

и min
M

max
f, µ

I равны при Bµmin ≤ Cfmin и не равны при Bµmin > Cfmin, и может быть оформлено

аналогично доказательству утверждения 1.

4. Теорема о наилучшем режиме торможения для первого игрока

Итак, рассмотрев все возможные случаи, мы можем сделать вывод о наилучшем режиме
торможения при постоянных управлениях с точки зрения первого игрока.

Теорема. Пусть рассматривается антагонистическое торможение, определяемое дина-

микой (1.1)–(1.5), с показателем качества (1.6) и постоянными управлениями (1.7) из обла-

сти (1.8). Тогда наилучший (т. е. наименьший) гарантированный результат первого игрока

достигается, если начальные значения скоростей удовлетворяют соотношению V0 = −ω0R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим гарантированный результат первого игрока γ =
min
M

max
f, µ

I при различных начальных значениях и параметрах системы.

С л у ч а й 1: V0 = −ω0R, тогда γ =
V 2
0

2gfmin

.

С л у ч а й 2: sign(V0) 6= sign(V0 + ω0R), тогда

γ =
V 2
0

2gfmin

+ |V0|T1 +
µmaxgT

2
1

2
+

|V0|µmaxT1

fmin

+
µ2
maxgT

2
1

2fmin

,

здесь

T1 =
J |V0 + ω0R|

(µmax + fmin)(Jg +mgR2)
.

С л у ч а й 3: sign(V0) = sign(V0 + ω0R) и A ≥ 0, тогда γ =
V 2
0

2gµmin

.

С л у ч а й 4: sign(V0) = sign(V0 + ω0R), A < 0 и Bµmin ≤ Cfmin, тогда γ =
V 2
0

2gµmin

.

С л у ч а й 5: sign(V0) = sign(V0 + ω0R), A < 0 и Bµmin > Cfmin, тогда

γ =
V 2
0

2gµ∗
+

µ∗g(T1 − T0)
2

2
+

µ∗2g(T1 − T0)
2

2fmin

,
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здесь

T0 =
|V0|
gµ∗

, T1 =
J |V0 + ω0R|

(µ∗ + fmin)(Jg +mgR2)
, µ∗ = µr∗(Cfmin).

Вполне очевидно, что гарантия первого игрока в первом случае меньше, чем в случаях 2–4.

Докажем, что гарантия первого игрока в первом случае меньше, чем в случае 5. Если
µmax ≤ fmin, то µ∗ ≤ fmin, и это утверждение является очевидным. Если же µmax > fmin, то
fmin ∈ [µmin;µmax]; по ранее доказанному в разд. 3 (случай II б) функция I имеет максимум на
отрезке [µmin;µmax] при заданном значении |M | (в данном случае |M | = Cfmin) в точке µ = µ∗,
поэтому

V 2
0

2gµ∗
+

µ∗g(T1 − T0)
2

2
+

µ∗2g(T1 − T0)
2

2fmin

≥ V 2
0

2gfmin

+
fming(T1 − T0)

2

2
+

fming(T1 − T0)
2

2
,

а последняя величина очевидно больше, чем верхняя цена игры в первом случае.
Теорема доказана.

Заключение

Полученный результат является интуитивно понятным, ведь в режиме без проскальзыва-
ния достигается наибольшее значение силы трения, однако доказательство этого потребова-
ло рассмотрения нетривиальных случаев торможения, некоторые из которых представляют-
ся весьма специфическими. Так, например, если рассмотреть средние параметры колесного
транспортного средства, приведенные в работе [6], становится ясно, что случай A ≥ 0 явля-
ется более вероятным, чем случай A < 0. Такой подход, однако, оправдан стремлением обес-
печить определенную долю математической строгости представленным рассуждениям, что,
по мнению авторов, может способствовать расширению рассматриваемой задачи на случай
управлений с переключениями.
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