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Установлено, что если функция распределения измеримой функции v, заданной на ограниченной об-
ласти Ω ⊂ R

n (n > 2), при достаточно больших k удовлетворяет оценке meas{|v| > k} 6 k−αϕ(k)/ψ(k),
где α > 0, ϕ : [1,+∞) → R — неотрицательная невозрастающая измеримая функция такая, что интеграл
функции s → ϕ(s)/s по [1,+∞) конечен, и ψ : [0,+∞) → R — положительная непрерывная функция с
некоторыми дополнительными свойствами, то |v|αψ(|v|) ∈ L1(Ω). При этом функция ψ может быть как
ограниченной, так и неограниченной. Даны следствия соответствующих теорем для некоторых конкрет-
ных отношений функций ϕ и ψ. В частности, рассмотрен случай, когда функция распределения измеримой
функции v при достаточно больших k удовлетворяет оценке meas{|v| > k} 6 Ck−α(ln k)−β , где C,α > 0
и β > 0. При этом усилен результат, полученный автором ранее для β > 1, и в целом показано, как от-
личаются свойства интегрируемости функции v в зависимости от того, какому из промежутков, [0, 1] или
(1,+∞), принадлежит β. Рассмотрен также случай, когда функция распределения измеримой функции v
при достаточно больших k удовлетворяет оценке meas{|v| > k} 6 Ck−α(ln lnk)−β , где C,α > 0 и β > 0.
Приведены примеры, показывающие точность полученных результатов в соответствующих шкалах клас-
сов, близких к Lα(Ω). Наконец, даны приложения этих результатов к энтропийным и слабым решениям
задачи Дирихле для нелинейных эллиптических уравнений второго порядка с правой частью из некото-
рых классов, близких к L1(Ω) и определяемых с помощью логарифмической функции или ее двукратной
композиции.

Ключевые слова: интегрируемость, функция распределения, нелинейные эллиптические уравнения,
правая часть из классов, близких к L1, задача Дирихле, слабое решение, энтропийное решение.
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functions and some applications.

We establish that if the distribution function of a measurable function v given on a bounded domain Ω
of Rn (n > 2) satisfies, for sufficiently large k, the estimate meas{|v| > k} 6 k−αϕ(k)/ψ(k), where α > 0,
ϕ : [1,+∞) → R is a nonnegative nonincreasing measurable function such that the integral of the function
s → ϕ(s)/s over [1,+∞) is finite, and ψ : [0,+∞) → R is a positive continuous function with some additional
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with C, α > 0 and β > 0. We give examples showing the accuracy of the obtained results in the corresponding
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to L1(Ω) and defined by the logarithmic function or its double composition.
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Введение

По определению (см., например, [1; 2]) функция распределения измеримой функции v, за-
данной на ограниченной области Ω ⊂ R

n (n > 2), — это соответствие s→ meas{|v| > s}, s > 0.

1Работа выполнена при частичной поддержке Программы повышения конкурентоспособности ве-
дущих университетов РФ (соглашение с Минобрнауки РФ 02.A03.21.0006 от 27 августа 2013 г.).
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По оценке значений функции распределения можно судить об интегрируемости на Ω исход-
ной функции или некоторой зависящей от нее функции. Изучение этого вопроса представляет
интерес, в частности, для выяснения свойств интегрируемости решений эллиптических уравне-
ний и вариационных неравенств с правой частью из пространства L1(Ω) или классов функций,
близких к L1(Ω). Так, например, в [2] для функции распределения энтропийного решения u
задачи Дирихле для нелинейного эллиптического уравнения второго порядка с правой частью
f ∈ L1(Ω) при k > 0 получена оценка вида

meas{|u| > k} 6 Ck−α (0.1)

с некоторыми положительными константами C и α, первая из которых зависит от n (размерно-
сти пространства), показателя p, характеризующего рост коэффициентов уравнения, и нормы
функции f в L1(Ω), а вторая зависит только от n и p. Аналогичная оценка была установле-
на и для градиента энтропийного решения. Из полученныx оценок следует интегрируемость
определенных степеней модулей энтропийного решения и его градиента. В частности, из оцен-
ки (0.1) вытекает, что u ∈ Lλ(Ω) для любого λ ∈ (0, α). Кроме того, в случае p > 2 − 1/n
установленные оценки обеспечивают принадлежность энтропийного решения пространствам
Соболева с показателем, меньшим некоторого предельного.

Если функция распределения измеримой функции v : Ω → R при достаточно больших k
удовлетворяет оценке

meas{|v| > k} 6 Ck−α(ln k)−β , (0.2)

где C,α > 0 и β > 1, или более общей оценке

meas{|v| > k} 6 k−αϕ(k), (0.3)

где α > 0 и ϕ : [1,+∞) → R — неотрицательная невозрастающая измеримая функция такая,
что интеграл функции s → ϕ(s)/s по [1,+∞) конечен, то, как показано, например, в [3; 4],
функция v принадлежит Lα(Ω). С использованием этих результатов в упомянутых работах
были установлены условия на правую часть нелинейного эллиптического уравнения второго
порядка, при которых энтропийное решение соответствующей задачи Дирихле и его градиент
принадлежат некоторым предельным пространствам Лебега.

Опираясь на доказанное в [4] утверждение о принадлежности измеримой функции v про-
странству Lα(Ω), если для ее функции распределения верна оценка (0.3) с указанной выше
функцией ϕ, в настоящей работе изучим случай, когда функция распределения измеримой
функции v при достаточно больших k удовлетворяет оценке

meas{|v| > k} 6
ϕ(k)

kαψ(k)
, (0.4)

где α > 0 и ϕ — такая же функция, как и выше, а ψ — положительная непрерывная функ-
ция на [0,+∞) с некоторыми дополнительными свойствами. Оказывается, что в этом случае
справедливо включение |v|αψ(|v|) ∈ L1(Ω). При этом функция ψ может быть как ограничен-
ной, так и неограниченной. Соответствующие результаты доказаны в разд. 1 (см. теоремы 1
и 2). Следствия этих общих результатов для некоторых конкретных отношений функций ϕ
и ψ в оценке (0.4) приведены в разд. 2. В частности, рассмотрен случай, когда функция рас-
пределения измеримой функции v удовлетворяет оценке (0.2) с C,α > 0 и β > 0. При этом
усилен результат, полученный в [3] для β > 1, и в целом показано, как отличаются свойства
интегрируемости функции v в зависимости от того, какому из промежутков, [0, 1] или (1,+∞),
принадлежит β (см. следствия 1 и 2). Рассмотрен также случай, когда функция распределе-
ния измеримой функции v удовлетворяет оценке meas{|v| > k} 6 Ck−α(ln ln k)−β с C,α > 0 и
β > 0 (см. следствия 3 и 4). В разд. 3 приведены примеры, показывающие точность резуль-
татов предыдущего раздела в соответствующих шкалах классов, близких к Lα(Ω). При этом
под близостью класса функций K к пространству Lα(Ω) понимается, что выполняется одно
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из следующих условий: (i) K ⊂ Lα(Ω) и K 6⊂ Lα+ε(Ω) для любого ε > 0; (ii) K 6⊂ Lα(Ω) и
K ⊂ Lα−ε(Ω) для любого ε ∈ (0, α). Наконец, в разд. 4 даны приложения результатов разд. 2 к
энтропийным и слабым решениям задачи Дирихле для нелинейных эллиптических уравнений
второго порядка с правой частью из некоторых классов, близких к L1(Ω) и определяемых с по-
мощью логарифмической функции или ее двукратной композиции. В итоге усилены известные
и получены новые результаты о свойствах интегрируемости модулей указанных решений.

1. Общие теоремы

Пусть n ∈ N, n > 2, и пусть Ω — ограниченное открытое множество в R
n.

Приведем предложение, на которое опираются последующие теоремы.

Предложение 1. Пусть v : Ω → R — измеримая функция, и пусть ϕ : [1,+∞) → R —

неотрицательная невозрастающая измеримая функция. Пусть α > 0 и k0 > 1. Предполо-

жим, что выполняются следующие условия:

(a)

∫ +∞

1

ϕ(s)

s
ds < +∞;

(b) ∀k > k0 meas{|v| > k} 6 k−αϕ(k).

Тогда v ∈ Lα(Ω).

Сформулированное предложение, по существу, совпадает с леммой 2.1 из [4] и в отдельном
доказательстве не нуждается.

Перейдем к формулировке и доказательству теорем.

Теорема 1. Пусть v : Ω → R — измеримая функция, ϕ : [1,+∞) → R — неотрицатель-

ная невозрастающая измеримая функция, и пусть ψ : [0,+∞) → R — положительная непре-

рывная функция. Пусть α > 0, k0 > 1 и σ > 0. Предположим, что выполняются следующие

условия:

(a)

∫ +∞

1

ϕ(s)

s
ds < +∞;

(b) sαψ(s) → +∞ при s→ +∞;

(c) если k0 6 s 6 t, то sαψ(s) 6 tαψ(t);

(d) если s > k0 и t = s[ψ(s)]1/α > 1, то ϕ(s) 6 σϕ(t);

(e) ∀k > k0 meas{|v| > k} 6
ϕ(k)

kαψ(k)
.

Тогда |v|αψ(|v|) ∈ L1(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть w : Ω → R — функция такая, что

w(x) =

{

k0[ψ(k0)]
1/α, если |v(x)| 6 k0,

|v(x)|[ψ(|v(x)|)]1/α , если |v(x)| > k0.

Ясно, что функция w измерима. Покажем, что w ∈ Lα(Ω). Положим k∗ = 1 + k0[ψ(k0)]
1/α и

зафиксируем k > k∗. Легко видеть, что

kα0ψ(k0) < kα. (1.1)

В силу условия (b) существует k1 > k0 такое, что

kα1ψ(k1) > kα. (1.2)
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Ввиду непрерывности функции ψ и неравенств (1.1) и (1.2) существует k2 ∈ (k0, k1) такое, что

kα2ψ(k2) = kα. (1.3)

Тогда в силу условия (d) имеем

ϕ(k2) 6 σϕ(k). (1.4)

Далее, пусть x ∈ {|w| > k}. Значит,

w(x) > k. (1.5)

Поэтому из определения функции w и неравенства k > k∗ следует, что |v(x)| > k0. Тогда
по определению функции w имеем w(x) = |v(x)|[ψ(|v(x)|)]1/α . Отсюда и из (1.5) вытекает
неравенство

|v(x)|αψ(|v(x)|) > kα. (1.6)

Предположим, что |v(x)| 6 k2. Тогда в силу условия (c) имеем |v(x)|αψ(|v(x)|) 6 kα2ψ(k2). По-
этому, учитывая (1.3), получим неравенство |v(x)|αψ(|v(x)|) 6 kα, которое противоречит (1.6).
Установленное противоречие доказывает, что |v(x)| > k2. Значит, x ∈ {|v| > k2}. Таким обра-
зом, {|w| > k} ⊂ {|v| > k2}. Тогда

meas{|w| > k} 6 meas{|v| > k2}. (1.7)

Используя условие (e), равенство (1.3) и неравенство (1.4), получаем

meas{|v| > k2} 6
ϕ(k2)

kα2ψ(k2)
=
ϕ(k2)

kα
6
σϕ(k)

kα
.

Отсюда и из (1.7) следует, что

meas{|w| > k} 6 σk−αϕ(k). (1.8)

Итак, для любого k > k∗ справедливо неравенство (1.8). Теперь, учитывая условие (a), из
предложения 1 выводим, что w ∈ Lα(Ω). Поэтому |v|αψ(|v|) ∈ L1(Ω). �

Формулировка следующей теоремы отличается от формулировки теоремы 1 тем, что усло-
вие (d) первой теоремы заменяется на требование ограниченности функции ψ.

Теорема 2. Пусть v : Ω → R — измеримая функция, ϕ : [1,+∞) → R — неотрицатель-

ная невозрастающая измеримая функция, и пусть ψ : [0,+∞) → R — положительная огра-

ниченная непрерывная функция. Пусть α > 0 и k0 > 1. Предположим, что выполняются

следующие условия:

(a)

∫ +∞

1

ϕ(s)

s
ds < +∞;

(b) sαψ(s) → +∞ при s→ +∞;

(c) если k0 6 s 6 t, то sαψ(s) 6 tαψ(t);

(d) ∀k > k0 meas{|v| > k} 6
ϕ(k)

kαψ(k)
.

Тогда |v|αψ(|v|) ∈ L1(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу ограниченности функции ψ существует c > 0 такое, что

∀s ∈ [0,+∞) ψ(s) 6 c. (1.9)

Положим

ϕ1 =
1

c
ϕ, ψ1 =

1

c
ψ.
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Ясно, что функция ϕ1 является неотрицательной, невозрастающей и измеримой, а функция ψ1

положительна и непрерывна. В силу условия (a) имеем

+∞
∫

1

ϕ1(s)

s
ds < +∞,

а ввиду условий (b) и (c) справедливы следующие утверждения: sαψ1(s) → +∞ при s→ +∞;
если k0 6 s 6 t, то sαψ1(s) 6 tαψ1(t). Далее, пусть s > k0 и t = s[ψ1(s)]

1/α > 1. В силу (1.9)
имеем t 6 s. Отсюда и из того, что функция ϕ1 является невозрастающей, следует неравенство
ϕ1(s) 6 ϕ1(t). Наконец, в силу условия (d) для любого k > k0 имеем

meas{|v| > k} 6
ϕ1(k)

kαψ1(k)
.

Теперь из теоремы 1 выводим, что |v|αψ1(|v|) ∈ L1(Ω). Поэтому |v|αψ(|v|) ∈ L1(Ω). �

2. Следствия

Приведем следствия из общих теорем 1 и 2 для некоторых конкретных отношений функ-
ций ϕ и ψ.

Следствие 1. Пусть v : Ω → R — измеримая функция, C > 0, α > 0, и пусть β ∈ [0, 1].
Предположим, что

∀k > e meas{|v| > k} 6 Ck−α(ln k)−β . (2.1)

Тогда для любого γ > 1− β имеем |v|α[ln(2 + |v|)]−γ ∈ L1(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем γ > 1 − β, и пусть ϕ : [1,+∞) → R — функция
такая, что

ϕ(s) =

{

C, если 1 6 s < e,

C(ln s)−β−γ , если s > e.

Ясно, что функция ϕ является неотрицательной, невозрастающей и измеримой.
Пусть ψ : [0,+∞) → R — функция такая, что

ψ(s) =

{

1, если 0 6 s < e,

(ln s)−γ , если s > e.

Ясно, что функция ψ положительна, ограничена и непрерывна.
Положим k0 = max{e, eγ/α} и покажем, что выполняются условия (a)–(d) теоремы 2.
Учитывая, что β + γ > 1, для произвольного N > e получаем

N
∫

e

ϕ(s)

s
ds =

C

1− β − γ
(ln s)1−β−γ

∣

∣

∣

N

e
6

C

β + γ − 1
.

Отсюда следует, что
+∞
∫

1

ϕ(s)

s
ds < +∞.

Далее, заметим, что для любых λ, s > 0 справедливо неравенство λ ln s < sλ. Используя это,

для произвольного s > e получаем sαψ(s) = sα(ln s)−γ >

( α

2γ

)γ
sα/2. Поэтому sαψ(s) → +∞

при s→ +∞.
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Пусть h : (1,+∞) → R — функция такая, что h(s) = sα(ln s)−γ для любого s ∈ (1,+∞).
Имеем h′(s) = sα−1(ln s)−γ−1(α ln s− γ) для любого s ∈ (1,+∞). Отсюда следует, что h′ > 0 на
[k0,+∞). Поэтому если k0 6 s 6 t, то sαψ(s) 6 tαψ(t).

Наконец, в силу (2.1) и определения функций ϕ и ψ для любого k > k0 справедливо
неравенство

meas{|v| > k} 6
ϕ(k)

kαψ(k)
.

Таким образом, условия (a)–(d) теоремы 2 выполняются. Поэтому в силу этой теоремы
|v|αψ(|v|) ∈ L1(Ω). Следовательно, |v|α[ln(2 + |v|)]−γ ∈ L1(Ω). �

Следствие 2. Пусть v : Ω → R — измеримая функция, C > 0, α > 0, и пусть β > 1.
Предположим, что

∀k > e meas{|v| > k} 6 Ck−α(ln k)−β . (2.2)

Тогда для любого γ ∈ (0, β − 1) имеем |v|α[ln(1 + |v|)]γ ∈ L1(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем γ ∈ (0, β − 1), и пусть ϕ : [1,+∞) → R — функция
такая, что

ϕ(s) =

{

C, если 1 6 s < e,

C(ln s)γ−β , если s > e.

Ясно, что функция ϕ является неотрицательной, невозрастающей и измеримой.

Пусть ψ : [0,+∞) → R — функция такая, что

ψ(s) =

{

1, если 0 6 s < e,

(ln s)γ , если s > e.

Ясно, что функция ψ положительна и непрерывна.

Положим k0 = e и σ = (1 + γ/α)β−γ . Теперь заметим, что выполняются условия (a)–(e)
теоремы 1. Действительно, условие (a) теоремы 1 выполняется в силу неравенства β − γ > 1.
Выполнение условий (b) и (c) теоремы 1 очевидно. Далее, пусть s > k0 и t = s[ψ(s)]1/α > 1.
Следовательно, tα = sα(ln s)γ 6 sα+γ . Тогда α ln t 6 (α + γ) ln s. Отсюда вытекает, что
(ln s)γ−β 6 (1 + γ/α)β−γ(ln t)γ−β . Значит, ϕ(s) 6 σϕ(t). Таким образом, выполняется усло-
вие (d) теоремы 1. Наконец, в силу (2.2) и определения функций ϕ и ψ выполняется усло-
вие (e) теоремы 1. Теперь из этой теоремы выводим, что |v|αψ(|v|) ∈ L1(Ω). Следовательно,
|v|α[ln(1 + |v|)]γ ∈ L1(Ω). �

Заметим, что если выполняются условия следствия 2, то согласно доказанной в [3] лемме 2
с равносильными условиями имеем только включение v ∈ Lα(Ω). Таким образом, утверждение
следствия 2 сильнее утверждения упомянутой леммы из [3].

Следствие 3. Пусть v : Ω → R — измеримая функция, C > 0, α > 0, и пусть β ∈ [0, 1].
Предположим, что

∀k > 3 meas{|v| > k} 6 Ck−α(ln ln k)−β . (2.3)

Тогда для любого γ > 1− β имеем |v|α[ln(2 + |v|)]−1[ln ln(3 + |v|)]−γ ∈ L1(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем γ > 1 − β, и пусть ϕ : [1,+∞) → R — функция
такая, что

ϕ(s) =

{

C(ln 3)−1(ln ln 3)−β−γ , если 1 6 s < 3,

C(ln s)−1(ln ln s)−β−γ , если s > 3.

Ясно, что функция ϕ является неотрицательной, невозрастающей и измеримой.
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Пусть ψ : [0,+∞) → R — функция такая, что

ψ(s) =

{

(ln 3)−1(ln ln 3)−γ , если 0 6 s < 3,

(ln s)−1(ln ln s)−γ , если s > 3.

Ясно, что функция ψ положительна, ограничена и непрерывна.

Положим k0 = max{ee, e(1+γ)/α}. Аналогично доказательству следствия 1 с учетом (2.3)
устанавливаем, что выполняются условия (a)–(d) теоремы 2. Поэтому в силу этой теоремы
|v|αψ(|v|) ∈ L1(Ω). Следовательно, |v|α[ln(2 + |v|)]−1[ln ln(3 + |v|)]−γ ∈ L1(Ω). �

Следствие 4. Пусть v : Ω → R — измеримая функция, C > 0, α > 0, и пусть β > 1.
Предположим, что

∀k > 3 meas{|v| > k} 6 Ck−α(ln ln k)−β . (2.4)

Тогда для любого γ ∈ (0, β − 1) имеем |v|α[ln(2 + |v|)]−1[ln ln(3 + |v|)]γ ∈ L1(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем γ ∈ (0, β − 1), и пусть ϕ : [1,+∞) → R — функция
такая, что

ϕ(s) =

{

C(ln 3)−1(ln ln 3)γ−β , если 1 6 s < 3,

C(ln s)−1(ln ln s)γ−β , если s > 3.

Ясно, что функция ϕ является неотрицательной, невозрастающей и измеримой.

Пусть ψ : [0,+∞) → R — функция такая, что

ψ(s) =

{

(ln 3)−1(ln ln 3)γ если 0 6 s < 3,

(ln s)−1(ln ln s)γ , если s > 3.

Ясно, что функция ψ положительна, ограничена и непрерывна.

Положим k0 = max{3, e1/α}. Аналогично доказательству следствия 1 с учетом (2.4) уста-
навливаем, что выполняются условия (a)–(d) теоремы 2. Поэтому в силу этой теоремы имеем
|v|αψ(|v|) ∈ L1(Ω). Следовательно, |v|α[ln(2 + |v|)]−1[ln ln(3 + |v|)]γ ∈ L1(Ω). �

Далее, введем следующие классы функций. Для любых α > 0 и γ > 0 положим

Kα,γ
1,−(Ω) = {v : Ω → R : v измерима и |v|α[ln(2 + |v|)]−γ ∈ L1(Ω)},

Kα,γ
2,−(Ω) = {v : Ω → R : v измерима и |v|α[ln(2 + |v|)]−1[ln ln(3 + |v|)]−γ ∈ L1(Ω)}.

Для любых α > 0 и γ > 0 положим

Kα,γ
1,+(Ω) = {v : Ω → R : v измерима и |v|α[ln(1 + |v|)]γ ∈ L1(Ω)},

Kα,γ
2,+(Ω) = {v : Ω → R : v измерима и |v|α[ln(2 + |v|)]−1[ln ln(3 + |v|)]γ ∈ L1(Ω)}.

При любом фиксированном α > 0 эти классы функций близки к пространству Lα(Ω) в
смысле, указанном во введении. Используя их, результаты, полученные в данном разделе,
можно выразить следующим образом:

(i) если выполняются условия следствия 1, то v ∈ Kα,γ
1,−(Ω) для любого γ > 1− β;

(ii) если выполняются условия следствия 2, то v ∈ Kα,γ
1,+(Ω) для любого γ ∈ (0, β − 1);

(iii) если выполняются условия следствия 3, то v ∈ Kα,γ
2,−(Ω) для любого γ > 1− β;

(iv) если выполняются условия следствия 4, то v ∈ Kα,γ
2,+(Ω) для любого γ ∈ (0, β − 1).



Свойства интегрируемости функций 85

3. Примеры

Рассмотрим примеры, показывающие точность результатов предыдущего раздела в соот-
ветствующих шкалах классов, введенных выше.

П р и м е р 1. Пусть Ω = {x ∈ R
n : |x| < 1/e}, α > 0, и пусть β > 0. Пусть v : Ω → R —

функция такая, что

v(x) =







|x|−n/α
(

ln
1

|x|

)−β/α
, если x ∈ Ω \ {0},

0, если x = 0.

Ясно, что функция v измерима. Зафиксируем k > e, и пусть x ∈ {|v| > k}. Ясно, что x ∈ Ω\{0}.
В силу указанных включений и определения функции v имеем

|x|−n/α
(

ln
1

|x|

)−β/α
> k, ln

1

|x|
> 1. (3.1)

Отсюда выводим, что |x|−n/α > k. Тогда ln k < (n/α) ln(1/|x|). Используя это неравенство и
первое из неравенств (3.1), находим, что |x|n < (n/α)βk−α(ln k)−β . Поэтому ввиду произволь-
ности x ∈ {|v| > k} множество {|v| > k} содержится в n-мерном шаре с центром в нуле и
радиусом (n/α)β/nk−α/n(ln k)−β/n. Следовательно, в силу произвольности k > e заключаем,
что

∀k > e meas{|v| > k} 6 ωn(n/α)
βk−α(ln k)−β , (3.2)

где ωn — мера единичного шара в R
n.

Далее, пусть w : Ω → R — функция такая, что

w(x) =







|x|−n
(

ln
1

|x|

)−1
, если x ∈ Ω \ {0},

0, если x = 0.

Легко видеть, что w 6∈ L1(Ω).

Предположим, что β ∈ [0, 1]. Учитывая (3.2), из следствия 1 выводим, что для любого
γ > 1 − β справедливо включение |v|α[ln(2 + |v|)]−γ ∈ L1(Ω). Однако если γ = 1 − β, то
|v|α[ln(2 + |v|)]−γ 6∈ L1(Ω). Действительно, пусть x ∈ Ω \ {0}, причем |x| 6 (1/e)α/(n−1). Имеем
|x|−(n−1)/α > e и, следовательно, |v(x)| > e. Тогда ln(2+ |v(x)|) 6 2 ln |v(x)|. Кроме того, в силу
определения функции v имеем ln |v(x)| 6 (n/α) ln(1/|x|). Из последних двух неравенств следу-
ет, что w(x) 6 (2n/α)1−β |v(x)|α[ln(2 + |v(x)|)]−(1−β). Полученная оценка и свойство w 6∈ L1(Ω)
приводят к заключению, что |v|α[ln(2 + |v|)]−(1−β) 6∈ L1(Ω). Установленный результат показы-
вает, что в формулировке следствия 1 неравенство γ > 1− β нельзя заменить на неравенство
γ > 1− β без нарушения результирующего включения.

Теперь пусть β > 1. Учитывая (3.2), из следствия 2 выводим, что для любого γ ∈ (0, β− 1)
справедливо включение |v|α[ln(1 + |v|)]γ ∈ L1(Ω). Вместе с тем |v|α[ln(1 + |v|)]β−1 6∈ L1(Ω).
Действительно, пусть x ∈ R

n, причем 0 < |x| 6 e−4β2

. Имеем ln(1/|x|) > 4β2 и, следо-
вательно, ln ln(1/|x|) 6 (1/β) ln(1/|x|). Тогда ln |v(x)| = (n/α) ln(1/|x|) − (β/α) ln ln(1/|x|) >

(1/α) ln(1/|x|). Следовательно, w(x) 6 αβ−1|v(x)|α[ln(1+|v(x)|)]β−1 . Полученная оценка и свой-
ство w 6∈ L1(Ω) приводят к заключению, что |v|α[ln(1 + |v|)]β−1 6∈ L1(Ω). Установленный ре-
зультат показывает, что в формулировке следствия 2 включение γ ∈ (0, β−1) нельзя заменить
на включение γ ∈ (0, β − 1] без нарушения результирующего включения.

Рассмотренный пример показывает, что утверждение следствия 1 является точным в шкале
классов Kα,γ

1,−(Ω), γ > 0, а утверждение следствия 2 является точным в шкале классов Kα,γ
1,+(Ω),

γ > 0.
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П р и м е р 2. Пусть Ω = {x ∈ R
n : |x| < 1/e3}, α > 0, и пусть β > 0. Пусть v : Ω → R —

функция такая, что

v(x) =







|x|−n/α
(

ln ln
1

|x|

)−β/α
, если x ∈ Ω \ {0},

0, если x = 0.

Ясно, что функция v измерима. Зафиксируем k > e3, и пусть x ∈ {|v| > k}. Ясно, что x ∈
Ω \ {0}. В силу указанных включений и определения функции v имеем

|x|−n/α
(

ln ln
1

|x|

)−β/α
> k, ln ln

1

|x|
> 1. (3.3)

Отсюда выводим, что |x|−n/α > k. Тогда ln ln k < (1 + | ln(n/α)|) ln ln(1/|x|). Используя это
неравенство и первое из неравенств (3.3), находим, что |x|n < (1 + | ln(n/α)|)βk−α(ln ln k)−β .
Из полученной оценки вытекает неравенство meas{|v| > k} 6 ωn(1 + | ln(n/α)|)βk−α(ln ln k)−β .
В случае 3 6 k 6 e3, не обращаясь к определению функции v, получаем meas{|v| > k} 6

measΩ = ωne
−3n 6 ωne

3(α−n)(ln 3)βk−α(ln ln k)−β . В силу изложенного заключаем, что

∀k > 3 meas{|v| > k} 6 ωne
3α(ln 3 + | ln(n/α)|)βk−α(ln ln k)−β. (3.4)

Далее, пусть w : Ω → R — функция такая, что

w(x) =







|x|−n
(

ln
1

|x|

)−1(

ln ln
1

|x|

)−1
, если x ∈ Ω \ {0},

0, если x = 0.

Легко видеть, что w 6∈ L1(Ω).
Предположим, что β ∈ [0, 1]. Учитывая (3.4), из следствия 3 выводим, что для любого

γ > 1 − β справедливо включение |v|α[ln(2 + |v|)]−1[ln ln(3 + |v|)]−γ ∈ L1(Ω). Однако если
γ = 1 − β, то |v|α[ln(2 + |v|)]−1[ln ln(3 + |v|)]−γ 6∈ L1(Ω). Действительно, пусть x ∈ Ω \ {0},
причем |x| 6 e−αe/(n−1). Поскольку β 6 1 и ln ln(1/|x|) < 1/|x|, в силу определения функции v
имеем |v(x)| > |x|−(n−1)/α > ee. Следовательно, ln(2 + |v(x)|) 6 2 ln |v(x)| и ln ln(3 + |v(x)|) 6

2 ln ln |v(x)|. Учитывая эти неравенства, получим

|v(x)|α[ln |v(x)|]−1[ln ln |v(x)|]−(1−β)
6 4|v(x)|α[ln(2 + |v(x)|)]−1[ln ln(3 + |v(x)|)]−(1−β). (3.5)

Кроме того, поскольку 0 < |x| < 1/e3, имеем ln ln(1/|x|) > 1. Поэтому из определения функ-
ции v следует, что ln |v(x)| 6 (n/α) ln(1/|x|) и ln ln |v(x)| 6 (1+| ln(n/α)|) ln ln(1/|x|). Используя
эти неравенства, находим, что w(x) 6 (n/α)(1 + | ln(n/α)|)|v(x)|α[ln |v(x)|]−1[ln ln |v(x)|]−(1−β).
Отсюда и из (3.5) выводим неравенство

w(x) 6 (4n/α)(1 + | ln(n/α)|)|v(x)|α [ln(2 + |v(x)|)]−1[ln ln(3 + |v(x)|)]−(1−β).

Полученная оценка вместе со свойством w 6∈ L1(Ω) приводит к заключению, что функция
|v|α[ln(2+ |v|)]−1[ln ln(3+ |v|)]−(1−β) не принадлежит L1(Ω). Установленный результат показы-
вает, что в формулировке следствия 3 неравенство γ > 1− β нельзя заменить на неравенство
γ > 1− β без нарушения результирующего включения.

Теперь пусть β > 1. Учитывая (3.4), из следствия 4 выводим, что для любого γ ∈ (0, β− 1)
справедливо включение |v|α[ln(2 + |v|)]−1[ln ln(3 + |v|)]γ ∈ L1(Ω). Однако если γ = β − 1, то
последнее включение неверно. Действительно, положим λ = max{4β2, αe}, и пусть x ∈ R

n,
причем 0 < |x| 6 e−λ. Имеем ln(1/|x|) > 4β2 и, следовательно, ln ln ln(1/|x|) 6 (1/β) ln(1/|x|).
Тогда в силу определения функции v и неравенства |x| 6 e−αe имеем

ln |v(x)| =
n

α
ln

1

|x|
−
β

α
ln ln ln

1

|x|
>

1

α
ln

1

|x|
> e.
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Поэтому

ln ln
1

|x|
6 (1 + | lnα|) ln ln |v(x)|, ln(2 + |v(x)|) 6 2 ln |v(x)|. (3.6)

Кроме того, в силу определения функции v и неравенства ln ln(1/|x|) > 1 имеем |v(x)| 6

|x|−n/α и, следовательно, ln |v(x)| 6 (n/α) ln(1/|x|). Отсюда и из неравенств (3.6) выводим, что
w(x) 6 (2n/α)(1 + | lnα|)β−1|v(x)|α[ln(2 + |v(x)|)]−1[ln ln(3 + |v(x)|)]β−1. Полученная оценка и
свойство w 6∈ L1(Ω) приводят к заключению, что |v|α[ln(2 + |v|)]−1[ln ln(3 + |v|)]β−1 6∈ L1(Ω).
Установленный результат показывает, что в формулировке следствия 4 включение γ ∈ (0, β−1)
нельзя заменить на включение γ ∈ (0, β − 1] без нарушения результирующего включения.

Рассмотренный пример показывает, что утверждение следствия 3 является точным в шкале
классов Kα,γ

2,−(Ω), γ > 0, а утверждение следствия 4 является точным в шкале классов Kα,γ
2,+(Ω),

γ > 0.
Заметим, что несмотря на установленную точность утверждений следствий 1–4 в указан-

ных шкалах классов функций, эти утверждения можно усилить. Например, если выполняются
условия следствия 2, то для любого λ > 1 имеем |v|α[ln(1 + |v|)]β−1[ln ln(3 + |v|)]−λ ∈ L1(Ω).

4. Приложения

Можно указать целый ряд приложений результатов разд. 1 и 2 к исследованию свойств
интегрируемости решений эллиптических уравнений и вариационных неравенств с правой ча-
стью из классов функций, близких к L1(Ω). В этом разделе ограничимся несколькими прило-
жениями результатов разд. 2 к энтропийным и слабым решениям задачи Дирихле для нели-
нейных эллиптических уравнений второго порядка с правой частью из некоторых классов,
близких к L1(Ω) и определяемых с помощью логарифмической функции или ее двукратной
композиции. Другие приложения результатов настоящей работы будут даны в последующих
публикациях автора.

Пусть p ∈ (1, n). Пусть c1, c2 > 0, g ∈ Lp/(p−1)(Ω), g > 0 в Ω, и пусть ai : Ω × R
n → R —

функция Каратеодори для любого i ∈ {1, . . . , n}. Предположим, что для почти всех x ∈ Ω и
любого ξ ∈ R

n

n
∑

i=1

|ai(x, ξ)| 6 c1|ξ|
p−1 + g(x),

n
∑

i=1

ai(x, ξ)ξi > c2|ξ|
p.

Кроме того, предположим, что для почти всех x ∈ Ω и любых ξ, ξ′ ∈ R
n, ξ 6= ξ′,

n
∑

i=1

[ai(x, ξ)− ai(x, ξ
′)](ξi − ξ′i) > 0.

Пусть f ∈ L1(Ω). Рассмотрим следующую задачу Дирихле:

−

n
∑

i=1

∂

∂xi
ai(x,∇u) = f в Ω, u = 0 на ∂Ω. (4.1)

О п р е д е л е н и е 1. Слабое решение задачи (4.1) есть функция u ∈
◦
W 1,1(Ω) такая, что:

(i) для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем ai(x,∇u) ∈ L1(Ω);

(ii) для любой функции v ∈ C∞
0 (Ω)

∫

Ω

{

n
∑

i=1

ai(x,∇u)Div
}

dx =

∫

Ω

fv dx.

Заметим, что если p > 2 − 1/n, то согласно теореме 1 из [5] существует слабое решение

задачи (4.1), принадлежащее
◦
W 1,λ(Ω) для любого λ, 1 6 λ < n(p− 1)/(n − 1).
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Далее, пусть для любого k > 0 функция Tk : R → R определена следующим образом:

Tk(s) =

{

s, если |s| 6 k,

k sign s, если |s| > k.

Обозначим через
◦
T 1,p(Ω) множество всех функций v : Ω → R таких, что Tk(v) ∈

◦
W 1,p(Ω) для

любого k > 0. Заметим, что
◦
W 1,p(Ω) ⊂

◦
T 1,p(Ω) и множество

◦
T 1,p(Ω) \ L1(Ω) непусто. Для

произвольных v : Ω → R и x ∈ Ω положим k(v, x) = min{l ∈ N : |v(x)| 6 l}.

О п р е д е л е н и е 2. Пусть v ∈
◦
T 1,p(Ω) и i ∈ {1, . . . , n}. Тогда δiv — функция на Ω

такая, что δiv(x) = DiTk(v,x)(v)(x) для любого x ∈ Ω.

Заметим, что если v ∈
◦
T 1,p(Ω) и i ∈ {1, . . . , n}, то для любого k > 0 имеем DiTk(v) =

δiv · 1{|v|<k} п.в. в Ω (см. [4, предложение 1.3]). Поэтому если v ∈
◦
W 1,p(Ω), то для любого

i ∈ {1, . . . , n} имеем δiv = Div п.в. в Ω.

О п р е д е л е н и е 3. Если v ∈
◦
T 1,p(Ω), то δv — отображение Ω в R

n такое, что для
любых x ∈ Ω и i ∈ {1, . . . , n} имеем (δv(x))i = δiv(x).

Заметим, что если u ∈
◦
T 1,p(Ω), v ∈

◦
W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω), k > 0 и i ∈ {1, . . . , n}, то функция

ai(x, δu)(δiu− δiv) суммируема на множестве {|u− v| < k}.

О п р е д е л е н и е 4. Энтропийное решение задачи (4.1) есть функция u ∈
◦
T 1,p(Ω) та-

кая, что для любых v ∈ C∞
0 (Ω) и k > 0

∫

{|u−v|<k}

{

n
∑

i=1

ai(x, δu)(δiu− δiv)
}

dx 6

∫

Ω

fTk(u− v)dx.

В силу теоремы 6.1 из [2] существует единственное энтропийное решение задачи (4.1).
Заметим также, что если p > 2− 1/n и u — энтропийное решение задачи (4.1), то u — слабое
решение этой задачи (см., например, [2; 4]).

Положим q = n(p − 1)/(n − p). В силу лемм 3.1 и 4.1 из работы [2] энтропийное решение
задачи (4.1) принадлежит Lλ(Ω) для любого λ ∈ (0, q). Вместе с тем энтропийное решение
задачи (4.1), вообще говоря, не принадлежит пространству Lq(Ω). По этому поводу см., в
частности, [6, пример 1.4.2]. В случае, когда p > 2− 1/n и f ln(1+ |f |) ∈ L1(Ω), существование
слабого решения задачи (4.1), принадлежащего Lq(Ω), следует из результатов работ [5; 7].
Более сильные утверждения относительно решений задачи (4.1) вытекают из результатов,
установленных в [4]. В частности, в силу теоремы 3.1 из [4] энтропийное решение задачи (4.1)
принадлежит Lq(Ω), если при некотором λ > (n− p)/n

f [ln(1 + |f |)]λ ∈ L1(Ω). (4.2)

Кроме того, из той же теоремы следует, что если p > 2 − 1/n и при некотором λ > (n − p)/n
справедливо включение (4.2), то существует слабое решение задачи (4.1), принадлежащее
Lq(Ω). Если же p = 2−1/n и при некотором λ > (n−1)/n справедливо включение (4.2), то суще-
ствование слабого решения задачи (4.1), принадлежащего Lq(Ω), устанавливается с помощью
теоремы 3.2 из [4]. Ниже покажем, что выполнение включения (4.2) с λ > (n−p)/n обеспечива-
ет более сильную интегрируемость решений задачи (4.1) по сравнению с Lq-интегрируемостью.
Это будет следствием рассмотрения общего случая, когда f удовлетворяет включению (4.2) с
λ > 0. Изучим также случай, когда f [ln ln(e + |f |)]λ ∈ L1(Ω) с λ > 0. Для этих целей понадо-
бится следующий вспомогательный результат.
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Предложение 2. Пусть u — энтропийное решение задачи (4.1). Пусть γ > 0 и k > 0.
Тогда

meas{|u| > k} 6 ck−q
(

kγp/(p−1)−1 +

∫

{|f |>kγ}

|f |dx
)n/(n−p)

,

где c — положительная константа, зависящая только от n, p, measΩ и c2.

Это предложение является следствием леммы 2.3 из [4].
Перейдем к результатам, вытекающим из следствий 1–4 и предложения 2.

Предложение 3. Пусть u — энтропийное решение задачи (4.1). Тогда для любого γ > 1
имеем |u|q[ln(2 + |u|)]−1[ln ln(3 + |u|)]−γ ∈ L1(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим β = 0, и пусть k > 3. В силу предложения 2 справедли-
во неравенство meas{|u| > k} 6 c(1+‖f‖L1(Ω))

n/(n−p)k−q(ln ln k)−β . Поэтому ввиду следствия 3
для любого γ > 1 имеем |u|q[ln(2 + |u|)]−1[ln ln(3 + |u|)]−γ ∈ L1(Ω). �

Учитывая, что при p > 2− 1/n энтропийное решение задачи (4.1) является слабым реше-
нием этой задачи, из предложения 3 выводим следующий результат.

Предложение 4. Пусть p > 2 − 1/n. Тогда существует слабое решение u задачи (4.1)
такое, что для любого γ > 1 имеем |u|q[ln(2 + |u|)]−1[ln ln(3 + |u|)]−γ ∈ L1(Ω).

Заметим, что теорема 2.1 из [8] дает существование слабого решения u задачи (4.1) такого,
что |u|q[ln(2 + |u|)]−γ ∈ L1(Ω) для любого γ > n/(n − p), а согласно следствию 4.5 из [9] если
u — энтропийное решение задачи (4.1), то |u|q[ln(2 + |u|)]−n/(n−p)[ln ln(3 + |u|)]−γ ∈ L1(Ω) для
любого γ > n/(n− p). Как видно, предложения 3 и 4 являются более сильными результатами
по сравнению с упомянутыми результатами работ [8;9] в применении к решениям задачи (4.1).

Предложение 5. Пусть λ > 0 и f [ln(1+|f |)]λ ∈ L1(Ω). Пусть u — энтропийное решение

задачи (4.1). Тогда

∀k > e meas{|u| > k} 6 Ck−q(ln k)−λn/(n−p),

где C — положительная константа, зависящая только от n, p, measΩ, c2, λ и нормы функ-

ции f [ln(1 + |f |)]λ в L1(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим

γ =
p− 1

2p
, c0 =

1

γλ

∫

Ω

|f |[ln(1 + |f |)]λdx.

Из предложения 2 вытекает, что

∀k > 0 meas{|u| > k} 6 ck−q
(

k−1/2 +

∫

{|f |>kγ}

|f |dx

)n/(n−p)

. (4.3)

Теперь положим C = c[(2λ)λ + c0]
n/(n−p) и зафиксируем произвольное k > e. Для любого

x ∈ {|f | > kγ} имеем |f(x)| 6 (γ ln k)−λ|f(x)|[ln(1 + |f(x)|)]λ. Следовательно,

∫

{|f |>kγ}

|f |dx 6 c0(ln k)
−λ.

Отсюда и из (4.3), учитывая неравенство (ln k)λ < (2λ)λk1/2, выводим, что meas{|u| > k} 6

Ck−q(ln k)−λn/(n−p). �

Используя следствие 1 и предложение 5, получаем такие результаты.
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Предложение 6. Пусть λ ∈ (0, (n−p)/n] и f [ln(1+ |f |)]λ ∈ L1(Ω). Пусть u — энтропий-

ное решение задачи (4.1). Тогда для любого γ > 1−λn/(n−p) имеем |u|q[ln(2+ |u|)]−γ ∈ L1(Ω).

Предложение 7. Пусть p > 2 − 1/n. Пусть λ ∈ (0, (n − p)/n] и f [ln(1 + |f |)]λ ∈ L1(Ω).
Тогда существует слабое решение u задачи (4.1) такое, что для любого γ > 1 − λn/(n − p)
имеем |u|q[ln(2 + |u|)]−γ ∈ L1(Ω).

Используя следствие 2 и предложение 5, приходим к следующим результатам.

Предложение 8. Пусть λ > (n− p)/n и f [ln(1+ |f |)]λ ∈ L1(Ω). Пусть u — энтропийное

решение задачи (4.1). Тогда для любого γ ∈ (0, λn/(n− p)− 1) имеем |u|q[ln(1 + |u|)]γ ∈ L1(Ω).

Предложение 9. Пусть p > 2−1/n. Пусть λ > (n−p)/n и f [ln(1+ |f |)]λ ∈ L1(Ω). Тогда

существует слабое решение u задачи (4.1) такое, что для любого γ ∈ (0, λn/(n−p)−1) имеем

|u|q[ln(1 + |u|)]γ ∈ L1(Ω).

В дополнение к этим предложениям имеем следующий результат.

Предложение 10. Пусть p = 2−1/n. Пусть λ > (n−1)/n и f [ln(1+|f |)]λ ∈ L1(Ω). Тогда

существует слабое решение u задачи (4.1) такое, что для любого γ ∈ (0, λn2/(n − 1)2 − 1)
имеем |u|n/(n−1)[ln(1 + |u|)]γ ∈ L1(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f̃ : [0,+∞) → R — функция такая, что для любого s ∈
[0,+∞)

f̃(s) =

∫

{|f |>s}

|f |dx.

Для любого s > 1 имеем f̃(s) 6 (ln s)−λ‖f [ln(1 + |f |)]λ‖L1(Ω). Отсюда ввиду того что λ >
(n− 1)/n, вытекает неравенство

+∞
∫

1

1

s
[f̃(s)]n/(n−1)ds < +∞.

Тогда в силу теоремы 3.2 из [4] для энтропийного решения u задачи (4.1) справедливо включе-
ние |δu| ∈ Ln(p−1)/(n−1)(Ω). Следовательно, учитывая равенство p = 2−1/n, имеем |δu| ∈ L1(Ω).
Поэтому (см. [4, с. 1888]) u есть слабое решение задачи (4.1). Из предложения 8 и равенств
p = 2−1/n и q = n(p−1)/(n−p) выводим, что для любого γ ∈ (0, λn2/(n−1)2−1) справедливо
включение |u|n/(n−1)[ln(1 + |u|)]γ ∈ L1(Ω). �

Теперь рассмотрим случай более слабой интегрируемости функции f .

Предложение 11. Пусть λ > 0 и f [ln ln(e + |f |)]λ ∈ L1(Ω). Пусть u — энтропийное

решение задачи (4.1). Тогда

∀k > 3 meas{|u| > k} 6 Ck−q(ln ln k)−λn/(n−p),

где C — положительная константа, зависящая только от n, p, measΩ, c2, λ и нормы функ-

ции f [ln ln(e+ |f |)]λ в L1(Ω).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим

γ =
p− 1

2p
, c0 = 2λ

∫

Ω

|f |[ln ln(e+ |f |)]λdx
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и зафиксируем произвольное k > e1/γ
2

. Учитывая неравенство 2 ln(1/γ) 6 ln ln k, для любого
x ∈ {|f | > kγ} имеем |f(x)| 6 (ln ln k)−λ2λ|f(x)|[ln ln(e+ |f(x)|)]λ. Следовательно,

∫

{|f |>kγ}

|f |dx 6 c0(ln ln k)
−λ.

Отсюда и из предложения 2 выводим, что

meas{|u| > k} 6 c[(2λ)λ + c0]
n/(n−p)k−q(ln ln k)−λn/(n−p). (4.4)

Таким образом, если k > e1/γ
2

, то справедливо неравенство (4.4). Если же 3 6 k < e1/γ
2

, то

meas{|u| > k} 6measΩ = (meas Ω)kq(ln ln k)λn/(n−p)k−q(ln ln k)−λn/(n−p)

6 (meas Ω)e(q+λn/(n−p))/γ
2

k−q(ln ln k)−λn/(n−p).

В итоге приходим к требуемому заключению. �

Используя следствие 3 и предложение 11, получаем такие результаты.

Предложение 12. Пусть λ ∈ (0, (n − p)/n] и f [ln ln(e + |f |)]λ ∈ L1(Ω). Пусть u — эн-

тропийное решение задачи (4.1). Тогда для любого γ > 1− λn/(n− p) справедливо включение

|u|q[ln(2 + |u|)]−1[ln ln(3 + |u|)]−γ ∈ L1(Ω).

Предложение 13. Пусть p > 2−1/n. Пусть λ ∈ (0, (n−p)/n] и f [ln ln(e+ |f |)]λ ∈ L1(Ω).
Тогда существует слабое решение u задачи (4.1) такое, что для любого γ > 1 − λn/(n − p)
имеем |u|q[ln(2 + |u|)]−1[ln ln(3 + |u|)]−γ ∈ L1(Ω).

Используя следствие 4 и предложение 11, получаем такие результаты.

Предложение 14. Пусть λ > (n − p)/n и f [ln ln(e + |f |)]λ ∈ L1(Ω). Пусть u — энтро-

пийное решение задачи (4.1). Тогда для любого γ ∈ (0, λn/(n − p)− 1) справедливо включение

|u|q[ln(2 + |u|)]−1[ln ln(3 + |u|)]γ ∈ L1(Ω).

Предложение 15. Пусть p > 2 − 1/n. Пусть λ > (n − p)/n и f [ln ln(e + |f |)]λ ∈ L1(Ω).
Тогда существует слабое решение u задачи (4.1) такое, что для любого γ ∈ (0, λn/(n−p)−1)
имеем |u|q[ln(2 + |u|)]−1[ln ln(3 + |u|)]γ ∈ L1(Ω).
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