
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 25 № 1 2019

УДК 517.982.1, 517.988.6

О СУЩЕСТВОВАНИИ И ОЦЕНКАХ РЕШЕНИЙ
ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ1

Е.С.Жуковский, Е.М. Якубовская

Рассмотрены вопросы разрешимости операторных включений в частично упорядоченных простран-
ствах. Используется понятие упорядоченного накрывания многозначных отображений, предложенное
А.В.Арутюновым, Е.С. Жуковским и С. Е.Жуковским в 2016 г. (см. Topology Appl., 2016, vol. 201,
pp. 330–343). Доказано утверждение о сохранении свойства упорядоченного накрывания при антитон-
ных возмущениях. Получены условия упорядоченного накрывания многозначного оператора Немыцкого,
действующего из пространства существенно ограниченных функций в пространство измеримых функций.
А именно установлено, что если многозначное отображение f(t, x) по второму аргументу является упо-
рядоченно накрывающим (в пространстве Rn), то соответствующий оператор Немыцкого (определяемый
как множество измеримых сечений отображения f(t, x(t))) также является упорядоченно накрывающим.
На основании полученных результатов исследуется функциональное включение с отклоняющимся аргу-
ментом вида 0 ∈ g(t, x(h(t)), x(t)). Предполагается, что многозначное отображение g(t, x, y) по второму
аргументу не возрастает, а по третьему аргументу является упорядоченно накрывающим. Для этого вклю-
чения доказана теорема существования решений и получены оценки решений.
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Введение

Регулярные (накрывающие) отображения метрических пространств изучаются многими
авторами и используются для решения различных задач (см. [1–3] и библиографию этих ра-
бот). В работах [4;5] предложен аналог понятия накрывания для отображений упорядоченных
пространств, исследована задача о точках совпадения упорядоченно накрывающего и изо-
тонного отображений. Кроме того, авторами показано, что известные результаты о точках

1Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки России (задание №3.8515.2017/БЧ),
Российского фонда фундаментальных исследований (проекты №17-51-12064, №17-01-00553).
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совпадения отображений в метрических пространствах (см., например [1]) могут быть получе-
ны из соответствующих результатов в упорядоченных пространствах. Таким образом, анализ
накрывающих отображений упорядоченных пространств может дать эффективные инструмен-
ты исследования различных задач. Развитию теории таких отображений и ее приложениям
посвящены исследования [6–9]. В [6; 7] получены утверждения об операторных уравнениях с
упорядоченно накрывающими отображениями, на основании которых для дифференциально-
го и интегрального уравнений неявного вида доказан аналог теоремы Чаплыгина о неравен-
стве. Статьи [8; 9] посвящены распространению методов анализа накрывающих отображений
на операторные и функциональные включения. В [8] сформулированы условия устойчивости
упорядоченного накрывания многозначного отображения к антитонным возмущениям. В [9]
сформулировано утверждение о существовании измеримого решения функционального вклю-
чения. Это утверждение является реализацией теоремы об устойчивости упорядоченного на-
крывания к антитонным возмущениям для многозначного отображения конкретного вида в
пространстве измеримых функций. В данной статье мы доказываем результаты, анонсирован-
ные в [8;9], а также исследуем свойство упорядоченного накрывания многозначного оператора
Немыцкого.

1. Антитонные возмущения упорядоченно накрывающих

многозначных отображений

Частично упорядоченное пространство, т. е. множество X с заданным на нем порядком �,
обозначаем через X = (X,�); используем также обозначения x � u в случае, если u � x, и
x ≺ u или u ≻ x, если x � u, x 6= u. Для элементов u, v ∈ X и множества U ⊂ X будем
обозначать

OX(u)
.
= {x ∈ X : x � u}, OX(U)

.
=

⋃

u∈U

OX(u),

DX(u)
.
= {x ∈ X : x � u}, [v, u]X

.
= {x ∈ X : v � x � u}.

Пусть заданы пространства (X,�), (Y,�). Под многозначным отображением F : X ⇒ Y
понимаем отображение, сопоставляющее каждому x ∈ X непустое множество F (x) ⊂ Y. Мно-
гозначное отображение F : X ⇒ Y называют антитонным на множестве V ⊂ X, если

∀x, x′ ∈ V x′ � x ∀y ∈ F (x) ∃y′ ∈ F (x′) y′ � y.

В случае V = X антитонное на всем пространстве X отображение называют антитонным (не
упоминая множество X).

В [5] определено следующее свойство многозначных отображений.

О п р е д е л е н и е 1. Говорим, что отображение F : X ⇒ Y упорядоченно накрывает

(является упорядоченно накрывающим) множество W ⊂ Y, если

∀x ∈ X OY

(
F (x)

)
∩W ⊂ F

(
OX(x)

)
.

Слово “упорядоченно” далее будем опускать, т. е. будем говорить, что отображение F накрыва-

ет множество W. Отображение, накрывающее все пространство Y, называем накрывающим.

Заметим, что отображение F накрывает множество W тогда и только тогда, когда спра-
ведливо следующее соотношение

∀x ∈ X ∀ y ∈ F (x) ∀ y′ ∈ W y′ � y ⇒ ∃x′ ∈ X x′ � x, y′ ∈ F (x′). (1.1)

Рассмотрим задачу об устойчивости свойства накрывания при антитонных возмущениях.
Пусть задано отображение Υ : X2 ⇒ Y, которое по первому аргументу является накрывающим
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некоторое множество W . Устойчивость свойства накрывания означает, что если по второму
аргументу отображение Υ антитонное, то отображение F : X ⇒ Y, определенное соотношением

F (x)
.
= Υ(x, x) ∀x ∈ X, (1.2)

также будет накрывающим W . Для однозначных отображений утверждения об устойчивости
свойства накрывания при антитонных возмущениях получены в работах [6; 7].

Подобный подход к проблеме устойчивости накрывания в метрических пространствах был
предложен в [2; 3], где рассматривалось однозначное отображение Υ двух аргументов, явля-
ющееся по первому из них (метрически) α-накрывающим, а по второму β-липшицевым, и
утверждалось, что при α > β отображение F будет (α− β)-накрывающим. Соответствующий
результат для многозначных отображений метрических пространств получен в [10]. Такая
трактовка устойчивости свойства накрывания является естественным обобщением подхода к
этой проблеме в линейных пространствах: известная теорема Милютина [11] о липшицевых
возмущениях накрывающего однозначного отображения, действующего в линейное метриче-
ское пространство, утверждает, что разность α-накрывающего и β-липшицева отображений в
случае α > β является (α− β)-накрывающим отображением.

По отображению Υ : X2 ⇒ Y и элементу y′ ∈ Y определим множество SX(Υ, y′) всех цепей
S ⊂ X таких, что

∀x ∈ S ∃ y ∈ Υ(x, x) y � y′,

∀x1, x2 ∈ S x2 ≺ x1 ⇒ ∃ x̃2, x̃1 ∈ [ x2, x1] : x̃2 � x̃1, y′ ∈ Υ(x2, x̃2), y′ ∈ Υ(x̃1, x1).

Теорема 1. Пусть при любом x ∈ X отображение Υ(·, x) : X ⇒ Y накрывает множе-

ство W ⊂ Y ; отображение Υ(x, ·) : X ⇒ Y является антитонным на множестве DX(x);
для любого y′ ∈ W любая цепь S ∈ SX

(
Υ, y′

)
ограничена снизу и имеет нижнюю границу

ω ∈ X такую, что существует элемент y ∈ Υ(ω, ω), удовлетворяющий неравенству y � y′.
Тогда определенное соотношением (1.2) отображение F : X ⇒ Y накрывает множество W.

Это утверждение уточняет результат, полученный в [8, теорема 1] (в части требований к
входящим в совокупность SX(Υ, y′) цепям). Отметим также, что цитируемый результат сфор-
мулирован в [8] без доказательства.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что для определенного формулой (1.2) отображе-
ния F справедливо соотношение (1.1).

Пусть для произвольных y′ ∈ W и x0 ∈ X существует y0 ∈ F (x0) такой, что y0 � y′.
Определим множество

U = {x ∈ X : ∃ y ∈ Υ(x, x) y � y′} ⊂ X.

Это множество не пусто, x0 ∈ U. Определим в U порядок E следующим образом:

∀x1x2 ∈ U x2 ⊳ x1 ⇔

x2 ≺ x1 и ∃ x̃2, x̃1 ∈ [ x2, x1] : x̃2 � x̃1, y′ ∈ Υ(x2, x̃2), y′ ∈ Υ(x̃1, x1).

Очевидно, что для бинарного отношения E выполняются условия рефлексивности и антисим-
метричности; проверим транзитивность. Пусть x2 ⊳ x1, x3 ⊳ x2 (случай x2 = x1 или x3 = x2
не рассматриваем вследствие очевидности соотношения x3 E x1). Тогда x3 ≺ x2 ≺ x1 и суще-
ствуют такие элементы x̃3 ∈ [x3, x2], x̃1 ∈ [x2, x1], что выполнены включения y′ ∈ Υ(x3, x̃3),
y′ ∈ Υ(x̃1, x1). Таким образом, x3 E x1.

Согласно теореме Хаусдорфа в пространстве (U,E) существует максимальная цепь S, ко-
торая содержит точку x0. Если для некоторого x ∈ S выполнено y′ ∈ Υ(x, x), то соотноше-
ние (1.1) справедливо. Пусть y′ /∈ Υ(x, x) при любом x ∈ S. Тогда для каждого x ∈ S, так как
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отображение Υ(·, x) накрывает множество W, существует x′ ≺ x такой, что y′ ∈ Υ(x′, x), а в
силу антитонности на множестве DX(x′) отображения Υ(x′, ·) существует ỹ ∈ Υ(x′, x′), удовле-
творяющий неравенству ỹ � y′. Аналогично устанавливается существование таких элементов
x′′ ≺ x′, y ∈ Υ(x′′, x′′), что y′ ∈ Υ(x′′, x′), y � y′. Таким образом, x′′ ∈ U и x′′ ⊳ x. Поскольку
цепь S максимальная, в ней есть элемент x̃⊳ x (не обязательно x̃ = x′′).

Цепь S принадлежит совокупности SX

(
Υ, y′

)
, и в силу соответствующего предположения

теоремы относительно исходного порядка � она имеет нижнюю границу ω ∈ X, причем суще-
ствует элемент y ∈ Υ(ω, ω), удовлетворяющий неравенству y � y′.

Вследствие накрывания отображением Υ(·, ω) множества W существует z ∈ X такой, что

y′ ∈ Υ(z, ω), z � ω. (1.3)

Из условия антитонности на множестве DX(z) отображения Υ(z, ·) следует существование
элемента y′′ ∈ Υ(z, z) такого, что y′′ � y′. Таким образом, z ∈ U.

Для любого x ∈ S, как показано выше, существует x̃ ∈ S, x̃ ⊳ x. Поэтому для некоторого
x̃1 ∈ [x̃, x] справедливо y′ ∈ Υ(x̃1, x). Из этого включения и из соотношения (1.3) следует
неравенство z E x. В силу максимальности цепи S имеем z ∈ S, тогда z D ω. Но в то же время
z E ω, а это значит, что z = ω. Из (1.3) получаем y′ ∈ Υ(z, z). �

Отметим, что теорема 1 является многозначным аналогом утверждений [6; 7] об устойчи-
вости свойства накрывания однозначных отображений при антитонных возмущениях.

2. Вспомогательные сведения о пространстве измеримых функций

Для применения теоремы 1 к неявным функциональным включениям с отклоняющимся
аргументом нам потребуются свойства линейно упорядоченных множеств в пространствах из-
меримых функций и условия (упорядоченного) накрывания многозначного оператора Немыц-
кого, действующего в пространствах измеримых функций.

Будем пользоваться следующими обозначениями:

Rn — пространство действительных векторов η = (η1, . . . , ηn);

|η|Rn =
∑n

i=1 |ηi|;

Rn
+ — конус векторов из Rn с неотрицательными компонентами;

µ — мера Лебега на [a, b];

M=̇M([a, b],Rn) — пространство измеримых (по Лебегу) функций x : [a, b] → Rn;

L∞=̇L∞([a, b],Rn), L1=̇L1([a, b],Rn) — пространства измеримых существенно ограничен-
ных и, соответственно, суммируемых (по Лебегу) функций x : [a, b] → Rn, с нормами

‖x‖L∞
= vrai supt∈[a,b]|x(t)|Rn , ‖x‖L1

=

b∫

a

|x(s)|Rnds.

Для множества B ⊂ Rn определим подмножество L∞(B)=̇L∞([a, b], B) пространства L∞, со-
держащее функции со значениями x(t) ∈ B ∀̇t ∈ [a, b] (здесь и ниже символ ∀̇ означает “при
почти всех”). Если множество B не пусто, то, очевидно, L∞(B) также не пусто и справедливы
вложения L∞(B) ⊂ L∞ ⊂ L1 ⊂ M.

В рассматриваемых пространствах измеримых функций определим порядок, полагая для
их элементов x, u выполненным неравенство x ≤ u, если x(t) ≤ u(t) ∀̇t ∈ [a, b].

Известно, что любая ограниченная снизу цепь S измеримых функций имеет точную ниж-
нюю границу inf S ∈ M (см., например, [12, с. 706]). Нам потребуется не только существование,
но и следующее свойство инфимума.
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Лемма 1. Пусть множество B ⊂ Rn компактно. Тогда для любой цепи S ⊂ L∞(B)
существует точная нижняя граница w

.
= inf S ∈ L∞(B), и если цепь S бесконечна и w /∈ S,

то существует такая убывающая последовательность ее элементов {ui} ⊂ S, что

w(t) = inf{ui(t)} = lim
i→∞

ui(t) ∀̇t ∈ [a, b].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Существование инфимума конечной цепи очевидно. Будем пред-
полагать, что цепь S ⊂ L∞(B) бесконечна.

Вначале заметим, что для любых двух функций x, u ∈ L∞, если x > u, то существует такое
δ > 0, что при некотором i = 1, n для i-х компонент xi, ui функций x, u справедливо

µ
{
t ∈ [a, b] : xi(t) ≥ ui(t) + δ

}
> 0. (2.1)

Действительно, в противном случаем при любых i = 1, n, k = 1, 2, . . . выполнено xi(t) <
ui(t) + k−1 ∀̇t ∈ [a, b]; отсюда получаем неравенство x(t) ≤ u(t) ∀̇t ∈ [a, b], противоречащее
исходному неравенству x > u.

Из оценки (2.1) следует, что для цепи S ⊂ L∞(B) множество

IS
.
=

{ b∫

a

u(s) ds : u ∈ S

}
⊂ Rn

является ограниченной цепью в Rn и для любых x, u ∈ S, x > u, выполнено неравенство

b∫

a

x(s) ds >

b∫

a

u(s) ds.

Определим η
.
= inf IS . Если для некоторого элемента z ∈ S окажется, что

∫ b

a

z(s) ds = η, то

z = inf S.

Пусть

∫ b

a

u(s) ds 6= η для любого u ∈ S. В этом случае найдем убывающую последователь-

ность функций uk ∈ S, k = 1, 2, . . . , для которой убывающая последовательность векторов

ηk
.
=

b∫

a

uk(s) ds ∈ Rn

сходится к η. Относительно метрики пространства L1 последовательность функций uk яв-
ляется фундаментальной, поскольку ‖uk − uk

′

‖L1
= |ηk − ηk

′

|Rn при любых натуральных
k, k′. Следовательно, существует w = limk→∞ uk, т. е. ‖uk − w‖L1

→ 0. Из сходящейся в L1

последовательности можно извлечь подпоследовательность, сходящуюся почти всюду; зна-
чит и сама убывающая последовательность {uk} сходится к w почти всюду; таким образом,
w(t) = limk→∞ uk(t) ∀̇t ∈ [a, b]. Так как множество B замкнуто, то w(t) ∈ B ∀̇t ∈ [a, b]. По-
скольку множество B ограничено, w ∈ L∞(B). В силу убывания последовательности {uk(t)}
имеем w(t) = inf{uk(t)} ∀̇t ∈ [a, b].

Для любого u ∈ S, так как

∫ b

a

u(s) ds > η, существует номер k, при котором

∫ b

a

u(s) ds > ηk

и, следовательно, u > uk > w. Таким образом, w является нижней границей S. Так как w еще
и точная нижняя граница {uk} ⊂ S, то w = inf S. �

Нам потребуется следующий, достаточно очевидный, критерий существования неотрица-
тельных селекторов измеримого отображения.
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Лемма 2. Пусть задано измеримое многозначное отображение ϕ : [a, b] ⇒ Rm с замкну-

тыми значениями. Для существования у отображения ϕ неотрицательного селектора (т. е.

такой измеримой функции y : [a, b] → Rm, что y(t) ∈ ϕ(t), y(t) ≥ 0 ∀̇t ∈ [a, b]), необходимо и

достаточно, чтобы ϕ(t) ∩Rm
+ 6= ∅ ∀̇t ∈ [a, b].

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу измеримости отображения ϕ множество

T
.
= {t ∈ [a, b] : ϕ(t) ∩ Rm

+ 6= ∅}

измеримо. Определим множество T
.
= [a, b]\T. Для любого селектора y : [a, b] → Rm отображе-

ния ϕ, при t ∈ T , очевидно, имеем y(t) � 0. Таким образом, если µ(T ) > 0, то у отображения ϕ
нет неотрицательного селектора.

Пусть µ(T ) = 0, тогда при почти всех t ∈ [a, b] множество ϕ(t) ∩ Rm
+ не пусто и замкнуто.

Отображение Φ
.
= ϕ ∩ Rm

+ : [a, b] ⇒ Rm измеримо. Действительно, для любого замкнутого
множества Ω ⊂ Rm его полный прообраз

Φ−1
−

(Ω)
.
= {t ∈ [a, b] :

(
ϕ(t) ∩Rm

+

)
∩Ω 6= ∅} = {t ∈ [a, b] : ϕ(t) ∩

(
Rm
+ ∩ Ω

)
6= ∅}

есть измеримое множество (это прямо следует из измеримости отображения ϕ). Остается заме-
тить, что любой измеримый селектор отображения Φ является неотрицательным селектором
отображения ϕ. �

Теперь сформулируем условия накрывания многозначного оператора Немыцкого в про-
странствах измеримых функций.

Рассмотрим многозначную функцию f : [a, b] × Rn ⇒ Rm со значениями — замкнутыми
множествами f(t, x) ⊂ Rm. Пусть эта функция удовлетворяет условиям Каратеодори, т. е.
f(·, x) : [a, b] ⇒ Rm измерима, а f(t, ·) : [a, b] ⇒ Rm непрерывна по Хаусдорфу. Данные предпо-
ложения позволяют определить многозначный оператор Немыцкого Nf : L∞ ⇒ M равенством

∀x ∈ L∞ Nfx =
{
y ∈ M : y(t) ∈ f

(
t, x(t)

)
∀̇ t ∈ [a, b]

}
.

Установим связь между свойствами накрывания функции f по второму аргументу и мно-
гозначного оператора Немыцкого Nf .

Пусть задано r > 0. Обозначим через fr сужение функции f на множество [a, b] × Br, где
Br

.
= {x ∈ Rn : |x|Rn ≤ r} — шар в Rn с центром в 0 и радиуса r. Определим соответствующий

многозначный оператор Немыцкого

Nfr : L∞(Br) ⇒ M, ∀x ∈ L∞(Br) Nfr =
{
y ∈ M : y(t) ∈ fr

(
t, x(t)

)
∀̇ t ∈ [a, b]

}
.

Пусть задано измеримое многозначное отображение V : [a, b] ⇒ Rm с замкнутыми значе-
ниями. Определим множество

Sel[V ]
.
= {y ∈ M : y(t) ∈ V (t) ∀̇ t ∈ [a, b]}.

Лемма 3. Если при почти всех t ∈ [a, b] функция fr
(
t, ·) : Br ⇒ Rm накрывает мно-

жество V (t) ⊂ Rm, то оператор Немыцкого Nfr : L∞(Br) ⇒ M накрывает множество

Sel[V ] ⊂ M .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть y ∈ Sel[V ] и задан элемент u ∈ L∞(Br) такой, что суще-
ствует z ∈ Nfr(u), z ≥ y. Эти соотношения означают, что z(t) ∈ fr

(
t, u(t)

)
и z(t) ≥ y(t) почти

всюду на [a, b]. В силу накрывания функции fr по второму аргументу выполнено

y(t) ∈ fr
(
t, U(t)) ∀̇t ∈ [a, b],

где множество U(t)
.
= {x ∈ Br : x ≤ u(t)}, очевидно, не пусто, а отображение U : [a, b] ⇒ Rn

измеримо.
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Согласно лемме Филиппова (см., например, [13, теорема 1.5.15] — для случая компакт-
нозначной функции fr и [14, следствие 3] — для функции fr с замкнутыми значениями) суще-
ствует такая измеримая функция x̄ : [a, b] → Rn, что

x̄(t) ∈ U(t), y(t) ∈ fr
(
t, x̄(t)) ∀̇t ∈ [a, b].

Таким образом, имеют место включения y ∈ Nfr(x̄) и x̄ ∈ M(Br). Следовательно, отображе-
ние Nfr накрывает множество Sel[V ] ⊂ M. �

3. Существование и оценки решений функциональных включений

Пусть задано отображение g : [a, b] × Rn × Rn ⇒ Rm, имеющее замкнутые значения и удо-
влетворяющее условиям Каратеодори, т. е. измеримое по первому аргументу, непрерывное по
второму и по третьему аргументам; задана измеримая функция h : [a, b] → [a, b] такая, что
для любого измеримого множества E ⊂ [a, b] множество h−1(E) измеримо и если µ(E) = 0, то
µ(h−1(E)) = 0. Рассмотрим функциональное включение

0 ∈ g(t, x(h(t)), x(t)), t ∈ [a, b]. (3.2)

Получим условия существования его решения в классе существенно ограниченных функций
x : [a, b] → Rn. Пусть r > 0, Br

.
= {x ∈ Rn : |x|Rn ≤ r}. Определим сужение gr : [a, b]×Br×Br ⇒

Rm отображения g.

Теорема 2. Пусть для некоторой функции u0 ∈ L∞(Br) при почти всех t ∈ [a, b] множе-

ство gr(t, u0(h(t)), u0(t))∩Rm
+ не пусто. Пусть при почти всех t ∈ [a, b] и любом x ∈ Br отоб-

ражение gr(t, x, · ) : Br ⇒ Rm накрывает множество {0} ⊂ Rm, отображение gr(t, · , x) : Br ⇒

Rm — антитонное. Тогда существует решение x ∈ L∞(Br) включения (3.2), удовлетворяю-

щее неравенству x(t) ≤ u0(t) при почти всех t ∈ [a, b].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определим оператор Немыцкого Ngr : L∞(Br) × L∞(Br) ⇒ M
соотношением

∀x1, x2 ∈ L∞(Br) Ngr(x1, x2) =
{
y ∈ M : y(t) ∈ gr

(
t, x2(t), x1(t)

)
∀̇t ∈ [a, b]

}
.

Обозначим (Hx)(t) = x(h(t)). В силу сделанных предположений для любой измеримой функ-
ции x(·) функция (Hx)(·) измерима (см. [12, с. 706]) и H : L∞(Br) → L∞(Br). Включение (3.2)
запишем в виде 0 ∈ Ngr(x,Hx). Используя теорему 1, покажем, что отображение F : L∞(B) ⇒
M , F (x)

.
= Ngr(x,Hx) накрывает множество {0} ⊂ M .

Из леммы 3 следует, что для любого u ∈ L∞(Br) отображение Ngr(·, u) : L∞(Br) ⇒ M
накрывает множество {0} ⊂ M.

Так как отображение gr(t, ·, x) : Br ⇒ Rm при любом x ∈ Rn и почти всех t ∈ [a, b] ан-
титонное, то, очевидно, отображение Ngr(u,H(·)) : L∞(Br) ⇒ M также является антитонным
при любом u ∈ L∞(Br).

Рассмотрим произвольную цепь S ⊂ L∞(Br) такую, что для любого x ∈ S существует
неотрицательный y ∈ Ngr(x,Hx) и для любых x1, x2 ∈ S, x2 < x1, существуют x̃2, x̃1 ∈ L∞(Br),
удовлетворяющие соотношениям

x2 ≤ x̃2 ≤ x̃1 ≤ x1, 0 ∈ Ngr(x2,Hx̃2), 0 ∈ Ngr(x̃1,Hx1).

Эта цепь ограничена, и у нее существует точная нижняя граница, обозначим ω
.
= inf S. Если

ω ∈ S, то, очевидно, в множестве Ngr(w,Hw) найдется неотрицательная функция. Пусть ω /∈ S.
Согласно лемме 1 существует такая убывающая последовательность {xi} ⊂ S, что inf{xi} = ω,
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limi→∞ xi(t) = ω(t) ∀̇t ∈ [a, b]. По определению цепи S при каждом i существует x̃i ∈ [xi+1, xi]
такой, что 0 ∈ Ngr(x̃i,Hxi), т. е. почти всюду на [a, b] выполнено 0 ∈ gr

(
t, xi(h(t)), x̃i(t)

)
. Имеем

limi→∞ x̃i(t) = ω(t) ∀̇t ∈ [a, b]. В силу непрерывности функции gr(t, ·, ·) получаем включение

0 ∈ gr
(
t, ω(h(t)), ω(t)

)
∀̇t ∈ [a, b].

Таким образом, 0 ∈ Ngr(ω,Hω).

Итак, согласно теореме 1 отображение F : L∞(B) ⇒ M, F (x)
.
= Ngr(x,Hx) накрывает

множество {0} ⊂ M. Далее, из предположения

gr(t, u0(h(t)), u0(t)) ∩ Rm
+ 6= ∅ ∀̇t ∈ [a, b]

в силу леммы 2 следует, что существует неотрицательная функция y0 ∈ M такая, что
y0 ∈ F (u0). А так как F накрывает множество {0} ⊂ M, существует решение x ∈ L∞(B)
включения (3.5), удовлетворяющее при почти всех t ∈ [a, b] неравенству x(t) ≤ u0(t). �
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