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Рассматривается регуляризация классических принципа Лагранжа и принципа максимума Понтря-
гина в выпуклом программировании, оптимальном управлении и обратных задачах. На примере “про-
стейших” задач условной бесконечномерной выпуклой оптимизации обсуждаются два основных вопроса:
зачем нужна регуляризация классических условий оптимальности (КУО) и что она дает? Так называемые
регуляризованные КУО, о которых идет речь в статье, выражаются в терминах регулярных классических
функций Лагранжа и Гамильтона–Понтрягина и являются секвенциальными обобщениями своих клас-
сических аналогов. Они: 1) “преодолевают” возможные неустойчивость и невыполнимость КУО, являясь
регуляризирующими алгоритмами для решения оптимизационных задач; 2) формулируются как утвер-
ждения о существовании в исходной задаче ограниченных минимизирующих приближенных решений в
смысле Дж. Варги и сохраняют общую структуру КУО; 3) приводят к КУО “в пределе”. Все оптими-
зационные задачи в статье зависят от аддитивно входящего в бесконечномерное ограничение-равенство
параметра (метод возмущений). Это позволило изучить связь регуляризованных КУО с субдифференци-
альными свойствами функций значений рассмотренных оптимизационных задач.
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Введение

Когда мы имеем дело с классическими условиями оптимальности (КУО), в частности,
в задачах на условный экстремум, необходимо помнить о следующих двух важных обстоя-
тельствах. Первое из них проявляется в характерном свойстве КУО, заключающемся в их
неустойчивости и состоящем в том, что сколь угодно малым возмущениям исходных данных
оптимизационной задачи могут отвечать сколь угодно большие возмущения выделяемых эти-
ми условиями элементов [1, введение; 2, введение]. Прежде всего, это является следствием
неустойчивости самих оптимизационных задач, различные содержательные примеры которой
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можно найти, например, в [3, гл. 9]. В свою очередь, второе обстоятельство связано с возмож-
ной невыполнимостью КУО в разрешимых задачах условной оптимизации с бесконечномер-
ными ограничениями (т. е. с ограничениями, задаваемыми операторами с бесконечномерными
образами), различные примеры которой хорошо известны и могут быть найдены, в частно-
сти, в [1, введение; 2, введение; 4, п. 3.2.4, с. 260]. Оба этих обстоятельства в полной мере
характерны для задач оптимального управления. Задачи оптимального управления, для ко-
торых характерны неустойчивость, невыполнимость классических принципа Лагранжа (ПЛ)
и принципа максимума Понтрягина (ПМП), в большом числе возникают в различных важных
естественнонаучных приложениях. К таким задачам следует, прежде всего, отнести задачи
оптимального управления с фазовыми ограничениями. В частности, к задачам оптимального
управления с фазовыми ограничениями-равенствами относятся разнообразные обратные зада-
чи естествознания, без умения эффективно решать которые трудно представить современные
научные исследования. Таким образом, оба указанных выше и связанных с КУО обстоятель-
ства принципиально затрудняют использование классических ПЛ и ПМП в качестве непо-
средственных инструментов для решения многих сложных задач оптимального управления и
сводящихся к ним разнообразных естественнонаучных обратных задач, в которых погрешно-
сти исходных данных жестко увязываются с физической сутью их постановок. Простые, но
содержательные иллюстративные примеры задач оптимального управления и обратных задач,
характеризующие как неустойчивость, так и невыполнимость КУО, см. в разд. 2.

Сказанное порождает мотивацию к такой естественной “корректировке” КУО, которая при-
водила бы к следующим двум “ожидаемым” свойствам: 1) “скорректированные” КУО должны
“преодолевать” данные природой возможные неустойчивость и невыполнимость своих класси-
ческих аналогов; 2) естественно желать, чтобы они были структурно устроены так же, как
и сами КУО. Соображения самого общего характера позволяют заключить, что исправление
данных природой “недостатков” классических ПЛ и ПМП в указанном направлении с необхо-
димостью должно быть связано с применением методов теории регуляризации.

В статье показывается, как применение основанных на двойственности методов регуля-
ризации [5–7] и одновременное использование в оптимизационной теории в качестве базового
понятия минимизирующей последовательности допустимых элементов (в отличие от привыч-
ного понятия оптимального элемента) порождают такую естественную трансформацию КУО,
которая приводит к их “ожидаемым” секвенциальным обобщениям. Эти выражаемые в тер-
минах регулярных классических функций Лагранжа и Гамильтона — Понтрягина обобщения:
1) “преодолевают” возможные неустойчивость и невыполнимость КУО, являясь регуляризи-
рующими алгоритмами для решения оптимизационных задач; 2) формулируются как утвер-
ждения о существовании в исходной (невозмущенной) задаче ограниченных минимизирующих
приближенных решений в смысле Дж. Варги [8, п. III.2] и сохраняют общую структуру КУО;
3) приводят к КУО “в пределе”. Такие трансформированные ПЛ и ПМП мы называем устойчи-
выми секвенциальными или, другими словами, регуляризованными ПЛ и ПМП [1;2;7;9]. Тем
самым трансформирование КУО в утверждения секвенциального характера, являющиеся од-
новременно устойчивыми к ошибкам исходных данных регуляризирующими алгоритмами ре-
шения задач, позволяет принципиально расширить сферу действия оптимизационной теории,
основанной на привычных конструкциях функций Лагранжа и Гамильтона — Понтрягина.

Статья продолжает исследование вопросов регуляризации КУО в задачах оптимизации
распределенных систем (см., например, [9]) и одновременно является расширенным вариан-
том работы [10], а также продолжением и расширением статьи [11]. В отличие от [9], здесь
рассматриваются содержательные примеры неустойчивости и невыполнимости КУО, их тес-
нейшая связь со своими классическими аналогами, а также регуляризованные КУО в ите-
рационной форме. В свою очередь, в отличие от [10; 11], в данной статье мы рассматрива-
ем зависящие от аддитивно входящего в бесконечномерное ограничение-равенство параметра
(метод возмущений [4, п. 3.3.2]) задачу выпуклого программирования (ВП) и сводимые к ней
задачи оптимального управления, обратные задачи. Это позволило изучить здесь связь КУО,
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регуляризованных КУО с субдифференциальными свойствами функций значений задач, и по-
казать, что КУО являются предельными вариантами своих регуляризованных аналогов при
стремлении номеров элементов минимизирующих приближенных решений к бесконечности.

В целях более компактного изложения материала, как и в [10;11], мы рассматриваем “упро-
щенную” задача ВП и соответственно сводимые к ней задачу оптимального управления и об-
ратную задачу. Упрощенность задачи ВП характеризуется, во-первых, заданием конкретного
простейшего функционала качества и, во-вторых, отсутствием ограничений-неравенств. С од-
ной стороны, благодаря упрощенной постановке рассматриваемая задача удобна для формули-
ровки регуляризованных КУО, которые в этом случае получаются также более компактными
по записи и, как следствие, более удобными для понимания. С другой же стороны, они доста-
точно полно передают основной содержательный смысл аналогичных результатов для более
общих по форме оптимизационных задач на условный экстремум.

1. “Простейшая” параметрическая задача ВП

Рассмотрим “простейшую” параметрическую задачу (т. е. семейство задач, зависящих от
параметра) ВП

(P δ
p ) ‖z‖2 → min, Aδz = hδ + p, z ∈ D ⊂ Z.

Здесь: Aδ : Z → H — линейный ограниченный оператор, hδ ∈ H — заданный элемент,
D ⊂ Z — выпуклое замкнутое множество, Z, H — гильбертовы пространства, p ∈ H — пара-
метр. Верхний индекс δ в исходных данных задачи (P δ

p ) означает, что эти данные являются
точными (δ = 0) или возмущенными (δ > 0), т. е. задаются с ошибкой, величину которой и
характеризует число δ ∈ [0, δ0], где δ0 > 0 — некоторое фиксированное число.

Предположим, что ‖(Aδ−A0)z‖ ≤ Cδ(1+‖z‖) ∀ z ∈ Z, ‖hδ−h0‖ ≤ Cδ, где C > 0 не зависит
от δ. Обозначим единственное решение задачи (P 0

p ) в случае ее разрешимости через z0p .

З а м е ч а н и е 1. Подчеркнем, что если параметр p ∈ H таков, что задача (P 0
p ) разреши-

ма, то в силу линейности и непрерывности оператора A0 и сильной выпуклости функционала
качества ‖ · ‖2 множество ее решений может быть только одноточечным. В свою очередь, в
силу указанных причин факт разрешимости задачи (P 0

p ) равносилен факту разрешимости
уравнения A0z = h0 + p на множестве D.

Центральную роль ниже при рассмотрении задачи (P 0
p ) будет играть понятие минимизиру-

ющего приближенного решения в смысле Дж. Варги [8, п. III.2]. Определив, прежде всего, за-
висящую от параметра p обобщенную нижнюю грань — (обобщенную) функцию значений β(p)
задачи (P 0

p ) как предел

β(p) ≡ lim
ǫ→+0

βǫ(p), βǫ(p) ≡ inf
z∈D0,ǫ

p

‖z‖2, βǫ(p) = +∞, если D0,ǫ
p = ∅,

где Dδ,ǫ
p ≡ {z ∈ D : ‖Aδz − hδ − p‖ ≤ ǫ}, ǫ ≥ 0, D0,0

p ≡ D0
p ≡ {z ∈ D : A0z − h0 − p = 0}, напом-

ним, что минимизирующим приближенным решением в задаче (P 0
p ) называется последова-

тельность элементов zk ∈ D, k = 1, 2, . . . , такая, что выполняются соотношения ‖zk‖2 → β(p),

zk ∈ D0,ǫk
p , k → ∞, для некоторой сходящейся к нулю последовательности ǫk, k = 1, 2, . . . ,

неотрицательных чисел. Из определения функции значений β : H → R
1 ∪ {+∞} следует, что,

вообще говоря, β(p) ≤ β0(p) ≡ {‖z0p‖
2, если z0p существует; +∞ в противном случае} ∀ p ∈ H,

где β0 : H → R
1 ∪ {+∞} — классическая функция значений (классическая нижняя грань)

задачи (P 0
p ). Однако специфика задачи (P 0

p ) такова, что справедлива

Лемма 1. Для функции значений β : H → R
1 ∪ {+∞} имеет место равенство β(p) =

β0(p) ∀ p ∈ H, т. е. в задаче (P 0
p ) функция значений β совпадает с классической функцией

значений β0. Функция значений β выпукла и полунепрерывна снизу.
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Д о к а з а т е л ь с т в о равенства обобщенной и классической функций значений про-
водится в точном соответствии со схемой доказательства полностью аналогичной леммы в
[12, лемма 2.4.1]. Выпуклость β доказана в [4, с. 264, 265]), доказательство ее полунепрерыв-
ности снизу проводится полностью аналогично доказательству леммы 7 в [13, с. 34].

Лемма 2. Пусть β(p) < +∞. Тогда для любого минимизирующего приближенного реше-

ния zk, k = 1, 2, . . . , в разрешимой единственным образом в этом случае задаче (P 0
p ) справед-

ливо предельное соотношение zk → z0p , k → ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Во-первых, можно заметить, что так как β(p) < +∞, а функцио-
нал ‖ · ‖2 непрерывный и сильно выпуклый, то последовательность zk, k = 1, 2, . . . , о которой
идет речь в теореме, является ограниченной. Во-вторых, считая ее без ограничения общности
(в силу слабой компактности замкнутого шара в гильбертовом пространстве) слабо сходящейся
и пользуясь слабой полунепрерывностью снизу функционалов ‖z‖2, ‖A0z − h0 − p‖, z ∈ D,
получаем, что элементы zk при k → ∞ сходятся слабо к решению z0p задачи (P 0

p ). И, наконец,

в-третьих, так как одновременно ‖zk‖2 → ‖z0p‖
2 при k → ∞, то на основании классического

H-свойства гильбертова пространства [14, п. 132, теорема 2] получаем сильную сходимость zk

к z0p при k → ∞.

Определим функционал Лагранжа и связанные с ним необходимые ниже конструкции

Lδ
p(z, λ) ≡ ‖z‖2 + 〈λ,Aδz − hδ − p〉, zδ[λ] ≡ argmin{Lδ

p(z, λ), z ∈ D}, V δ
p (λ) ≡ min

z∈D
Lδ
p(z, λ),

а также двойственную к (P 0
p ) задачу

V 0
p (λ) → sup, λ ∈ H, V 0

p (λ) ≡ min
z∈D

L0
p(z, λ).

2. Классический ПЛ, его неустойчивость и невыполнимость

Сформулируем, прежде всего, классический ПЛ в параметрической задаче (P 0
p ), напом-

нив предварительно, что вектором Куна — Таккера для нее называется элемент λ ∈ H, для
которого имеет место неравенство β(p) ≤ L0

p(z, λ) ∀ z ∈ D.

Теорема 1 [Классический параметрический ПЛ]. Пусть β(p) < +∞, т. е. задача (P 0
p )

разрешима (см. замечание 1 и лемму 2). Справедливы следующие утверждения.

1. Пусть ζ ∈ ∂β(p), где ∂β(p) — субдифференциал в смысле выпуклого анализа. Тогда для

оптимального элемента z0p ∈ D0
p ≡ {z ∈ D : A0z − h0 − p = 0} задачи (P 0

p ) и для множителя

Лагранжа λ ∈ H, λ = −ζ, при µ0 = 1 выполняется неравенство

L0
p(z

0
p , µ0, λ) ≤ L0

p(z, µ0, λ) ∀ z ∈ D, L0
p(z, µ0, λ) ≡ µ0‖z‖

2 + 〈λ,A0z − h0 − p〉, (2.1)

и при этом −ζ = λ — вектор Куна—Таккера задачи (P 0
p ).

И наоборот, если z̃ ∈ D0
p — такой элемент, что при некоторых µ0 > 0, λ ∈ H выполняет-

ся неравенство (2.1) с z̃ вместо z0p , то этот элемент оптимален в задаче (P 0
p ), т. е. z̃ = z0p ,

элемент λ/µ0 является вектором Куна — Таккера для нее и одновременно −λ/µ0 ∈ ∂β(p).

2. Пусть p ∈ ∂ domβ и ζ ∈ ∂∞β(p), ζ 6= 0, где ∂∞β(p) — сингулярный (асимптотический)
субдифференциал, определяемый формулой ∂∞β(p) ≡ {λ ∈ H : (λ, 0) ∈ Nepi β(p, β(p))} (см.,

например [15, definition 4C.1]). Тогда для оптимального элемента z0p ∈ D0
p задачи (P 0

p ) и для

множителя Лагранжа λ ∈ H, λ = −ζ, неравенство (2.1) выполняется при µ0 = 0.

И наоборот, если z̃ ∈ D0
p — такой элемент, что при µ0 = 0 и некотором λ ∈ H, λ 6= 0,

выполняется неравенство (2.1) с z̃ вместо z0p, то p ∈ ∂ domβ и одновременно −λ ∈ ∂∞β(p).
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Д о к а з а т е л ь с т в о более общего варианта теоремы см. в [1, теорема 2.1].

З а м е ч а н и е 2. Представляет интерес сравнение на примере задачи (P 0
p ) в случае

D = Z сформулированного в теореме 1 классического параметрического ПЛ с классическим
ПЛ для гладких задач из книги [4, с. 253, 254]. Последний применительно к задаче (P 0

p ) в

случае D = Z формулируется так: если точка z0p есть решение этой задачи и R(A0) = R(A0)2,
то найдется невырожденный набор (µ0, λ) ∈ R

1
+ × H такой, что 2µ0z

0
p + A0∗λ = 0, если же

при этом R(A0) = H, то в последнем равенстве можно считать µ0 > 0. Так как задача (P 0
p )

выпуклая, то в этом случае равенство 2µ0z
0
p + A0∗λ = 0 эквивалентно неравенству (2.1) при

D = Z. При этом можно заметить, что условие R(A0) = R(A0), R(A0) 6= H влечет наличие
ненулевого элемента в сингулярном субдифференциале ∂∞β(p), что в соответствии с первым
утверждением второй части теоремы обеспечивает выполнимость нерегулярного (µ0 = 0) ПЛ
(2.1) при D = Z. В то же время условие R(A0) = R(A0) = H, как можно заметить, обес-
печивает непустоту субдифференциала ∂β(p) и, как следствие первого утверждения первой
части теоремы 1, выполнимость регулярного (µ0 > 0) ПЛ (2.1) при D = Z. Таким образом,
условия R(A0) = R(A0), R(A0) 6= H и R(A0) = R(A0) = H классического ПЛ для гладких
задач [4, с. 253, 254] являются достаточными и для применимости соответствующих необхо-
димых условий экстремума теоремы 1. В то же время можно утверждать, что существует
такой обширный класс задач, например вида (P 0

p ), для которого может быть записан невы-
рожденный классический параметрический ПЛ теоремы 1 (т. е. в (2.1) набор (µ0, λ) 6= 0), но,
одновременно, не может быть применен ПЛ для гладких задач [4, с. 253, 254]. В случае D = Z
к таким задачам относятся, например, задачи, в которых R(A0) 6= R(A0), но, одновременно,
либо ∂∞β(p) 6= {0}, либо ∂β(p) 6= ∅, либо и то и другое выполняется совместно. Прежде
всего, к таким задачам можно отнести задачи с интегральными операторами A0, для кото-
рых в большом числе важнейших с точки зрения различных естественнонаучных приложений
случаев неравенство R(A0) 6= R(A0) выполняется. В частности, к ним относятся и задачи,
рассмотренные ниже в примерах 1–3.

Второе утверждение первой части ПЛ теоремы 1 можно переписать в форме теоремы
существования оптимального элемента с одновременным представлением последнего.

Теорема 2. [Теорема Куна — Таккера в форме теоремы существования оптимального
элемента]. Если z0p ∈ D — такой элемент, что при некотором λ ∈ H выполняются соотно-

шения

z0p ∈ D0
p, L0

p(z
0
p , λ) ≤ L0

p(z, λ) ∀ z ∈ D, L0
p(z, λ) ≡ ‖z‖2 + 〈λ,A0z − h0 − p〉, (2.2)

то этот элемент оптимален в задаче (P 0
p ), элемент λ является вектором Куна — Таккера

для нее и одновременно −λ ∈ ∂β(p).

З а м е ч а н и е 3. Последняя теорема сформулирована как достаточное условие суще-
ствования оптимального элемента. Оно не требует существования вектора Куна — Таккера в
задаче или, другими словами, не требует непустоты субдифференциала ∂β(p). В то же время,
как хорошо известно, нельзя утверждать, что если z0p ∈ D — оптимальный элемент в зада-
че (P 0

p ), то он с необходимостью удовлетворяет при некотором λ неравенству в (2.2). Таким
образом, в этом случае выполнимость двух условий (2.2) при некотором λ ∈ H является лишь
достаточным для существования оптимального элемента, но, вообще говоря, не необходимым.
Чтобы она стала и необходимым условием, надо потребовать существования вектора Куна —
Таккера в задаче (P 0

p ).

П р и м е р 1. Рассмотрим задачу (P 0
p ) c H = Z, h0 = 0

(P ) ‖z‖2 → min, A0z = p, z ∈ D ⊂ Z,

2Здесь и ниже используется стандартное обозначение R(A) для области значений оператора A.
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где A0 : Z → Z — линейный непрерывный инъективный оператор с инъективным сопряжен-
ным A0∗. В этом случае, с учетом равенства (A0∗)∗ = A0, имеют место равенства R(A0) = Z,
R(A0∗) = Z (см. [16, теорема 3.1]).

1.1. Неустойчивость ПЛ. Заметим, прежде всего, что если решение z0p задачи (P ) удовле-
творяет регулярному ПЛ в недифференциальной форме L0

p(z
0
p , λ) ≤ L0

p(z, λ) ∀z ∈ D, L0
p(z, λ) ≡

‖z‖2 + 〈λ,A0z − p〉, z ∈ D, теоремы 1, то последнее неравенство может быть записано, за счет
специфики “простейшей” задачи, в эквивалентной дифференциальной форме равенства z0p =
PrD(−1/2A0∗λ)3. Данная эквивалентность двух форм ПЛ легко показывается, если записать
условие минимума в точке z0p в выпуклой гладкой задаче минимизации L0

p(z, λ) → min, z ∈ D,
в привычной дифференциальной форме неравенства 〈2z0p + A0∗λ, z − z0p〉 ≥ 0 ∀ z ∈ D, а за-
тем заметить, что полученное неравенство означает в соответствии с классическим критерием
проекции [3, гл. 4, § 4, теорема 1], что точка z0p есть проекция точки −1/2A0∗λ на множество D.

Заметим далее, что для любого элемента λ ∈ H элемент z0[λ] ≡ argmin{L0
p(z, λ), z ∈ D}

удовлетворяет регулярному ПЛ в недифференциальной форме L0
p(z

0[λ], λ) ≤ L0
p(z, λ) ∀z ∈ D,

в задаче (P ) с p = A0z0[λ], эквивалентному в этом случае ПЛ в дифференциальной форме
z0[λ] = PrD(−1/2A0∗λ), или (это в данной ситуации одно и то же) элемент λ является век-
тором Куна — Таккера в рассматриваемой задаче и одновременно −λ есть элемент субдиф-
ференциала выпуклой полунепрерывной снизу функции значений (как функции параметра p)
задачи (P ), взятого в точке p = A0z0[λ].

Пусть p ∈ Z — любой такой элемент, для которого: 1) задача (P ) разрешима (очевидно,
единственным образом); 2) это решение z0p удовлетворяет при некотором λ ∈ Z регулярному
ПЛ в дифференциальной форме z0p = PrD(−1/2A0∗λ) ≡ z0[λ] ≡ argmin{L0

p(z, λ), z ∈ D}, и в
эквивалентной недифференциальной форме L0

p(z
0
p , λ) ≤ L0

p(z, λ) ∀z ∈ D; 3) существуют слабо,

но не сильно сходящиеся в Z к z0p последовательности zk ∈ D, k = 1, 2, . . . (очевидно, такие
последовательности заведомо существуют, если D = Z), причем для всех таких последова-
тельностей имеет место сильная сходимость A0zk → A0z0p = p, k → ∞ (очевидно, последнее
заведомо так, если оператор A0 — вполне непрерывный).

Итак, пусть элементы zk ∈ D, k = 1, 2, . . . , слабо, но не сильно сходятся при k → ∞ к
z0p ∈ D. Тогда A0zk → A0z0p ≡ p, k → ∞ (сильно). Так как оператор PrD действует на D,

то существует элемент fk ∈ Z такой, что zk = PrDf
k. Естественно, в качестве элемента fk

может быть взят сам элемент zk. При этом так как R(A0∗) = Z, то для сколь угодно близких
к fk элементов f̃k выполняются равенства f̃k = −1/2A0∗λ̃k при некотором λ̃k ∈ Z. Поэтому
в силу непрерывности оператора проектирования для любого элемента zk найдется элемент
λk ∈ Z, для которого соответствующий элемент z̃k ≡ z0[λk] ≡ PrD(−1/2A0∗λk) можно счи-
тать сколь угодно близким к zk. Пусть ǫk, k = 1, 2, . . . , — произвольная сходящаяся к нулю
последовательность положительных чисел. Тогда, считая, что элемент λk выбирается так, что
‖zk − z̃k‖ ≤ ǫk, k = 1, 2, . . . , получаем z̃k 6→ z0p , k → ∞, но одновременно A0z̃k ≡ pk → p,
k → ∞, и к тому же в соответствии со сказанным выше в каждой задаче ‖z‖2 → min, A0z =
A0z̃k ≡ pk, z ∈ D, решением которой является элемент z̃k, существует вектор Куна — Такке-
ра или, другими словами, в точке pk не пуст субдифференциал функции значений задачи и,
соответственно, выполняется регулярный ПЛ.

Следовательно, можно утверждать, что существуют такие pk → p, k → ∞, для которых
в аппроксимирующих (при p = pk) задачах (P ) справедливо утверждение регулярного ПЛ
такого же, как и в случае невозмущенной (p = p) задачи (P ), но для которых одновременно
оптимальные “аппроксимирующие” элементы не сходятся к решению невозмущенной задачи
как по аргументу, так и по функции.

1.2. Невыполнимость ПЛ. Положим в задаче (P ): D ≡ Z. Предположим также, что опе-
ратор A0 таков, что R(A0∗) 6= Z (последнее заведомо так, если оператор A0 — вполне непре-

3Здесь и ниже запись PrD означает обычный оператор проектирования на множество D в гильбер-
товом пространстве Z.



Регуляризованные принцип Лагранжа и принцип максимума Понтрягина 285

рывный [17, с. 225, теорема 1]). Пусть при сделанных предположениях z̄ ∈ Z \ R(A0∗) —
произвольный элемент. Тогда ПЛ в задаче (P ) при p = A0[z̄] не выполняется. Предположим,
что это не так. Тогда в соответствии с ПЛ теоремы 1 и с учетом показанной выше в этом
примере равносильности двух форм ПЛ (см. также ПЛ для гладких задач [4, с. 253, 254])
существует невырожденная пара множителей (µ0, λ) ∈ R

1
+ × Z такая, что 2µ0z̄ + A0∗λ = 0.

В этом случае при µ0 = 0 получаем λ = 0 в силу инъективности A0∗, а при µ0 = 1 соот-
ветственно противоречивое равенство z̄ = −1/2A0∗λ в силу неравенства R(A0∗) 6= Z, что и
доказывает невыполнимость ПЛ.

П р и м е р 2. Рассмотрим простейшую задачу оптимального управления с поточечным
фазовым ограничением типа равенства, представляющую собой, по сути дела, простейшую
обратную задачу

(OC) ‖u‖2 → min, x[u] = p, ẋ = u(t), x(0) = 0, t ∈ (0, 1), u ∈ D,

где D ∈ L2(0, 1) — выпуклое замкнутое множество, p ∈ L2(0, 1) — параметр. Задача (OC)
является частным случаем задачи (P ) из примера 1 с Z = L2(0, 1) и с линейными вполне
непрерывными инъективными операторами:

A0, A0∗ : L2(0, 1) → L2(0, 1), A
0u ≡ A0[u], A0[u](t) ≡ x0[u](t) ≡

t∫

0

u(s)ds, A0∗[u](t) =

1∫

t

u(s)ds.

Рассмотрим два варианта задачи (OC).

2.1. Неустойчивость ПЛ и ПМП. Положим в задаче (OC): p = 0, D ≡ {u ∈ L2(0, 1): u(t) ∈
[−1, 1] при п.в. t ∈ (0, 1)}. В этом случае решением задачи является u0(t) ≡ 0, t ∈ [0, 1],
причем, очевидно, существуют последовательности uk ∈ D, k = 1, 2, . . . , такие, что uk → u0,
k → ∞, слабо в L2(0, 1), но не сильно, причем для всех таких последовательностей имеет
место предельное соотношение A0uk → p = 0, k → ∞. Так как выпуклая полунепрерывная
снизу функция значений задачи (OC) как функция p субдифференцируема при p = 0, то это
оптимальное управление удовлетворяет при p = 0 регулярному ПЛ

Lp(u
0, λ) ≤ Lp(u, λ) ∀u ∈ D, Lp(u, λ) ≡ ‖u‖2 + 〈λ,A0u− p〉, u ∈ D,

эквивалентному регулярному ПМП

−(u0(t))2 − η(t)u0(t) = max
v∈[−1,1]

{−v2 − η(t)v} п.в. на [0, 1], η̇ = λ(t), η(1) = 0.

Таким образом, проверена выполнимость всех условий 1)–3) примера 1.1. По этой причине
можно утверждать, что существуют такие pk → 0, k → ∞, для которых в аппроксимирующих
задачах (OC) при p = pk справедливы утверждения регулярных ПЛ и ПМП, аналогичных
сформулированным выше для задачи (OC) при p = 0, но, одновременно, оптимальные “ап-
проксимирующие” управления не сходятся к решению невозмущенной задачи (OC) как по
аргументу, так и по функции.

2.2. Невыполнимость ПЛ. Положим далее D ≡ L2(0, 1). Очевидно, в этом случае R(A0∗) =
L2(0, 1), но R(A0∗) 6= L2(0, 1). Пусть ū ∈ L2(0, 1) \R(A0∗) — произвольный элемент. Тогда, как
показано в примере 1.2, ПЛ в задаче (OC) при p = x[ū] не выполняется.

П р и м е р 3. Рассмотрим далее классическую одномерную обратную задачу финального
наблюдения по нахождению начальной функции v ∈ D ⊂ L2(0, 1), D — выпуклое замкнутое
множество, в третьей начально-краевой задаче для уравнения теплопроводности

zt − zxx = 0, z(x, 0) = v(x), x ∈ Ω ≡ (0, 1), (2.3)

zx(0, t) − z(0, t) = 0, zx(1, t) + z(1, t) = 0, t ∈ [0, T ],



286 М.И.Сумин

которую можно трактовать также как задачу оптимального управления с фазовым ограниче-
нием типа равенства в финальный момент времени по нахождению начального управления в
третьей начально-краевой задаче (2.3)

(IP )

1∫

0

v2(x) dx → inf, z[v](·, T ) = p ∈ L2(0, 1), v ∈ D,

где z[v] — обобщенное решение [18, гл. III] начально-краевой задачи (2.3), соответствующее
управлению v ∈ D ⊂ L2(0, 1). Задача (IP ) является частным случаем задачи (P ) из примера 1
с Z = L2(0, 1) и с линейными непрерывными инъективными (инъективность может быть уста-
новлена, например, на основе результатов [19, § 2]) операторами A0, A0∗ : L2(0, 1) → L2(0, 1),
A0[v](·) ≡ z0[v](·, T ), A0[v] ≡ A0v, A0∗[λ](·) ≡ η[λ](·, 0), A0∗[λ] ≡ A0∗λ, η[λ] — соответствующее
элементу λ ∈ L2(0, 1) обобщенное решение сопряженной третьей краевой задачи

ηt+ηxx = 0, η(x, 1) = λ(x), x ∈ (0, 1), ηx(0, t)−η(0, t) = 0, ηx(1, t)+η(1, t) = 0, t ∈ [0, T ].

3.1. Неустойчивость ПЛ и ПМП. Положим в задаче (IP ): p = 0, D ≡ {v ∈ L2(0, 1) :
v(x) ∈ [−1, 1] при п.в. x ∈ (0, 1)}. В этом случае решением задачи является v0(x) ≡ 0, x ∈
[0, 1], причем, очевидно, существуют последовательности vk ∈ D, k = 1, 2, . . . , такие, что
vk → v0 = 0, k → ∞ слабо в L2(0, 1), но не сильно; отметим, что для всех таких последова-
тельностей имеет место предельное соотношение A0vk → p = 0, k → ∞ (последнее имеет
место в силу “равномерной гельдеровости” в этом случае обобщенных решений z[vk] в цилин-
дре {(x, t) : [ǫ, 1 − ǫ] × [ǫ, 1]} при любом достаточно малом ǫ > 0, являющихся одновременно
равномерно ограниченными на [0, 1] × [0, 1], см., например, [20, теорема 1]).

Так как выпуклая полунепрерывная снизу функция значений задачи (IP ) субдифферен-
цируема при p = 0, то указанное оптимальное управление удовлетворяет при p = 0 и при
некотором λ ∈ L2(0, 1) регулярному ПЛ

Lp(v
0, λ) ≤ Lp(v, λ) ∀v ∈ D, Lp(v, λ) ≡ ‖v‖2 + 〈λ,A0v − p〉, v ∈ D,

эквивалентному регулярному ПМП

−(v0(x))2 − η[λ](x, 0)v0(x) = max
v∈[−1,1]

{−v2 − η[λ](x, 0)v} при п.в. x ∈ Ω.

Таким образом, проверена выполнимость всех условий 1)–3) примера 1.1 и, значит, относитель-
но оптимального элемента v0 задачи (IP ) можно сделать тот же самый вывод о его неустой-
чивости, что и для элемента u0 в задаче (OC) примера 2.1.

3.2. Невыполнимость ПЛ. Положим далее D ≡ L2(0, 1). Очевидно, в этом случае R(A0∗) =
L2(0, 1), но R(A0∗) 6= L2(0, 1) (последнее неравенство имеет место в силу “заглаженности”
решений краевых задач, см., например, [18, гл. III, теорема 8.1]). Пусть v̄ ∈ L2(0, 1) \R(A0∗) —
произвольный элемент. Тогда, как показано в примере 1.2, ПЛ в задаче (IP ) при p = z0[v̄] не
выполняется.

3. Регуляризованные ПЛ в “простейшей” задаче ВП

Сформулируем и обсудим в данном разделе регуляризованные ПЛ [1; 2; 21; 22] для зада-
чи (P 0

p ). Их доказательства приведены в [11, теоремы 3.1–3.3 ], а также в [21;22]. Они основаны
на теоремах сходимости методов двойственной регуляризации и итеративной двойственной ре-
гуляризации с правилом останова итерационного процесса [1;2;5;6;12;21;22]. Соответствующие
формулировки этих теорем сходимости также можно найти в [11, теоремы 2.1–2.3].

Формулируемые ниже регуляризованные ПЛ, которые можно также именовать регуля-
ризованными теоремами Куна — Таккера (используемая функция Лагранжа регулярна) для
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задачи (P 0
p ), имеют вид утверждений о необходимых и достаточных условиях существова-

ния минимизирующего приближенного решения в задаче (подобно теореме 2 существования
оптимального элемента) и о возможности аппроксимации решения z0p точками минимума ее
регулярной функции Лагранжа. Одновременно в них конструктивно предъявляются конкрет-
ные минимизирующие приближенные решения, аппроксимирующие решение z0p (подобно тому
как в теореме 2 предъявляется конкретный оптимальный элемент) и состоящие из указанных
точек минимума регулярной функции Лагранжа.

Теорема 3 [Регуляризованный ПЛ]. Пусть задана произвольная последовательность

сходящихся к нулю положительных чисел δk, k = 1, 2, . . . . Для существования ограничен-

ного минимизирующего приближенного решения в задаче (P 0
p ) необходимо и достаточно,

чтобы существовала последовательность λk ∈ H, k = 1, 2, . . . , такая, что выполняются

соотношения

δk‖λk‖2 → 0, zδ
k

[λk] ∈ Dδk,ǫk
p , ǫk → 0, 〈λk, Aδkzδ

k

[λk]− hδ
k

− p〉 → 0, k → ∞, (3.1)

а последовательность zδ
k

[λk], k = 1, 2, . . . , была ограничена. Более того, эта последователь-

ность zδ
k

[λk], k = 1, 2, . . . , является искомым минимизирующим приближенным решением

задачи (P 0
p ) и вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная к (P 0

p ) задача,

zδ
k

[λk] → z0p , k → ∞ (см. лемму 2). Кроме того, выполняется предельное соотношение

V 0
p (λ

k) → sup
λ∈H

V 0
p (λ) = ‖z0p‖

2, k → ∞. В случае существования ограниченного минимизи-

рующего приближенного решения и разрешимости двойственной к (P 0
p ) задачи (∂β(p) 6= ∅)

можно без ограничения общности считать, что λk → λ0
p, k → ∞, где λ0

p ∈ H есть любое

наперед выбранное и фиксированное решение указанной двойственной задачи (в частности,

нормальное, т. е. минимальное по норме).
В качестве последовательности λk ∈ H, k = 1, 2, . . . , может быть взята последова-

тельность λ
δk ,α(δk)
p , k = 1, 2, . . . , δk/α(δk) → 0, k → ∞, генерируемая алгоритмом двой-

ственной регуляризации, в соответствии с которым: λ
δ,α(δ)
p ≡ argmax{V δ

p (λ)−α(δ)‖λ− λ̃‖2,

λ ∈ H}, δ/α(δ) → 0, α(δ) → 0, δ → 0, λ̃ ∈ H — произвольный фиксированный элемент.

В случае разрешимости двойственной к (P 0
p ) задачи λ

δ,α(δ)
p → λ0

p, δ → 0, где в качестве

λ0
p ∈ H может быть взято ее любое наперед выбранное и фиксированное решение (такая

сходимость достигается за счет произвола в выборе λ̃ ∈ H).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3, которое проводится на основе метода двойственной
регуляризации [1; 2; 5; 6; 12; 21; 22], см. в [11, теорема 3.1].

Сформулируем далее регуляризованный ПЛ в итерационной форме, который можно также
именовать регуляризованной теоремой Куна — Таккера в итерационной форме. Приводимая
формулировка, как и формулировка теоремы 3, содержит необходимые и достаточные условия
существования минимизирующего приближенного решения в задаче (P 0

p ). Однако в отличие
от теоремы 3 в формулируемой ниже теореме, в основе доказательства которой лежит алго-
ритм итеративной двойственной регуляризации [5;6;12;21;22], одновременное конструктивное
предъявление конкретного минимизирующего приближенного решения, аппроксимирующего
решение z0p и состоящего из точек минимума регулярной функции Лагранжа, основано на
итерационной процедуре регуляризованного градиентного подъема в процессе максимизации
функционала V 0

p двойственной задачи.
Введем в рассмотрение итерационный процесс

λ
k+1

= λ
k
+ βk(Aδkzδ

k

[λ
k
]− hδ

k

− p)− 2βkαkλ
k
, k = 0, 1, 2, . . . , λ

0
∈ H, (3.2)

с условиями согласования αk > 0, βk > 0, lim
k→∞

(δk + αk + βk) = 0,

αk

αk+1
≤ C0,

|αk+1 − αk|

(αk)3βk
→ 0,

βk

(αk)3
→ 0,

δk

(αk)6
→ 0,

∞∑

k=1

αkβk = +∞. (3.3)
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З а м е ч а н и е 4. Последовательности αk и βk, k = 0, 1, 2, . . . , удовлетворяющие соот-
ношениям (3.3), существуют. Например, в этом качестве можно использовать последователь-
ности αk = k−1/6, βk = k−1/(5/3), k = 0, 1, 2, . . . .

Теорема 4 [Регуляризованный итерационный ПЛ]. Для того чтобы в задаче (P 0
p ) суще-

ствовало ограниченное минимизирующее приближенное решение (и, следовательно, сильно

сходилось к z0p), необходимо и достаточно, чтобы для последовательности λ
k

∈ H, k =
0, 1, . . . , порождаемой итерационным процессом (3.2) с условиями согласования (3.3), выпол-

нялись соотношения

zδ
k

[λ
k
] ∈ Dδk,ǫk

p , ǫk → 0, 〈λ
k
, Aδkzδ

k

[λ
k
]− hδ

k

− p〉 → 0, k → ∞, (3.4)

а последовательность zδ
k

[λ
k
], k = 0, 1, . . . , была ограниченной. В этом случае последователь-

ность zδ
k

[λ
k
], k = 0, 1, . . . , представляет собой искомое минимизирующее приближенное ре-

шение в задаче (P 0
p ) и вне зависимости от того, пуст субдифференциал ∂β(p) или не пуст,

имеет место сходимость zδ
k

[λ
k
] → z0p , k → ∞ ( см. лемму 2). Одновременно выполняется и

предельное соотношение V 0
p (λ

k
) → sup

λ∈H
V 0
p (λ) = ‖z0p‖

2, k → ∞. В случае существования огра-

ниченного минимизирующего приближенного решения и разрешимости двойственной к (P 0
p )

задачи (∂β(p) 6= ∅) можно без ограничения общности считать, что λ
k
→ λ0

p, k → ∞, где в

качестве λ0
p ∈ H может быть взято ее любое наперед выбранное и фиксированное решение

(в частности, нормальное).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 4, которое проводится на основе метода итеративной
двойственной регуляризации [5; 6; 12; 21; 22], см. в [11, теорема 3.2].

З а м е ч а н и е 5. Подчеркнем, что сформулированные регуляризованные теоремы Ку-
на — Таккера 3, 4 отличаются от их классического аналога — классического параметрическо-
го ПЛ теоремы 1 — двумя важными обстоятельствами: 1) они справедливы без каких-либо
предположений регулярности задачи (P 0

p ) (непустота субдифференциала, что равносильно су-
ществованию вектора Куна — Таккера, или наличие ненулевого элемента в сингулярном суб-
дифференциале функции значений β в точке p); 2) они “устойчивы” по отношению к ошибкам
исходных данных в том смысле, что представляют собою регуляризирующие алгоритмы и тем
самым могут использоваться, в частности, для решения некорректных задач, если соответ-
ствующая последовательность двойственной переменной выбирается согласно с алгоритмом
двойственной регуляризации (теорема 3) или итеративной двойственной регуляризации (тео-
рема 4). При этом важно то, что формулировки этих теорем обеспечивают одновременно как
достаточное, так и необходимое условие существования минимизирующего приближенного ре-
шения в задаче. В этом состоит их принципиальное отличие от классического ПЛ (теоремы
Куна — Таккера) в форме теорем 1 и 2.

Регуляризованный ПЛ в итерационной форме теоремы 4 может быть снабжен и регуляри-
зирующим правилом останова итерационного процесса (3.2) в случае, когда исходные данные
задачи (P 0

p ) задаются с фиксированной конечной ошибкой, характеризуемой величиной δ > 0.
Это обстоятельство важно с точки зрения решения практических неустойчивых оптимизаци-
онных и сводящихся к ним задач. Тем самым оно обеспечивает возможность непосредственного
применения регуляризованного итерационного ПЛ при решении самых разнообразных задач
современного естествознания (см. [21; 22], а также [23]). Пусть числовые последовательности
δk, αk, βk, k = 0, 1, 2, . . . , удовлетворяют условиям (3.3). Зафиксируем следующее правило
останова итерационного процесса (3.2):

λ
k+1

= λ
k
+ βk(Aδzδ[λ

k
]− hδ − p)− 2βkαkλ

k
, k = 0, 1, 2, . . . ; λ

0
∈ H (3.5)
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при фиксированном конечном уровне погрешности δ > 0: при каждом δ > 0, δ ≤ δ1, итерации
продолжаются до такого наибольшего номера k = k(δ), при котором выполняются неравенства

δk ≥ δ, k = 1, 2, . . . , k(δ). (3.6)

Тогда можно утверждать, что в дополнение к теореме 4 справедлива

Теорема 5. Вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная к (P 0
p ) задача,

справедливы предельные соотношения ‖zδ [λ
k(δ)

] − z0p‖ → 0, V 0
p (λ

k(δ)
) → sup

λ∈H
V 0
p (λ), δ → ∞,

где λ
k(δ)

— результат k(δ) итераций итерационного процесса (3.5) с правилом останова,

определяемым формулой (3.6). Таким образом, указанное правило останова порождает регу-

ляризирующий алгоритм в задаче (P 0
p ).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 5 см. в [6, с. 622, теорема 3].

КУО являются предельными вариантами своих регуляризованных аналогов.

КУО являются предельными вариантами регуляризованных КУО при стремлении номеров
элементов минимизирующих приближенных решений к бесконечности. В этом смысле можно
говорить, что регуляризованные КУО “содержат в себе” как частные случаи свои классические
аналоги. Одновременно регуляризованные КУО вырождаются в пределе в случае невыполни-
мости своих классических аналогов. Для пояснения сказанного опять вернемся к “простейшей”
задаче (P 0

p ). Действительно, в случае разрешимости двойственной задачи (∂β(p) 6= ∅) в со-
ответствии с утверждениями теорем 3, 4, благодаря сильной сходимости соответствующих
минимизирующих приближенных решений (напомним, что zδ[λ] ≡ argmin{Lδ

p(z, λ), z ∈ D}) к
оптимальному элементу z0p и последовательности двойственной переменной к нормальному ре-
шению двойственной задачи λ0

p, получаем в пределе при k → ∞ L0
p(z

0
p , λ

0
p) ≤ L0

p(z, λ
0
p) ∀ z ∈ D

(из (3.1) в случае теоремы 3 и соответственно из (3.4) в случае теоремы 4). Если же ∂β(p) = ∅,
но ∂∞β(p) 6= {0}, то для перехода к пределу в соотношениях теорем 3, 4 поступаем несколько
хитрее. Воспользуемся для этого двумя важными фактами, связанными со свойствами суб-
дифференцируемости выпуклой полунепрерывной снизу функции значений β (см. лемму 1).
Первый из них заключается в том, что каждая такая функция в гильбертовом пространстве
является субдифференцируемой на плотном множестве ее эффективного множества [24, теоре-
ма 4.3]. Второй же связан с известным представлением для асимптотического субдифференци-
ала выпуклого полунепрерывного снизу функционала (см., например, [15, утверждение 4C2])

∂∞β(p) = lim sup

p′
β
→p, t↓0

t∂β(p′) ≡
{
w − lim

k→∞
tkζk : tk ↓ 0, ζk ∈ ∂β(pk), pk

β
→ p

}
,

где символ p′
β
→ p означает, что (p′, β(p′)) → (p, β(p)), а символ t ↓ 0 означает сходимость к

нулю справа. Тогда возьмем произвольную слабую предельную точку вида

λ̃p = w − lim
k→∞, pk

β
→p, sk↓0

skλ
0
pk

с λ0
pk

∈ ∂β(pk), причем в соответствии с теоремами 3 и 4 в данном случае в качестве λ0
pk

можно

взять любой элемент из ∂β(pk). Так как в задаче с p = pk имеем ∂β(pk) 6= ∅, то по доказанному
выше можем записать L0

pk
(z0

pk
, sk, skλ

0
pk
) ≤ L0

pk
(z, sk, skλ

0
pk
) ∀ z ∈ D, где L0

p(z, s, λ) ≡ s‖z‖2 +

〈λ,A0z − h0 − p〉. Переходя теперь в последнем неравенстве очевидным образом к пределу
при k → ∞ с учетом предельного соотношения z0

pk
→ z0p , k → ∞ (так как ‖z0

pk
‖2 → ‖z0p‖

2

в силу предельного соотношения pk
β
→ p и z0

pk
слабо сходится к z0p при k → ∞), получаем

неравенство L0
p(z

0
p , 0, λ̃p) ≤ L0

p(z, 0, λ̃p) ∀ z ∈ D, означающее выполнимость нерегулярного ПЛ
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в задаче ‖z‖2 → min, A0z = h0 + p, z ∈ D. Итак, регуляризованные ПЛ теорем 3, 4 в пределе
“приводят” к классическому ПЛ при любом p ∈ domβ, для которого либо субдифференциал
∂β(p) не пуст, либо, в случае его пустоты, асимптотический субдифференциал ∂∞β(p) состоит
не из одного нуля. Если же одновременно ∂β(p) = ∅, ∂∞β(p) = {0}, то регуляризованные
принципы Лагранжа теорем 3, 4 в пределе вырождаются.

4. Регуляризованные итерационные ПЛ и ПМП

в оптимальном управлении и обратных задачах

Основной целью данного раздела является иллюстрация того, как регуляризованные ПЛ
разд. 3 могут применяться для решения неустойчивых задач оптимального управления и сво-
дящихся к ним обратных задач. Формулируемая ниже задача оптимального управления с
упрощенным функционалом качества может трактоваться одновременно как обратная задача
финального наблюдения. Для нее формулируются регуляризованные ПЛ и ПМП в итераци-
онной форме с правилом останова итерационного процесса [21–23;25; 26].

Задача оптимального управления с фазовым ограничением-равенством. Пусть
QT ≡ Ω × (0, T ), S ≡ ∂Ω, ST ≡ {(x, t) : x ∈ S, t ∈ (0, T )}, Ω — ограниченная область в R

n,
H ≡ L2(Ω), D ≡ D1 × D2 × D3 ⊂ L2(QT ) × L2(Ω) × L2(ST ) ≡ H, D1 ⊂ L2(QT ), D2 ⊂ L2(Ω),
D3 ⊂ L2(ST ) — выпуклые замкнутые множества. Обозначим тройки элементов гильбертова
пространства H через π ≡ (u, v, w). Рассмотрим задачу оптимального управления с фиксиро-
ванным временем и с операторным ограничением-равенством4

(OCδ
p) ‖π‖2 ≡ ‖u‖22,QT

+‖v‖22,Ω+‖w‖22,ST
→ min, Aδπ ≡ zδ[π](·, T ) = hδ+p, π ∈ D ⊂ H ≡ Z.

Здесь: hδ ∈ H — заданная функция, p ∈ H — параметр, zδ[π] — обобщенное решение класса
V 1,0
2 (QT ) [8] третьей начально-краевой задачи для линейного параболического уравнения с

дивергентной главной частью5

zt −
∂

∂xi

(
aδi,j(x, t)zxj

)
+ aδ(x, t)z = u(x, t), z(x, 0) = v(x), x ∈ Ω, (4.1)

∂z

∂N
+ σδ(x, t)z = w(x, t), (x, t) ∈ ST ,

соответствующее тройке π ≡ (u, v, w) ∈ H = Z, ∂z(x, t)/∂N ≡ aδi,j(x, t)zxj
(x, t) cosαi(x, t),

αi(x, t) — угол, образованный внешней нормалью к S с осью xi. Единственное решение задачи
с точными исходными данными (OC0

p), если оно существует, будем обозначать через π0
p . Заме-

тим, что, как и в разд. 1 (см. замечание 1), единственность решения π0
p является следствием

разрешимости задачи, линейности и непрерывности оператора A0 : H → H (см. следующий
подраздел) и сильной выпуклости функционала ‖π‖2, π ∈ D.

Считаем, что исходные данные задачи (OCδ
p) удовлетворяют следующим условиям:

a) функции aδi,j , a
δ : Ω × [0, T ] → R

1, i, j = 1, . . . , n, σδ : S × [0, T ] → R
1 являются измери-

мыми по Лебегу;
b) выполняются оценки ν|ξ|2 ≤ aδi,j(x, t)ξiξj ≤ µ|ξ|2 ∀(x, t) ∈ QT , ν, µ > 0,

|aδ(x, t)| ≤ K при п.в. (x, t) ∈ QT , |σδ(x, t)| ≤ K при п.в. (x, t) ∈ ST ,

где ν, µ, K > 0 — не зависящие от δ постоянные;

4Здесь и ниже символ ‖ϕ‖p,F означает норму суммируемой со степенью 1 ≤ p < ∞ (измеримой
существенно ограниченной в случае p = ∞) на множестве F функции ϕ в соответствующем функцио-
нальном пространстве.

5Здесь и ниже при записи начально-краевых задач подразумевается, как и в [18, гл. III], суммиро-
вание от 1 до n по парам повторяющихся индексов i, j.
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c) граница S является кусочно-гладкой.

Будем считать также, что выполняются следующие оценки для отклонений возмущенных
исходных данных от точных (i, j = 1, . . . , n):

‖aδi,j − a0i,j‖∞,QT
≤ δ, ‖aδ − a0‖∞,QT

≤ δ, ‖σδ − σ0‖∞,ST
≤ δ, ‖hδ − h0‖2,Ω ≤ δ. (4.2)

Регуляризованные итерационные ПЛ и ПМП. Задача (OCδ
p) формально может

быть записана как задача ВП, совпадающая по форме с задачей (P δ
p ) разд. 1: Z = H, z ≡ π,

H = L2(Ω), A
δ : Z → H — линейный ограниченный оператор, задаваемый равенством Aδπ =

zδ[π](·, T ), hδ ∈ L2(Ω), p ∈ L2(Ω). В силу условий a)–c) теорема существования обобщенного
решения третьей начально-краевой задачи для линейного параболического уравнения с ди-
вергентной главной частью [20, с. 34, теоремы существования и единственности] (см. также
[18, гл. III, § 5]) обеспечивает разрешимость прямой задачи (4.1) в классе V 1,0

2 (QT ) для любой
тройки (u, v, w) ∈ Z и любого T > 0. Более того, мы имеем в этом случае и априорную оценку
(напомним, что |z|QT

≡ max
0≤t≤T

‖z(·, t)‖2,Ω + ‖zx‖2,QT
)

|zδ [π]|QT
+ ‖zδ[π]‖2,ST

≤ C(‖u‖2,QT
+ ‖v‖2,Ω + ‖w‖2,ST

),

в которой постоянная C > 0 не зависит от δ ∈ [0, δ0] и π ∈ H = Z. Из этой оценки следует,
что линейный оператор Aδ : Z → H = L2(Ω), Aδπ = zδ[π](·, T ) при δ ∈ [0, δ0] является и
непрерывным. Кроме того, используя ту же оценку в совокупности с оценками (4.2), получаем
оценку для отклонения возмущенного (δ > 0) оператора Aδ : Z → H = L2(Ω), Aδπ = zδ[π](·, T )
от его невозмущенного (δ = 0) аналога в виде неравенства ‖(Aδ − A0)π‖ ≤ Cδ(1 + ‖π‖), в

котором C > 0 — постоянная, не зависящая от δ и π ∈ H = Z. Определим множество Dδ,ǫ
p ≡

{π ∈ D : ‖Aδπ − hδ − p‖ ≤ ǫ}, функционал Лагранжа Lδ
p(π, λ) ≡ ‖π‖2 + 〈λ,Aδπ − hδ − p〉, его

единственный минимизирующий элемент πδ[λ] (функционал качества задачи (OCδ
p) является

сильно выпуклым) и двойственную к (OCδ
p) задачу V δ

p (λ) ≡ min
π∈D

Lδ
p(π, λ) → sup, λ ∈ H =

L2(Ω).
Теорема 4 позволяет нам сформулировать ПЛ в итерационной форме для задачи оптималь-

ного управления (OCδ
p). Его формулировка использует классическую конструкцию функци-

онала Лагранжа и не зависит от того, существует или нет вектор Куна — Таккера в рас-
сматриваемой задаче. Попутно заметим, что вопрос существования вектора Куна — Таккера
в подобных задачах представляет собою самостоятельную сложную проблему.

Теорема 6 [Регуляризованный итерационный ПЛ]. Для существования ограниченного

минимизирующего приближенного решения в задаче (OC0
p) необходимо и достаточно, чтобы

для последовательности двойственной переменной λ
k
, k = 1, 2, . . . , порождаемой итераци-

онным процессом

λ
k+1

= λ
k
+ βk(Aδkπδk [λ

k
]− hδ

k

− p)− 2βkαkλ
k
, k = 0, 1, 2, . . . , λ

0
∈ H = L2(Ω), (4.3)

с условиями согласования (3.3), выполнялись соотношения

πδk [λ
k
] ∈ Dδk,ǫk

p , ǫk → 0, 〈λ
k
, Aδkπδk [λ

k
]− hδ

k

− p〉 → 0, k → ∞,

а последовательность πδk [λ
k
], k = 0, 1, . . . , была ограниченной. Более того, последователь-

ность πδk [λ
k
], k = 1, 2, . . . , является искомым минимизирующим приближенным решением

в задаче (OC0
p) и вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная к (OC0

p) задача,

πδk [λ
k
] → π0

p, k → ∞ (см. лемму 2). Одновременно выполняется и предельное соотношение

V 0
p (λ

k
) → sup

λ∈H
V 0
p (λ) = ‖π0

p‖
2, k → ∞.
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Естественно, мы можем сформулировать и соответствующее правило останова для итера-
ционного процесса (4.3), представляющее собою регуляризирующий алгоритм в задаче (OC0

p),
в случае, когда исходные данные задачи (OC0

p) задаются с фиксированной конечной ошибкой
δ > 0. В этом случае следствием теоремы 5 является

Теорема 7. Имеют место предельные соотношения ‖πδ[λ
k(δ)

] − π0
p‖ → 0, V 0

p (λ
k(δ)

) →

sup
λ∈H

V 0
p (λ) при δ → ∞, где λ

k(δ)
— результат k(δ) итераций итерационного процесса (3.5)

(Aδzδ [λ
k
] ≡ Aδπδ[λ

k
]) с правилом останова, определяемым формулой (3.6).

Получим далее регуляризованный ПМП в итерационной форме из ПЛ в итерационной фор-
ме теоремы 6. Предположим для простоты, что множества D1, D2, D3 имеют более привыч-
ный для теории оптимального управления вид: D1 ≡ {u ∈ L2(QT ) : u(x, t) ∈ U п.в. на QT },
D2 ≡ {v ∈ L2(Ω) : v(x) ∈ V п.в. на Ω}, D3 ≡ {w ∈ L2(ST ) : w(x, t) ∈ W п.в. на ST }, где
U ⊂ R

1, V ⊂ R
1, W ⊂ R

1 — выпуклые компакты. С целью перехода к регуляризованно-
му ПМП запишем ПМП в простейшей задаче оптимального управления с сильно выпуклым
функционалом Лагранжа в качестве функционала качества (см., например, [5, лемма 7])

Lδ
p(π, λ) ≡ ‖π‖2 + 〈λ, zδ [π](·, T )− hδ − p〉 → min, π ∈ D ⊂ H, (4.4)

при произвольном фиксированном λ ∈ H. Введем функции Гамильтона — Понтрягина:

Hu(u, η) ≡ ηu− u2, Hv(v, η) ≡ ηv − v2, Hw(w, η) ≡ ηw −w2.

Лемма 3. Тройка πδ[λ] ≡ (uδ [λ], vδ [λ], wδ [λ]) удовлетворяет обычному ПМП в задаче (4.4):
для π ≡ (u, v, w) = πδ[λ] выполняются соотношения максимума

max
r∈U

Hu(x, t, r, η
δ [λ](x, t)) = Hu(x, t, u(x, t), η

δ [λ](x, t)) для п.в. (x, t) ∈ QT , (4.5)

max
r∈V

Hv(x, r, η
δ [λ](x, 0)) = Hv(x, v(x), η

δ [λ](x, 0)) для п.в. x ∈ Ω,

max
r∈W

Hw(s, t, r, η
δ [λ](s, t)) = Hw(s, t, w(s, t), η

δ [λ](s, t)) для п.в. (s, t) ∈ ST ,

где ηδ[λ] ∈ V 1,0
2 (QT ) — решение сопряженной задачи

−ηt −
∂

∂xj

(
aδi,j(x, t)ηxi

)
+ aδ(x, t)η = 0, η(x, T ) = λ(x), x ∈ Ω, (4.6)

∂η

∂N
+ σδ(x, t)η = 0, (x, t) ∈ ST .

Обратно, в силу выпуклости задачи (OCδ
p) любая тройка π ∈ D, удовлетворяющая при неко-

тором λ ∈ H соотношениям (4.5), (4.6), дает минимум в задаче (4.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о более общего по сравнению с леммой 3 утверждения см. в [27,
теорема 4.1].

Обозначим через πδ
m[λ] элемент π ∈ D, удовлетворяющий всем соотношениям ПМП (4.5)

леммы 3. Очевидно, в условиях данной работы πδ
m[λ] = πδ[λ]. Благодаря лемме 3 регуляризо-

ванный итерационный ПЛ теоремы 6 может быть в этом случае ограниченного D переписан
в форме регуляризованного ПМП в итерационной форме.

Теорема 8 [ПМП в итерационной регуляризованной форме]. Для существования мини-

мизирующего приближенного решения в задаче (OC0
p) необходимо и достаточно, чтобы для
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последовательности двойственной переменной λ
k
, k = 0, 1, 2, . . . , порождаемой итерацион-

ным процессом

λ
k+1

= λ
k
+ βk

(
Aδkπδk

m [λ
k
]− hδ

k

− p
)
− 2βkαkλ

k
, k = 0, 1, 2, . . . , λ

0
∈ H, (4.7)

с условиями согласования (3.3), выполнялись соотношения

πδk

m [λ
k
] ∈ Dδk,ǫk

p , ǫk → 0, 〈λ
k
, Aδkπδk

m [λ
k
]− hδ

k

− p〉 → 0, k → ∞.

При этом последовательность πδk
m [λ

k
], k = 1, 2, . . . , представляет собою искомое миними-

зирующее приближенное решение в задаче (OC0
p ) и вне зависимости от того, разрешима

или нет двойственная к (OC0
p ) задача, πδk

m [λ
k
] → π0

p, k → ∞ (см. лемму 2). Более того,

выполняется предельное соотношение V 0
p (λ

k
) → sup

λ∈H
V 0
p (λ) = ‖π0

p‖
2, k → ∞.

Как и теорема 6, теорема 8 снабжается соответствующим регуляризирующим правилом
останова итерационного процесса (4.7) в случае, когда исходные данные задачи (OC0

p) за-
даются с фиксированной конечной ошибкой, характеризуемой величиной δ > 0. Оно почти
дословно совпадает с правилом останова теоремы 7 и может быть использовано для практиче-
ского решения неустойчивых задач на основе устойчивого итерационного ПМП теоремы 8, так
как представляет собою устойчивый алгоритм построения минимизирующего приближенного
решения в задаче (OC0

p). Пусть последовательности δk, αk, βk, k = 0, 1, 2, . . . , удовлетворяют
условиям согласования (3.3). Зададим правило останова итерационного процесса (4.7)

λ
k+1

= λ
k
+ βk

(
Aδπδ

m[λ
k
]− hδ − p

)
− 2βkαkλ

k
, k = 0, 1, 2, . . . , λ

0
∈ H, (4.8)

с фиксированной конечной ошибкой δ > 0 следующим образом: для каждого δ > 0 такого,
что δ ≤ δ1, итерации продолжаются до такого наибольшего номера k = k(δ), для которого
выполняются неравенства (3.6). Следствием теорем 5 и 7 является

Теорема 9. Справедливы предельные соотношения πδ
m[λ

k(δ)
] → π0

p, V
0
p (λ

k(δ)
) → sup

λ∈H
V 0
p (λ)

при δ → 0, где λ
k(δ)

— результат k(δ) итераций итерационного процесса (4.8) с правилом

останова (3.6).

Заключение

В статье обсуждены так называемые регуляризованные КУО для задач ВП, оптимального
управления и обратных задач. Они сформулированы как теоремы существования минимизиру-
ющих последовательностей — минимизирующих приближенных решений в смысле Дж. Варги,
выражаются в терминах регулярных обычных функций Лагранжа и Гамильтона — Понтряги-
на и представляют собою регуляризирующие алгоритмы для решения оптимизационных задач
с одновременным конструктивным представлением сходящихся к решениям задач минимизи-
рующих последовательностей. Устроенные структурно так же, как и классические ПМ и ПМП,
регуляризованные ПЛ и ПМП:

1) преодолевают возможные свойства некорректности классических КУО;

2) приводят к классическим аналогам “в пределе”;

3) являются теоретической базой для конструирования на своей основе численных алгорит-
мов для практического решения различных конкретных оптимизационных и обратных задач.
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