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Пусть X — топологическое пространство и Y — сепарабельное метрическое пространство, снабженные
борелевскими σ-алгебрами BX и BY соответственно; P (x,B) — стохастическое переходное ядро (т. е. отоб-
ражение x 7→ P (x,B) измеримо для всех B ∈ BY и отображение B 7→ P (x,B) — вероятностная мера для
всех x ∈ X); supp(P (x, ·)) — топологический носитель меры B 7→ P (x,B). Если переходное ядро P (x,B)
удовлетворяет феллеровскому свойству (т. е. отображение x 7→ P (x, ·) непрерывно по отношению к сла-
бой топологии на пространстве вероятностных мер), тогда многозначное отображение x 7→ supp(P (x, ·))
полунепрерывно снизу. Обратно, пусть задано многозначное отображение x 7→ S(x), где x ∈ X и S(x) —
непустое замкнутое подмножество польского пространства Y . Если x 7→ S(x) полунепрерывно снизу, то
при достаточно общих предположениях относительно топологического пространства X существует фел-
леровское переходное ядро, такое что supp(P (x, ·)) = S(x) для всех x ∈ X.
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Введение

Феллеровское свойство, говоря неформальным языком, означает, что стохастическая ди-
намика изучаемого объекта описывается посредством условных вероятностей при известной
предыстории процесса, представляющих собой “гладкую” функцию2 от наблюдаемой истории
процесса (в частности, от его текущего состояния в случае марковского процесса). Это свойство
является естественным в физическом или социальном моделировании. Кроме того, марковские
процессы, удовлетворяющие свойству Феллера, образуют важный класс случайных процессов
(см., например, [1]).

1Исследование выполнено в рамках проведения научно-исследовательских работ на факультете
ВМК МГУ имени М.В. Ломоносова по теме “Методы оптимизации в задачах управления для сложных
систем в условиях реально доступной информации” (№ госрегистрации АААА-А16-116021110324-8).

2Речь идет о непрерывной зависимости; строгое определение феллеровского свойства приведено
далее.
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Интересно, что настоящая работа возникла в финансовом контексте, а именно при изуче-
нии проблемы суперхеджирования для дискретного времени в гарантированной детерминистс-
кой постановке задачи, когда возможное движение (т. е. приращение) ценового вектора за один
шаг описывается многозначным отображением с непустыми компактными значениями. В этом
контексте естественным образом возникает задача управления в условиях неопределенности3 .
Данный подход можно также интерпретировать как динамическую антагонистическую игру
между двумя “противниками”. Первый из них — “хеджер”, использующий чистые стратегии
управления портфелем с целью гарантированного покрытия обусловленных обязательств по
опциону. Второй — “рынок”, использующий смешанные стратегии поведения цен, которые опи-
сываются посредством конструкции [3], т. е. при помощи построения вероятностной меры на
основе заданных переходных ядер; последние можно интерпретировать как условные вероят-
ности при известной предыстории этого случайного процесса. Мы считаем, что упомянутое
выше многозначное отображение вряд ли можно рассматривать как реалистичную (много-
значную) динамику ценового вектора, если не найдется смешанных стратегий, непрерывно
зависящих от наблюдаемой истории цен, с соответствующими носителями, зависящими от
предыстории цен. Это объясняет прикладной интерес к проблеме, представленной в данной
статье.

Основным результатом работы является следующее утверждение: существование фелле-
ровского переходного ядра с носителями условных вероятностей, содержащихся в множествах,
заданных некоторым многозначным отображением, эквивалентно полунепрерывности снизу
этого многозначного отображения при некоторых естественных предположениях о топологи-
ческих пространствах. В качестве математического инструментария мы используем классиче-
ские результаты Майкла [4] о непрерывных ветвях (селекторах) многозначных отображений.

1. Вспомогательные результаты

Обозначим через supp(Q) топологический носитель4 вероятностной меры Q, а 2Y — мно-
жество всех подмножеств Y .

Доказательство следующего простого результата можно найти, например, в [5, лемма 4.3].

Лемма 1. Пусть Y — сепарабельное метрическое пространство. Тогда многозначное

отображение Q 7→ supp(Q) является полунепрерывным снизу5 для слабой топологии6 на

пространстве вероятностных мер P(Y ), заданных на борелевской σ-алгебре BY .

Для заданной пары измеримых пространств (X,AX) и (Y,AY ) стохастическое переходное
ядро P определяется как числовая функция (x,A) 7→ P (x,A), такая что функции x 7→ P (x,A)

3Гарантированный подход для общего случая задачи управления в условиях неопределенности из-
ложен в книге А. Б. Куржанского [2].

4Топологический носитель меры на топологическом пространстве с борелевской σ-алгеброй опреде-
ляют как множество точек, любая окрестность которых имеет положительную меру; такое множество
замкнуто. Однако без дополнительных предположений о топологическом пространстве нельзя гаран-
тировать, что дополнение носителя (представимое в виде объединения открытых множеств нулевой
меры) будет иметь нулевую меру; наличие счетной базы снимает проблему. Отметим, что топологи-
ческий носитель может быть пустым (см., например, [6, предложение 3.5, гл. 1] — принадлежащий
Дьедонне пример вероятностной меры, заданной на борелевской σ-алгебре компактного хаусдорфова
пространства, с пустым носителем (при этом мера не является регулярной)).

5Многозначное отображение F : X 7→ 2Y \ {∅} полунепрерывно снизу, если для любого открытого
множества G ⊆ Y множество {x ∈ X : F (x)∩G 6= ∅} является открытым (см., например, [7, опреде-
ление 2.3, замечание 2.4 и эквивалентные формулировки в предложении 2.6]).

6Слабейшая топология, для которой функционалы Q 7→

∫

fdQ непрерывны для любой ограниченной

непрерывной функции f : Y 7→ R.
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являются7 AX-измеримыми для всех A ∈ AY , а функции A 7→ P (x,A) являются нормиро-
ванными (вероятностными) мерами на AY для всех x ∈ X. Поскольку далее рассматриваются
только стохастические переходные ядра, будем называть их просто “переходные ядра”, опуская
слово “стохастические”. Переходное ядро Q = Q(x,B) удовлетворяет феллеровскому свойству,
если отображение x 7→ Q(x, ·) непрерывно (по отношению к слабой топологии на пространстве
вероятностных мер).

Предложение 1. Пусть X — топологическое пространство и Y — метрическое про-

странство с заданными на них борелевскими σ-алгебрами BX и BY соответственно. Если

отображение x 7→ Q(x, ·) ∈ P(Y ), x ∈ X, непрерывно для слабой топологии на P(Y ), то

Q = Q(x,B), x ∈ X, B ∈ BY является переходным ядром, т. е. для любого B ∈ BY числовая

функция x 7→ Q(x,B) является BX-измеримой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через D класс всех множеств B ∈ BY , таких что
функция x 7→ Q(x,B) является BX-измеримой. Нетрудно видеть, что D образует систему
Дынкина (см. например, [10, определение 4.1.1]), т. е.

1) Y ∈ D (так как функция-константа измерима);

2) если A,B ∈ D и A ⊆ B, то A \B ∈ D (так как разность измеримых функций измерима);

3) если A1, A2, . . . ∈ D и A1 ⊆ A2 ⊆ . . ., то ∪∞
i=1 Ai ∈ D (так как предел измеримых функций

измерим).

Заметим, что топология JY на Y содержится в D, поскольку в силу непрерывности отоб-
ражения x 7→ Q(x, ·) для открытого множества G ⊆ Y функция x 7→ Q(x,G) полунепрерывна
снизу: по теореме А.Д.Александрова8 для сходящейся направленности xα → x направлен-
ность мер Q(xα, ·) удовлетворяет свойству lim inf Q(xα, G) ≥ Q(x,G) для любого G ∈ JY .
Полунепрерывная снизу функция x 7→ Q(x,G) является BX-измеримой, поскольку множе-
ство {x ∈ X : Q(x,G) > a} открыто, а значит принадлежит BX для любого a ∈ R (см., напри-
мер, [12, следствие из леммы1, § 4, гл. 2]). Поскольку топология JY замкнута относительно
конечных пересечений, то применима теорема о системах Дынкина (см. например, [10, тео-
рема 4.1.2]), в соответствии с которой D содержит минимальную σ-алгебру, содержащую JY ,
т. е. борелевскую σ-алгебру BY . Тем самым для любого B ∈ BY функция x 7→ Q(x,B) является
BX-измеримой. �

Предложение 2. Пусть X — топологическое пространство и Y — сепарабельное мет-

рическое пространство9 с заданными на них борелевскими σ-алгебрами BX и BY соответ-

ственно. Если переходное ядро Q = Q(x,B), x ∈ X, B ∈ BY , обладает феллеровским свой-

ством, то многозначное отображение x 7→ supp(Q(x, ·)) является полунепрерывным снизу.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим ϕ(x) = Q(x, ·); (однозначное) отображение ϕ : X 7→
P(Y ) (слабо) непрерывно в силу предположения о феллеровости Q. Очевидно, что

{x ∈ X : supp(ϕ(x)) ∩ G 6= ∅} = ϕ−1(MG),

где

MG = {Q ∈ P(Y ) : supp(Q)∩G 6= ∅};

7На R задается борелевская σ-алгебра BR.
8Теорему естественно так называть, так как первый результат такого типа был опубликован в

работе [9, теорема 2, § 16]. В действительности, нужное нам утверждение содержится в книге [11,
т. 2], теорема 8.2.3 и следствие 8.2.4. Кстати, доказательство леммы 1 также опирается на теорему
А. Д. Александрова.

9Слабая топология на P(Y ) для сепарабельного пространства Y метризуема (см., например, [8, тео-
рема 5 из дополнения III]), поэтому (учитывая, что мера на сепарабельном пространстве сама сепара-
бельна) можно рассматривать последовательности, а не направленности мер.
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в силу леммы 1 для открытого G множество MG открыто, а его прообраз открыт в силу
непрерывности ϕ. �

Пусть (Y, ρ) — сепарабельное метрическое пространство. Рассмотрим линейное простран-
ство BL(Y ) ограниченных липшицевых функций f : Y 7→ R с нормой10

‖f‖BL = ‖f‖L + ‖f‖∞,

‖f‖∞ = sup{|f(y)| : y ∈ Y },

‖f‖L = sup
{ |f(y)− f(y′)|

ρ(y, y′)
: y, y′ ∈ Y, y 6= y′

}

,

а также нормированное векторное пространство M(Y ) зарядов (знакопеременных мер) на
пространстве Y с борелевской σ-алгеброй BY , снабженной нормой Дадли (Dudley)11

‖µ‖D = sup

{∣

∣

∣

∣

∫

fdµ

∣

∣

∣

∣

: ‖f‖BL ≤ 1

}

.

Множество всех нормированных (вероятностных) мер P(Y ) ⊆ M(Y ) будет замкнутым вы-
пуклым подмножеством M(Y ) с метрикой ρD, порожденной нормой ‖ · ‖D, т. е. ρD(π1, π2) =
‖π1 − π2‖D.

Лемма 2. Пусть (Y,BY ) — сепарабельное метрическое пространство с борелевской σ-ал-

геброй. Тогда любую вероятностную меру Q на (Y,BY ) можно приблизить в метрике Дадли

вероятностными мерами с конечными носителями, содержащимися в носителе Q, в том

смысле, что найдется слабо сходящаяся последовательность вероятностных мер Qn, таких

что supp(Qn) ⊆ supp(Q) и ‖Qn −Q‖D → 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем произвольное ε > 0 и Q ∈ P(Y ). Если Y конечно, то
доказывать нечего, поэтому предположим, что Y бесконечно. Пусть C = {x1, x2, . . .} — счетное
всюду плотное в Y множество. Обозначим S = supp(Q) и Bε(x) — открытый шар радиуса ε с
центром x. Рекуррентно построим последовательность множеств A1, A2, . . ., попарно непере-
секающихся и таких что12

∑

∞

n=1 An ⊇ S; в частности, Q(
∑

∞

n=1 An) = 1. Положим A1 = Bε(x1),
An+1 = Bε(xn+1) \

∑n
i=1Ai, n = 1, 2, . . . . Обозначим J = {k ≥ 1: Ak∩S 6= ∅}. Если n /∈ J ,

то Q(An) = 0, поэтому
∑

k∈J Q(Ak) = 1. Положим13 Qε =
∑

k∈J qkδx∗

k
, qk = Q(Ak), где для

k ∈ J точка x∗k произвольно выбрана в Ak∩S 6= ∅. Заметим, что по построению Ak ⊆ Bε(xk)
и для k ∈ J множество Ak имеет диаметр, не превосходящий 2ε. Поэтому для произвольной
числовой функции f , такой что ‖f‖BL ≤ 1,

∣

∣

∣

∣

∫

fdQ−

∫

fdQε

∣

∣

∣

∣

≤
∑

k∈J

∫

Ak

|f(x)− f(x∗k)|Q(dx) ≤ 2ε;

отсюда ‖Q − Qε‖D ≤ 2ε. Найдется конечное множество индексов I ⊆ J , такое что для его
дополнения Ic = J \ I будет выполняться неравенство14 δ(I) =

∑

k∈Ic qk ≤ ε. Полагая

Q′
ε =

∑

k∈I

q′kδx∗

k
, q′k =

qk
1− δ

,

10Это пространство является банаховым (см., например, [13], где это доказано для эквивалентной
нормы ‖f‖′

BL
= max(‖f‖L, ‖f‖∞)).

11Отметим, что в соответствии с [14, теорема 3.11] нормированное пространство M(Y ) не является
полным, если только Y не является равномерно дискретным (когда найдется число r∗ > 0, такое что
ρ(y1, y2) ≥ r∗ для всех y1, y2 ∈ Y ).

12Как принято в теории вероятностей,
∑

n
An обозначает объединение ∪n An попарно непересекаю-

щихся множеств.
13Здесь δx обозначает вероятностную меру, сосредоточенную в точке x.
14Если J конечно, то можно выбрать I = J , тогда δ = 0.
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получаем ‖Qε −Q′
ε‖TV = 2δ(I) ≤ 2ε, где ‖µ‖TV — норма полной вариации конечного заряда µ;

поскольку ‖µ‖D ≤ ‖µ‖TV , то ‖Q − Q′
ε‖D ≤ ‖Q − Qε‖D + ‖Qε − Q′

ε‖D ≤ 4ε. При этом по по-
строению supp(Q′

ε) ⊆ supp(Q). Осталось сослаться на теорему 11.3.3 из [15], в соответствии с
которой для сепарабельного метрического пространства Y слабая сходимость последователь-
ности вероятностных мер равносильна сходимости в метрике Дадли. �

Лемма 3. Пусть F — замкнутое множество сепарабельного метрического простран-

ства Y . Тогда найдется мера Q ∈ P(Y ), такая что supp(Q) = F .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Случай, когда F конечно, очевиден. Пусть F бесконечно; по-
скольку (см., например, [16, лемма, разд. 7, § 4, гл. III]) F сепарабельно относительно суженной
на F ×F метрики, найдется счетное всюду плотное подмножество C = {x1, x2, . . .} ⊆ F . Выбе-
рем произвольную последовательность q1, q2, . . ., такую что qn > 0 для всех n ≥ 1,

∑

∞

n=1 qn = 1,
и положим Q =

∑

∞

n=1 qnδxn
. Тогда, очевидно, supp(Q) = F . �

Предложение 3. Пусть X — топологическое пространство и Y — сепарабельное мет-

рическое пространство, снабженные борелевскими σ-алгебрами BX и BY соответственно.

Если S : X 7→ 2Y многозначное отображение, принимающее непустые замкнутые значе-

ния, полунепрерывно снизу, то многозначное отображение N : X 7→ P(Y ), задаваемое по-

средством

N (x) = {Q ∈ P(Y ) : supp(Q) ⊆ S(x)}, (1.1)

принимает непустые замкнутые выпуклые значения и является15 h-полунепрерывным снизу

для метрики, порожденной нормой Дадли в пространстве P(Y ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, N (x) 6= ∅ для всех x ∈ X, поскольку S(x) 6= ∅. Про-
верим, что для произвольной точки x0 ∈ X и любого ε > 0 найдется окрестность Vε(x0) точ-
ки x0, такая что для любого x ∈ Vε(x0) и любой меры Q0 ∈ N (x0) существует мера Qx

ε ∈ N (x),
такая что ‖Q0 − Qx

ε‖D < ε. По определению (1.1) для Q0 ∈ N (x0) имеем supp(Q0) ⊆ S(x0).
В силу леммы 2 найдется мера Qε с конечным носителем supp(Qε) = {y1, . . . , ym} ⊆ S(x0)
(т. е. представимая в виде Qε =

∑m
i=1 qiδyi , где

∑m
i=1 qi = 1, qi ≥ 0, i = 1, . . . ,m), такая что

‖Q0 −Qε‖D < ε/2. В силу предположения о полунепрерывности снизу многозначного отобра-
жения16 x 7→ S(x) у выбранной точки x0 ∈ X найдутся окрестности V i

ε (x0), i = 1, . . . ,m, такие
что множества S(x)∩Bε/2(y

i) будут непустыми для любого x ∈ V i
ε (x0), i = 1, . . . ,m. Выбирая

в качестве окрестности точки x0 множество Vε(x0) = ∩m
i=1 V

i
ε (x0), получаем, что для любого

x ∈ Vε(x0) найдутся точки ŷi(ε, x) ∈ S(x), такие что ρ(yi, ŷi(ε, x)) < ε/2 для i = 1, . . . ,m.
Положим теперь Qx

ε =
∑m

i=1 qiδŷi(ε,x); тогда

‖Qε −Qx
ε‖D ≤

m
∑

i=1

qi‖δyi − δŷi(ε,x)‖D ≤
m
∑

i=1

qiρ(y
i, ŷi(ε, x)) < ε/2.

Таким образом, ‖Q0−Qx
ε‖D ≤ ‖Q0−Qε‖D+‖Qε−Qx

ε‖D < ε, а значит многозначное отображение
x 7→ N (x) является h-полунепрерывным снизу (для метрики, порожденной нормой Дадли в
пространстве P(Y )).

Чтобы убедиться в замкнутости N (x), достаточно заметить, что Q ∈ N (x) равносильно
Q((S(x))c) = 0; по теореме А.Д. Александрова для слабо сходящейся последовательности Qn ∈
N (x) к мере Q∗ имеем 0 = lim inf

n→∞
Qn((S(x))

c) ≥ Q∗((S(x))c), т. е. Q∗ ∈ N (x). Выпуклость N (x)

очевидна. �

15Если X — топологическое пространство, (Y, ρ) — метрическое пространство, то многозначное отоб-
ражение F : X 7→ 2Y \ {∅} называется h-полунепрерывным снизу в точке x0 ∈ X , если e(F (x0), F (x)),
отклонение Помпею F (x0) от F (x), непрерывно в точке x0. Здесь e(A,B) = sup{ρ(a,B) : a ∈ A},
ρ(x,A) = inf{ρ(x, y) : y ∈ A} (см., например,[7, определение 2.60]).

16Многозначное отображение F : X 7→ 2Y \ {∅} полунепрерывно снизу в точке x0 ∈ X , если для
любого открытого множества G ⊆ Y , такого что G∩F (x0) 6= ∅, найдется окрестность Wx0

точки x0,
такая что для всех x ∈ Wx0

имеет место G∩F (x) 6= ∅.
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2. Существование феллеровских переходных ядер

Предложение 1 из разд. 1 устанавливает необходимое условие феллеровости ядра Q —
полунепрерывность снизу многозначного отображения x 7→ supp(Q(x, ·)). Несколько усиливая
требования (по сравнению с предыдущим разделом статьи) к пространствам X и Y, получаем
два утверждения, которые устанавливают в определенном смысле обратные утверждения.

Теорема 1. Пусть X — нормальное счетно паракомпактное пространство17 и Y —

польское пространство18, снабженные борелевскими σ-алгебрами BX и BY соответственно.

Если S : X 7→ 2Y многозначное отображение, принимающее непустые замкнутые значе-

ния, полунепрерывно снизу, то найдется феллеровское переходное ядро Q = Q(x,B), x ∈ X,

B ∈ BY , такое что supp(Q(x, ·)) ⊆ S(x).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим пополнение M̃(Y ) пространства зарядов M(Y ),
являющееся банаховым пространством относительно нормы Дадли, причем M(Y ) отобража-
ется в M̃(Y ) при помощи изометрического линейного оператора (так что можно говорить
о вложении пространства M(Y ) в пространство M̃(Y ) — как всюду плотного множества).
Это пополнение однозначно определено с точностью до изометрического линейного изомор-
физма (см., например, [18, теоремы 2.5.2 и 2.5.4]). По теореме 1.11 из классической работы
Ю.В.Прохорова [19] пространство вероятностных мер P(Y ) со слабой топологией метризуемо
при помощи метрики dLP Леви — Прохорова и является польским. Из этой теоремы, а также
из следствий 2 и 3 [20, разд. 2], в соответствии с которыми имеют место неравенства

‖Q1 −Q2‖D ≤ 2dLP (Q1, Q2),

dLP (Q1, Q2) ≤

√

3

2
‖Q1 −Q2‖D

для любых Q1 и Q2 из P(Y ), вытекает замкнутость P(Y ) в M̃(Y ) (в силу полноты P(Y ) в
метрике Дадли). Поэтому замкнутые по норме Дадли подмножеств P(Y ) будут также замкну-
тыми в M̃(Y ).

В силу предложения 3 заметим, что многозначное отображение N : X 7→ P(Y ), определя-
емое соотношением (1.1), является h-полунепрерывным снизу, а значит и полунепрерывным
снизу (см., например, [7, предложение 2.66]). Полунепрерывность снизу N в пространстве
M̃(Y ) равносильна тому, что для любого замкнутого множества J ⊆ M̃(Y ) множество то-
чек {x ∈ X : N (x) ⊆ J} замкнуто в пространстве M̃(Y ). Поскольку N (x) ⊆ P(Y ), а P(Y )
замкнуто в M̃(Y ), то

{x ∈ X : N (x) ⊆ J} = {x ∈ X : N (x) ⊆ J ∩P(Y )},

где J ∩P(Y ) — замкнутое подмножество P(Y ), так что полунепрерывное снизу в простран-
стве P(Y ) отображение N будет также полунепрерывным снизу и в пространстве M̃(Y ).

Далее, M̃(Y ) является сепарабельным, поскольку таковым является M(Y ). Сепарабель-
ность M̃(Y ) проверяется достаточно легко. Действительно, используя разложение Жордана,
конечный заряд µ единственным образом представим в виде разности взаимно сингулярных
(неотрицательных) конечных мер µ+ и µ−, т. е. µ = µ+ − µ− (см., например, [16, разд. 1, § 5]).
Любую конечную меру ν можно приблизить мерами вида rnπ, где π ∈ P(Y ), а rn ≥ 0 — рацио-
нальные числа, такие что при n → ∞ имеет место сходимость rn → ‖ν‖D = ‖ν‖TV = ν(Y )19.

17См. определения, например, в книге [17, разд. 1.5, гл. 1; разд. 5.2, гл. 5]: счетная паракомпактность
топологического пространства означает, что в любое его счетное открытое покрытие можно вписать
локально конечное открытое покрытие.

18Полное сепарабельное метрическое пространство.
19Здесь ‖µ‖TV — норма полной вариации заряда µ на пространстве (Y,B), т. е. ‖µ‖TV = µ+(Y ) +

µ−(Y ); в общем случае (знакопеременном), очевидно, ‖µ‖D ≤ ‖µ‖TV .
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В то же время P(Y ) сепарабельно; пусть P ′ — счетное всюду плотное в P(Y ) множество. Для

конечной меры ν 6= 0 положим π =
1

‖ν‖D
ν, и пусть πn ∈ P ′, πn → π; тогда

‖rnπn − ν‖D ≤
∣

∣rn − ‖ν‖D
∣

∣+ ‖ν‖D‖πn − π‖D → 0.

Таким образом, с учетом предложения 1 многозначное отображение N представляет со-
бой полунепрерывное снизу многозначное отображение, принимающее непустые выпуклые за-
мкнутые значения, содержащиеся в замкнутом выпуклом подмножестве P(Y ) сепарабельного
банахова пространства M̃(Y ), поэтому применима теорема 3.1′′ из классической работы Майк-
ла [4], в соответствии с которой N имеет непрерывную ветвь (селектор) x 7→ Q(x, ·) ∈ N (x).
Для завершения доказательства достаточно сослаться на предложение 1. �

Незначительное усиление требований к топологическому пространству X позволяет полу-
чить следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть X — совершенно нормальное пространство20 и Y — польское про-

странство, снабженные борелевскими σ-алгебрами BX и BY соответственно. Если S :X 7→ 2Y

многозначное отображение, принимающее непустые замкнутые значения, полунепрерывно

снизу, то найдется феллеровское переходное ядро Q = Q(x,B), x ∈ X, B ∈ BY , такое что

supp(Q(x, ·)) = S(x).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку многозначное отображение N : X 7→ P(Y ), опре-
деляемое соотношением (1.1), представляет собой полунепрерывное снизу многозначное отоб-
ражение, принимающее непустые выпуклые замкнутые значения, содержащиеся в замкну-
том выпуклом подмножестве P(Y ) сепарабельного банахова пространства M̃(Y ), пополне-
ния пространства конечных мер M(Y ), применима лемма 5.2 из классической работы Майк-
ла [4], в соответствии с которой найдется счетное семейство непрерывных ветвей (селекторов)
x 7→ Qk(x, ·) ∈ N (x), x ∈ X, k = 1, 2, . . . , таких что для любого x ∈ X множество мер
{Qk(x, ·), k = 1, 2, . . .} плотно в N (x). Пусть Qx ∈ N (x) — мера, для которой supp(Qx) = S(x);
такая мера существует по лемме 3. В силу плотности в N (x) множества {Qk(x, ·), k = 1, 2, . . . }
найдется (зависящая от x) подпоследовательность Qkl(x, ·), слабо сходящаяся к Qx ∈ N (x).
Поэтому

lim inf
l→∞

Qkl(x,G) ≥ Qx(G) > 0 (2.1)

для произвольного открытого G, такого что G∩S(x) 6= ∅. Положим

Q∗(x, ·) =
∞
∑

k=1

qkQk(x, ·),

где qk > 0,
∑

∞

k=1 qk = 1. Из (2.1) следует, что supp(Q∗(x, ·)) = S(x) для любого x ∈ X.
При этом функция x 7→ Q∗(x, ·) непрерывна в слабой топологии, поскольку для ограниченной
непрерывной функции f ряд непрерывных функций

x 7→
∞
∑

k=1

qk

∫

f(y)Qk(x, dy)

сходится равномерно:

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

qk

∫

f(y)Qk(x, dy) −

∫

f(y)Q∗(x, dy)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∞
∑

k=n

qk

∫

f(y)Qk(x, dy)

∣

∣

∣

∣

≤ ‖f‖∞

∞
∑

k=n

qk.

20См. определение, например, в книге [17, разд. 1.5, гл. 1]: топологическое пространство называют
совершенно нормальным, если оно нормально и любое замкнутое множество является множеством
типа Gδ, т. е. представимо в виде пересечения счетного числа открытых множеств. Совершенно нор-
мальное пространство является счетно паракомпактным (см. например, [17, следствие 5.2.5]).
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Таким образом, с учетом предложения 1 Q∗ является феллеровским переходным ядром. �

З а м е ч а н и е.

1) Для сепарабельности пространства P(Y ) полнота Y не требуется, достаточно, чтобы Y
было сепарабельным метрическим пространством. В P(Y ), например, счетным всюду плот-
ным множеством будет множество мер с конечными носителями, содержащимися в счетном
всюду плотном подмножестве Y , представимыми в виде выпуклой комбинации мер Дирака
(вероятностных мер, сосредоточенных в одной точке) с рациональными коэффициентами (см.,
например, [21, предложение 2.5.40] 21).

2) Условия на топологическое пространство X в теоремах 1 и 2 выполняются, если X —
метрическое пространство.

Автор выражает благодарность В.И.Тариеладзе за обсуждение и анонимному рецензенту
за ценные замечания, способствовавшие существенному улучшению изложения.
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