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В данной статье определяется двухуровневая игра, в которой на первом уровне рассматривается ко-

алиционное разбиение множества игроков N , где каждая коалиция Si ⊂ N , i = 1, . . . ,m (Si ∩ Sj = ∅),
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Ключевые слова: коалиционное разбиение, кооперативные дифференциальные игры с трансферабель-

ными выигрышами, Парето-оптимальность, процедура распределения выигрыша, временная состоятель-

ность.

L.A. Petrosyan, D.W.K. Yeung. Two-level cooperation in a class of non-zero-sum differential

games.

A two-level game is considered. At the first level, the set of players N is partitioned into coalitions Si ⊂ N ,

i = 1, . . . ,m, such that Si ∩ Sj = ∅ for i 6= j and each coalition plays against other coalitions a non-zero-

sum cooperative differential game with prescribed duration and nontransferable payoffs. At the second level,

within each coalition, the players are engaged in a cooperative differential game with prescribed duration and

transferrable payoffs. The concept of solution is proposed for this type of two-level games. The properties of a

solution, namely, its time consistency or dynamic stability, are studied.

Keywords: coalition partition, cooperative differential game with transferable payoffs, Pareto optimality,

payoff distribution procedure, time consistency.

MSC: 91A12, 91A23

DOI: 10.21538/0134-4889-2019-25-1-166-173

1. Введение

Во многих случаях страны вступают в коалиции, подкрепленные договорными обязатель-
ствами с целью продвижения своих интересов на международной арене. Страны создают тор-
говые коалиции, потому что считают, что свободная торговля приносит им пользу, и часто та-
кие коалиции имеют тенденцию быть региональными, потому что удобнее достичь соглашения
с ближайшими соседями, чем с удаленными партнерами. Более века формировались торговые
коалиции, валютные блоки, политические и экономические союзы. Исследования различного
рода блоков не редкость. В работах [1–6] изучались блоки и соглашения о мировой торговле.
В данной работе, которая является расширенным вариантом статьи [7], представлена диф-
ференциальная игра с разбиением множества игроков на коалиции. Общие интересы игроков
внутри коалиции отражаются в их общих предпочтениях, которые не разделяют игроки вне
коалиции. Кроме того, могут существовать ресурсы, принадлежащие исключительно участ-
никам коалиции, и на некоторую динамику коалиций может влиять только контроль игроков
внутри коалиции. В статье [8] впервые представлена базовая структура кооперативной диф-
ференциальной игры с коалициями в качестве игроков. В данной работе представлен Парето-
оптимальный подход, который отражает кооперативный результат конкурирующих коалиций.

1Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект 17-11-01079).
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Этот подход отличается от подхода, представленного в [8], где все коалиции полностью сотруд-
ничают как в кооперативной дифференциальной игре с трансферабельными выигрышами.
Внутрикоалиционное распределение выигрыша также изучается в настоящей работе. Чтобы
гарантировать временную состоятельность (динамическую устойчивость) в динамичной схеме
коалиционного сотрудничества, выплаты игрокам на уровне коалиций должны удовлетворять
индивидуальной рациональности, а дележи внутри коалиций должны удовлетворять свой-
ству динамической устойчивости. Для удовлетворения индивидуальной рациональности мы
используем подход, впервые представленный в [9].

2. Модель

Рассмотрим неантагонистическую дифференциальную игру Γ(x0, T − t0) с множеством иг-
роков N = {1, . . . , i, . . . , n} и предписанной продолжительностью T − t0. Уравнения движения
имеют вид

ẋi = fi(x, u1, . . . , un), xi ∈ R
m, ui ∈ Ui ⊂ CompRq,

xi(t0) = xi0, i = 1, . . . n.
(2.1)

Функции выигрыша определяются как

Hi(x0, T − t0;u1, . . . , un) =

T
∫

t0

hi(x(t), u1, . . . , un)dt, hi ≥ 0, i = 1, . . . , n,

где x(t) — решение задачи Коши (2.1) при использовании игроками управлений u1, . . . , un.
Определим коалиционное разбиение S = (S1, . . . , Sj , . . . , Sm), Sj ⊂ N , Sj ∩ Si = ∅, i 6= j на

множестве всех игроков N . Уравнения движения для коалиции Sj определяются как совокуп-
ность уравнений движения игроков i ∈ Sj

ẋi = fi(x, u1, . . . , un), xi ∈ R
m, ui ∈ Ui ⊂ CompRq,

xi(t0) = xi0, i ∈ Sj .

Выигрыш коалиции Sj полагается равным сумме выигрышей игроков из коалиции Sj:

HSj
(x0, T − t0;u1, . . . , un) =

∑

i∈Sj

T
∫

t0

hi(x(t, u1, . . . , un))dt, j = 1, . . . ,m, (2.2)

где x(t) — решение задачи Коши (2.1), когда игроки используют управления u1, . . . , un.
Предположим, что игроки выбирают свои управления совместно (кооперируются в вы-

боре управлений) и в качестве решения (принципа оптимальности) выбрано индивидуально-
рациональное Парето-оптимальное решение.

Индивидуальная рациональность понимается в том смысле, что Парето-оптимальные вы-
игрыши должны быть не меньше, чем нижнее значение антагонистической игры (sup inf)
между коалицией Sj, выступающей как первый игрок, и коалицией остальных игроков (ко-
алицией коалиций Sk, k 6= j) с выигрышем коалиции Sj (первый игрок), равным (2.2). В
некоторых случаях (см. [8; 10]) индивидуальная рациональность понимается в том смысле,
что Парето-оптимальные выигрыши должны превосходить выигрыши в некотором равнове-
сии по Нэшу. Такой подход имеет смысл, если равновесие по Нэшу единственно. В обоих
случаях индивидуально-рациональные выигрыши мы будем обозначать через V (x0, T − t0;Sj)
j = 1, . . . ,m.

Обозначим через ū(t) = (ūS1(t), . . . , ūSj
(t), . . . , ūSm(t)) некоторое оптимальное по Парето

решение, которое можно записать также в виде

ū(t) = (ū1(t), . . . , ūi(t), . . . , ūn(t)),



168 Л.А.Петросян, Д.В.К. Янг

если использовать запись ūSj
(t) = {ūi(t), i ∈ Sj}.

Обозначим через x̄(t) = (x̄S1(t), . . . , x̄Sj
(t), . . . , x̄Sm(t)) соответствующую Парето-оптималь-

ную траекторию, которую можно также записать в виде

x̄(t) = (x̄1(t), . . . , x̄i(t), . . . , x̄n(t)),

полагаем x̄Sj
(t) = {x̄i(t), i ∈ Sj}. Обозначим через W (x0, T−t0;Sj) = HSj

(x0, T−t0, ū1, . . . , ūn),
j = 1, . . . ,m, Парето-оптимальные выигрыши коалиции Sj, j = 1, . . . ,m в игре Γ(x0, T − t0).

Рассмотрим семейство подыгр Γ(x̄(t), T − t) вдоль Парето-оптимальной траектории x̄(t),
t ∈ [t0, T ]. Предположим, что выполнено условие индивидуальной рациональности, т. е.

W (x0, T − t0;Sj) ≥ V (x0, T − t0;Sj), j = 1, . . . ,m. (2.3)

Важно, чтобы это неравенство выполнялось и вдоль Парето-оптимальной траектории x̄(t):

W (x̄(t), T − t;Sj) ≥ V (x̄(t), T − t;Sj), t ∈ [t0, T ], j = 1, . . . ,m. (2.4)

Если в какой-то момент t̄ условие (2.3) не будет выполняться для некоторого i0 ∈ {1, . . . ,m},
то коалиция Si0 получает все основания для отклонения от Парето-оптимальной траектории,
так как, действуя индивидуально, она сможет обеспечить себе в подыгре Γ(x̄(t̄), T− t̄) больший
выигрыш.

К сожалению, из (2.3) не следует выполнение неравенства (2.4) для всех t ∈ [t0, T ]. Для
обеспечения выполнения (2.4) мы введем некоторое дополнительное управление, состоящее в
перераспределении дележа вдоль Парето-оптимальной траектории x̄(t), t ∈ [t0, T ].

О п р е д е л е н и е 1. Функция γj(τ), τ ∈ [t0, T ], j = 1, . . . ,m, такая, что

T
∫

t0

γj(τ)dτ =

T
∫

t0

∑

i∈Sj

hi(x̄(τ), ū(τ))dτ, j = 1, . . . ,m,

и
T
∫

t

γj(τ)dτ ≥ V (x̄(t), T − t;Sj), j = 1, . . . ,m,

называется состоятельной во времени (динамически устойчивой) процедурой распределения
выигрыша (ПРВ).

Подстановка вместо
∑

i∈Sj
hi(x̄(τ), ū(τ)) функции γj(τ) обеспечивает выполнение условия

индивидуальной рациональности при движении вдоль Парето-оптимальной (в данном случае
“кооперативной”) траектории x̄(τ), τ ∈ [t0, T ].

Теорема 1. ПРВ γj(τ), вычисляемая по формуле

γj(t) =

∫ T

t0

∑

i∈Sj

hi(x̄(τ), ū(τ))dτ − V (x̄(t0), T − t0;Sj)

T − t0
−

d

dt
V (x̄(t), T − t;Sj), (2.5)

где t ∈ [t0, T ], j = 1, . . . ,m, является состоятельной во времени (динамически устойчивой)
ПРВ и, следовательно, гарантирует выполнение условия индивидуальной рациональности

вдоль оптимальной траектории при τ ∈ [t0, T ].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем обозначение

T
∫

t0

∑

i∈Sj

hi(x̄(τ))dτ − V (x0, T − t0;Sj) = FSj
≥ 0, j = 1, . . . ,m,
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Тогда
T
∫

t

γj(τ)dτ =
T − t

T − t0
FSj

− [V (x̄(T ), 0;Sj)− V (x̄(t), T − t;Sj)]

=
T − t

T − t0
FSj

+ V (x̄(t), T − t;Sj) ≥ V (x̄(t), T − t;Sj). �

Когда игра Γ(x0, T−t0) развивается вдоль Парето-оптимальной траектории и коалиция Sj ,
j = 1, 2, получает свой мгновенный выигрыш в соответствии с ПРВ γj(τ), τ ∈ [t0, T ], то между
игроками коалиции Sj происходит кооперативная игра Γ(x̄, T − t;Sj) с трансферабельными
выигрышами. В каждый момент времени t ∈ [t0, T − t0) коалиция Sj должна распределить

свой суммарный выигрыш

∫ T

t

γj(τ)dτ в подыгре Γ(x̄(t), T − t;Sj).

В качестве принципа оптимальности мы в этом случае можем выбрать вектор Шепли или
принцип равного распределения эксцесса. С этой целью нам необходимо определить характери-
стическую функцию в игре с трансферабельными выигрышами между игроками, входящими
в коалицию Sj, j = 1, . . . ,m.

Сперва определим значение характеристической функции для самой коалиции Sj, j =
1, . . . ,m. В игре Γ(x0, T − t0) положим его равным W (x0, T − t0;Sj), j = 1, . . . ,m, а в подыграх
Γ(x̄(t)) вдоль Парето-оптимальной траектории — величине W (x̄(t), T − t;Sj), t ∈ [t0, T ], j =
1, . . . ,m.

При определении характеристической функции для каждого подмножества L ⊂ Sj , L 6= Sj

мы предполагаем, что игроки, входящие в дополняющую коалицию N\Sj , используют Парето-
оптимальные стратегии ūN\Sj

, определенные для коалиций на первом уровне кооперации. То
же предположение мы делаем и для игроков из коалиции L ⊂ Sj, j = 1, . . . ,m. При этом
предположении мы определим значение характеристической функции для любой коалиции
L ⊂ Sj , L 6= Sj как минимальный выигрыш, который коалиция L может получить, если
игроки из Sj\L будут пытаться минимизировать выигрыш коалиции L.

Отсюда получаем формулы для значений характеристической функции ω(L, j), L ⊂ Sj ,
j = 1, 2, . . . ,m,

ω(L, j) = ω(x̄(t), T − t;L,Sj) = min
uSj\L

Hj

(

x̄(t), T − t; ūL, ūN\Sj
, uSj\L

)

,

где uSj\L = {ui, i ∈ Sj\L}, L ⊂ Sj в подыгре Γ(x̄(t), T − t;Sj),

ω(Sj, j) = ω(x̄(t), T − t;Sj, Sj) = W (x̄(t), T − t;Sj).

О п р е д е л е н и е 2. Функция ω(x̄(t), T − t;L,Sj), j = 1, . . . ,m, супераддитивна по L,
если имеет место неравенство

ω(x̄(t), T − t;L1 ∪ L2;Sj) ≥ ω(x̄(t), T − t;L1;Sj) + ω(x̄(t), T − t;L2;Sj)

для любых непересекающихся множеств L1, L2, L1 ⊂ N , L2 ⊂ N .

Теорема 2. Функция ω(x̄(t), T − t;L,Sj), j = 1, . . . ,m, супераддитивна по L.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим через uA = {ui, i ∈ A ⊂ N}, тогда имеют место
следующие неравенства:

ω(x̄(t), T − t;L1 ∪ L2;Sj) = min
uSj\(L1∪L2)

∑

i∈L1∪L2

Hi(x̄(t), T − t; ūL1∪L2 , ūN\Sj
, uSj\(L1∪L2))

≥ min
uSj\(L1∪L2)

∑

i∈L1

Hi(x̄(t), T − t; ūL1∪L2 , ūN\Sj
, uSj\(L1∪L2))
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+ min
uSj\(L1∪L2)

∑

i∈L2

Hi(x̄(t), T − t; ūL1∪L2 , ūN\Sj
, uSj\(L1∪L2))

≥ min
uSj\L1

∑

i∈L1

Hi(x̄(t), T − t; ūL1 , ūN\Sj
, uSj\L1

) + min
uSj\L2

∑

i∈L2

Hi(x̄(t), T − t; ūL2 , ūN\Sj
, uSj\L2

)

= ω(x̄(t), T − t, L1;Sj) + ω(x̄(t), T − t, L2;Sj). �

Определим вектор Шепли в кооперативных подыграх с трансферабельными выигрышами
Γ(x̄, T − t;Sj), t ∈ [t0, T ], вдоль Парето-оптимальной траектории x̄(t), t ∈ [t0, T ],

Shi(x̄(t), T − t;Sj) =
∑

L⊂Sj :i∈L

(|L| − 1)!(|Sj | − |L|)!

|Sj|!

×
[

ω(x̄(t), T − t;L,Sj)− ω(x̄(t), T − t;L− {i}, Sj)
]

, i ∈ Sj . (2.6)

Здесь следует отметить, что в данном случае локальная кооперативная дифференциальная
игра Γ(x0, T − t0;Sj) с трансферабельными выигрышами развивается не вдоль траектории,
максимизирующей суммарный выигрыш игроков, а вдоль Парето-оптимальной траектории,
дающей в результате суммарный выигрыш игроков из Sj, равный W (x0, T − t0;Sj), что вовсе
не обязательно совпадает с максимальным суммарным выигрышем игроков из Sj, j = 1, . . . ,m.

Для обеспечения динамической устойчивости (состоятельности во времени) вектора Шепли
определим ПРД [10–12] (процедуру распределения дележа) применительно к вектору Шепли
по формуле

βi(t) = −
d

dt
Sh(x̄(t), T − t;Sj), i ∈ Sj .

Дележ в кооперативной игре Γ(x0, T−t0;Sj) может быть осуществлен и на основе принципа
“равных эксцессов”, что дает следующее выражение для компонент дележа в подыграх Γ(x̄, T−
t;Sj):

αi(t) = ω(x̄(t), {i};Sj)+
1

|Sj|

[

W (x̄(t), T − t;Sj)−
∑

i∈Sj

ω(x̄(t), T − t; {i})
]

, i ∈ Sj, j = 1, . . . ,m.

Для обеспечения динамической устойчивости (состоятельности во времени) необходимо
ввести ПРД так же, как это делалось в случае вектора Шепли, т. е.

βi(t) = −
d

dt
αi, i ∈ Sj , j = 1, . . . ,m. (2.7)

Таким образом, нами построено динамически устойчивое (состоятельное во времени) ре-
шение в двухуровневой кооперативной дифференциальной игре, в которой на первом уровне
кооперации игроки используют в качестве принципа оптимальности Парето-оптимальное ре-
шение и кооперируются на уровне совместного выбора стратегий (при этом индивидуальная
рациональность достигается введением ПРВ [9;13] по формуле (2.5)), а на втором уровне — пол-
ную кооперацию, сводящуюся к совместным действиям, обеспечивающим получение Парето-
оптимального выигрыша и последующего его распределения между членами коалиции Sj ,
j = 1, . . . ,m. При этом динамическая устойчивость (состоятельность во времени) достига-
ется использованием ПРД для вектора Шепли и принципа равного распределения эксцессов
(см.(2.6), (2.7)).

П р и м е р. В этом примере мы покажем каким образом строится ПРВ при сохранения
свойства индивидуальной рациональности при движении вдоль Парето-оптимальной траекто-
рии на верхнем уровне в случае, когда разбиение на коалиции состоит только из двух мно-
жеств S1, S2.
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Уравнения движения имеют вид

ẋ = a− bx− u1 − u2, x(t0) = x0,

x ∈ R
1, uj ∈ Uj ⊂ R

1, j = 1, 2,
(2.8)

где a, b — положительные постоянные.
Выигрыш коалиции Sj, j = 1, 2, определяется про формулам

HSj
(x0, T − t0;u1, u2) =

T
∫

t0

(

hjuj(t)− cju
2
j (t)x

−1(t) + kjx(t)
)

dt.

Следующие результаты хорошо известны, но мы приводим их здесь для лучшего понима-
ния последующих выкладок [9]. В принципе, под индивидуальной рациональностью мы будем
понимать выигрыши коалиций S1, S2 в равновесии по Нэшу. Индивидуально-рациональные
выигрыши в игре Γ(x, T − t;Sj), j ∈ {1, 2}, V (x, T − t;Sj) являются решениями Беллмана—
Якоби— Айзекса

d

dt
V (x, T−t;Sj) = max

uj

{

[hjuj−cju
2
jx

−1+kjxj]+
∂

∂x
V (x, T−t;Sj)×[a−bx−uj−u2−j]

}

, j = 1, 2.

(2.9)
Максимизация в (2.9) дает нам

u∗j(t, x) =

[

hi −
∂

∂x
V (x, T − t;Sj)

]

x

2cj
, j = 1, 2, x ∈ R

1.

Вычислим теперь Парето-оптимальные выигрыши и Парето-оптимальную траекторию.
Парето-оптимальное решение может быть получено решением следующей задачи максими-
зации:

Wα(x0, T − t0) = max
u1,u2

{α1HS1(x0, T − t0;u1, u2) + α2HS2(x0, T − t0;u1, u2)}

= max
u1,u2

{

T
∫

t0

[

α1(h1u1(t)− c1u
2
1(t)x

−1(t) + k1x(t)) + α2(h2u2(t)− c2u
2
2(t)x

−1(t) + k2x(t))
]

dt

}

,

при условии (2.8) и α = (α1, α2), α1 + α2 = 1, αi ≥ 0. Используя технику динамическо-
го программирования, мы можем найти выражение для Wα(x, T − t). Пусть Wαj (x, T − t)
(j = 1, 2) — Парето-оптимальные выигрыши каждой из коалиций S1, S2. Для выполнения
условия индивидуальной рациональности в начальный момент времени должно иметь место

Wαj(x0, T − t0) ≥ V (x0, T − t0;Sj), j = 1, 2. (2.10)

В то же время, как показано в [9], в этом семействе игр может не найтись таких коэффици-
ентов α, чтобы условие индивидуальной рациональности (2.10) выполнялось на всем отрезке
времени [t0, T ]. Тем не менее можно показать, что существует такое α, что условие (2.10) вы-
полнено в момент времени t0. Для решения проблемы мы используем ПРВ (2.5), которая в
нашем случае имеет вид

γj =
Wαj(x0, T − t0)− V (x0, T − t0;Sj)

T − t0
−

d

dt
V (x̄(t), T − t;Sj).

Этот пример иллюстрирует построение ПРВ в игре коалиций. Пример ПРД для обеспече-
ния динамически устойчивых дележей можно найти в монографии [9].
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