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ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО ТИПА НА ОСИ1

Д. В. Горбачев

Мы изучаем весовой вариант неравенства Никольского —Бернштейна

‖Λk
αf‖q,α ≤ L(α, p, q, k)σ(2α+2)(1/p−1/q)+k‖f‖p,α, α ≥ −1/2,

на подпространстве Eσ ∩ Lp(R, |x|2α+1 dx) целых функций экспоненциального типа. Здесь Λα — диф-
ференциально-разностный оператор Данкля, вторая степень которого порождает дифференциально-раз-
ностный оператор Бесселя Bα. При (p, q) = (1,∞) мы находим точные константы для неотрицательных
функций

L∗

0(α)+ =
1

22α+2
, L∗

1(α)+ =
1

22α+4(α+ 2)
,

где L∗

r(α)+ = (α+ 1)c−2
α L(α, 1,∞,2r)+ — нормализованная константа Никольского — Бернштейна. Един-

ственными (с точностью до констант) экстремальными функциями являются соответственно функции
j2α+1(x/2) и x2j2α+2(x/2). Для доказательства этих результатов мы применяем квадратурную форму-
лу Маркова с узлами в нулях функции Бесселя, а также следующее обобщение недавнего результата
В.В.Арестова, А. Г.Бабенко, М.В.Дейкаловой и A. Хорват:

L(α, p,∞, 2r) = supBr
αf(0), r ∈ Z+,

где верхняя грань берется по всем четным действительным функциям на R, принадлежащим E1
p,α. Наш

подход основывается на одномерном гармоническом анализе Данкля. В частности, применяется четный
положительный оператор обобщенного сдвига Данкля T t

α, который ограничен в Lp(R, |t|2α+1 dt) с кон-
стантой 1, инвариантен на подпространстве Eσ

p,α и коммутативен с Bα.
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D. V.Gorbachev. Nikolskii –Bernstein constants for nonnegative entire functions of exponential

type on the axis.

We investigate a weighted version of the Nikolskii–Bernstein inequality

‖Λk
αf‖q,α ≤ L(α, p, q, k)σ(2α+2)(1/p−1/q)+k‖f‖p,α, α ≥ −1/2,

on the subspace Eσ∩Lp(R, |x|2α+1 dx) of entire functions of exponential type. Here Λα is the Dunkl differential-
difference operator whose second power generates the Bessel differential-difference operator Bα. For (p, q) =
(1,∞), we compute the following sharp constants for nonnegative functions:

L∗

0(α)+ =
1

22α+2
, L∗

1(α)+ =
1

22α+4(α+ 2)
,

where L∗

r(α)+ = (α + 1)c−2
α L(α, 1,∞, 2r)+ denotes the normalized Nikolskii–Bernstein constant. There are

unique (up to a constant factor) extremizers j2α+1(x/2) and x2j2α+2(x/2), respectively. These results are proved
with the use of the Markov quadrature formula with nodes at zeros of the Bessel function and the following
generalization of Arestov, Babenko, Deikalova, and Horváth’s recent result:

L(α, p,∞, 2r) = supBr
αf(0), r ∈ Z+,

where the supremum is taken over all even real functions on R belonging to E1
p,α. Our approach is based on

the one-dimensional Dunkl harmonic analysis. In particular, we use the even positive Dunkl-type generalized
translation operator T t

α, which is bounded on Lp(R, |t|2α+1 dt) with constant 1, is invariant on the subspace
Eσ
p,α, and commutes with Bα.

Keywords: weighted Nikolskii–Bernstein inequality, sharp constant, entire function of exponential type, Dunkl
transform, generalized translation operator, Bessel function.

MSC: 41A17

DOI: 10.21538/0134-4889-2018-24-4-92-103

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 18-11-00199).



Константы Никольского— Бернштейна для неотрицательных целых функций 93

1. Введение

Пусть Eσ — множество целых функций экспоненциального типа не больше σ > 0. Изуча-
емые в статье функции f ∈ Eσ при сделанных далее дополнительных предположениях будут
ограничены на действительной оси. Как известно (см., например, [1, Ch. 4]), в этом случае они
характеризуются оценкой

|f(z)| ≤ ‖f‖C(R)e
σ|Im z| ∀ z ∈ C.

Мы изучаем варианты классических неравенств Бернштейна

‖f (k)‖p ≤ σk‖f‖p, 0 < p ≤ ∞, k ∈ N,

и Никольского
‖f‖q ≤ C(p, q)σ1/p−1/q‖f‖p, 0 < p ≤ q ≤ ∞,

для подпространства функций Eσ ∩ Lp(R) (см., например, [18; 20, Ch. 3]). Комбинация этих
неравенств

‖f (k)‖q ≤ C(p, q, k)σ1/p−1/q+k‖f‖p, k ∈ Z+, (1.1)

называется неравенством Никольского—Бернштейна.
Классические неравенства Никольского— Бернштейна для полиномов и функций имеют

большое значение в разных разделах математики, в частности, в теории приближения и вложе-
нии пространств Lp (см., например, [20]). Им и их обобщениям посвящено большое количество
работ; см., например, недавние работы [4; 6], содержащие обширную библиографию.

Неравенство (1.1) точно по порядку при изменении σ, однако точные константы C(p, q, k)
известны только при p = q (см., например, [1, гл. IV]) и (p, q) = (2,∞), k ∈ Z+, где оно
является простым следствием неравенства Коши–Буняковского (для случая тригонометри-
ческих многочленов см. [24, п. 4.9 (8)]). Даже в случае равномерной и интегральной норм
(p, q) = (1,∞) вопрос о точном значении C(1,∞, 0) остается открытым. В работе [11] доказа-
ны оценки 2πC(1,∞, 0) ∈ (1.081, 1.098). Интересно отдельно упомянуть случай p = 0, q > 0,
где известна точная константа для тригонометрических многочленов [3].

В этой работе мы изучаем весовой вариант неравенства (1.1)

‖Λk
αf‖q,α ≤ L(α, p, q, k)σ(2α+2)(1/p−1/q)+k‖f‖p,α (1.2)

на подпространстве функций

Eσ
p,α = Eσ ∩ Lp

α, Lp
α = Lp(R, |x|2α+1 dx).

Здесь параметр α ≥ −1/2, Lp
α — пространство Лебега комплекснозначных функций с конечной

нормой

‖f‖p,α =

(
∫

R

|f(x)|p|x|2α+1 dx

)1/p

, ‖f‖∞ = ‖f‖∞,α = ess sup
x∈R

|f(x)|

и L∞(R) = C(R) для непрерывных функций. Через

Λαf(x) = f ′(x) +
2α+ 1

x

f(x)− f(−x)

2

обозначен дифференциально-разностный оператор Данкля [23]. При k = 2 получаем диффе-
ренциально-разностный оператор Бесселя

Bαf(x) = Λ2
αf(x) =

( d2

dx2
+

2α+ 1

x

d

dx

)

f(x)− 2α+ 1

x2
f(x)− f(−x)

2
.
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Множитель σ(2α+2)(1/p−1/q)+k в неравенстве (1.2) появляется в силу однородности (1.2) от-
носительно дилатации δλf(x) = f(λx). Действительно, легко убедиться, что Λαδλ = λδλΛα и
‖δλf‖p,α = λ−(2α+2)/p‖f‖p,α. Таким образом, точную константу в неравенстве (1.2) достаточно
изучать при σ = 1.

Конечность константы L(α, p, q, k) для четных k ≥ 0 при 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ следует из
[15, Remark 7.9, d = 1]. Случай нечетных k может быть разобран аналогично.

Константа Никольского L(α, p, q, 0) исследовалась в недавних работах [4] (случай четных
функций) и [12] (общий случай). Доказано, что при α ≥ −1/2 и p ∈ [1,∞)

L(α, p,∞, 0) = sup {f(0) : f ∈ E1
p,α — четная действительная функция на R и ‖f‖p,α ≤ 1}.

(1.3)
Кроме того, в [4] установлено, что в (1.3) существует экстремальная функция f∗ ∈ E1

p,α такая,
что f∗(0) = L(α, p,∞, 0) и ‖f∗‖p,α = 1. При p > 1 она единственная. Функция f∗ характеризу-
ется ортогональностью |f∗(x)|p−1 sign f∗(x) подпространству четных функций из E1

p,α, равных
нулю при x = 0.

Следуя [12], введем нормализованную константу Никольского

L∗(α, p) = ((α+ 1)c−2
α )1/pL(α, p,∞, 0), (1.4)

где

cα =
1

2α+1Γ(α+ 1)
. (1.5)

В [12] показано, что L∗(α, p) ≤ ⌈p/2⌉
2α+2

p для всех p ∈ (0,∞), где ⌈a⌉ обозначает наименьшее
целое число, не меньшее, чем a. Равенство достигается только при p = 2. Кроме того, для
фиксированного p ∈ [1,∞)

L∗(α, p) ≥ (p/2)
2α+2

p
(1+o(1)), α → ∞. (1.6)

Легко показать, пользуясь теорией одномерного преобразования Данкля (см. разд. 2), что
при α ≥ −1/2 и k ∈ Z+ справедливы следующие равенства:

L(α, 2, 2, k) = 1, L(α, 2,∞, k) = cα(k + α+ 1)−1/2. (1.7)

В работе [21] доказано следующее неравенство Бернштейна для четных функций f ∈ Eσ
p,α:

‖Bαf‖p,α ≤ (2α+ 2)‖f‖p,α, α ≥ −1/2, 1 ≤ p ≤ ∞,

причем при p = ∞ оно точное.
При p 6= 2,∞ вопрос о точной весовой константе Бернштейна L(α, p, p, k) при α > −1/2,

k ≥ 1, по-видимому, открыт.
Перейдем к формулировке основных результатов работы. Пока константы Никольского—

Бернштейна L(α, p, q, k) остаются неизвестными для почти всех значений параметров, боль-
шой интерес приобретают их точные значения на подмножествах E1

p,α. Рассмотрим следующее
точное неравенство Никольского— Бернштейна для неотрицательных функций:

‖Λk
αf‖q,α ≤ L(α, p, q, k)+‖f‖p,α, f ∈ E1

p,α, f ≥ 0. (1.8)

Мы вычислим константу L(α, p, q, k)+ при (p, q) = (1,∞) и k = 0, 2. В этом случае Λk
α = I,Bα,

где I — тождественный оператор.
По аналогии с (1.4) введем нормализованную константу Никольского— Бернштейна для

неотрицательных функций

L∗
r(α)+ = (α+ 1)c−2

α L(α, 1,∞, 2r)+, r ∈ Z+, (1.9)

и пусть jα(t) = Γ(α+ 1)(2/t)αJα(t) — нормированная функция Бесселя порядка α.
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Теорема 1. Пусть α ≥ −1/2. Тогда

(i) при r = 0

L∗
0(α)+ =

1

22α+2

и единственной с точностью до константы экстремальной функцией в неравенстве (1.8)
является функция j2α+1(x/2);

(ii) при r = 1

L∗
1(α)+ =

1

22α+4(α+ 2)

и единственной с точностью до константы экстремальной функцией в неравенстве (1.8)
является функция x2j2α+2(x/2).

Для полуцелых α = n/2 − 1, n ∈ N, множество четных функций из Eσ ∩ Lp(R+, x
n−1 dx)

можно отождествить с классом радиальных целых функций экспоненциального сферического
типа не больше σ, принадлежащих Lp(Rn) (см., например, [9]). Поэтому точной константой в
соответствующем многомерном неравенстве Никольского будет константа Leven(n/2−1, p, q, 0).
Для неотрицательных функций константа Leven(n/2− 1, 1,∞, 0)+ найдена в работе [6]. Таким
образом, в теореме 1 (i) основным результатом является расширение области изменения пара-
метра α. Кроме того, (i) уточняет асимптотическую оценку (1.6). Также необходимо отметить,
что задача Leven(n/2− 1, 1,∞, 0)+ может быть переформулирована как экстремальная задача
Турана для целых функций экспоненциального сферического типа [10;22].

Как в работе [6], для доказательства теоремы 1 мы воспользуемся методом квадратурных
формул по нулям функции Бесселя, точных для целых функций экспоненциального типа.

Дальнейшая организация работы следующая. В разд. 2 мы приведем некоторые вспомога-
тельные результаты, в том числе установим (1.7). В разд. 3 доказывается следующая теорема,
которая обобщает равенство (1.3).

Теорема 2. При α ≥ −1/2 и p ∈ [1,∞] для произвольного r ∈ Z+ имеем

L(α, p,∞, 2r) = sup {Br
αf(0) : f ∈ E1

p,α — четная действительная функция на R и ‖f‖p,α ≤ 1}.

Существует экстремальная функция f∗ ∈ E1
p,α такая, что Br

αf(0) = L(α, p,∞, 2r) и

‖f∗‖p,α = 1. При 1 < p < ∞ она единственная.

Опираясь на этот результат, в разд. 4 мы докажем основную теорему 1: в подразд. 4.1 —
утверждение (i), а в подразд. 4.2 — утверждение (ii).

2. Вспомогательные утверждения

2.1. Одномерное преобразование Данкля

Гармонический анализ в пространствах Lp
α основывается на одномерном преобразовании

Данкля Fα, ассоциированном с группой отражений Z2 и функцией кратности k(·) ≡ α+1/2 ≥ 0
(см., например, [19; 23]):

Fα(f)(y) = cα

∫

R

f(x)eα(−xy)|x|2α+1 dx, y ∈ R,

где константа cα определена в (1.5) и eα(t) — обобщенная экспонента,

eα(t) = jα(t)− ij′α(t) = jα(t) +
it

2(α + 1)
jα+1(t).
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Напомним, что здесь jα(t) = Γ(α + 1)(2/t)αJα(t) — нормированная функция Бесселя. Она
является четной целой функцией экспоненциального типа 1 с разложением в бесконечное про-
изведение

jα(t) =
∞
∏

k=1

(

1− t2

q2α,k

)

,

где qα,1 < qα,2 < . . . — положительные нули функции Бесселя Jα(t). Другие многочисленные
свойства функции Бесселя можно найти в [5, Chap. 7].

Справедливы оценки

|eα(t)| ≤ eα(0) = 1, |jα(t)| ≤ jα(0) = 1, t ∈ R. (2.1)

На четных функциях преобразование Данкля совпадает с преобразованием Ганкеля

Hα(f)(y) = cα

∫

R

f(x)jα(xy)|x|2α+1 dx =
1

2αΓ(α+ 1)

∞
∫

0

f(x)jα(xy)x
2α+1 dx.

Оператор Fα унитарный в пространстве L2
α, F−1

α (f)(x) = Fα(f)(−x) и автоморфен на
классе шварцовских функций S(R).

Для функций из Lp
α при 1 ≤ p ≤ 2 справедливо неравенство Хаусдорфа— Юнга. При p > 2

преобразование Данкля понимается как распределение.
Для дифференциально-разностных операторов Данкля Λα и Бесселя Bα = Λ2

α соответ-
ственно имеем Λαeα(λx) = iλeα(λx), Bαeα(λx) = −λ2eα(λx) и Bαjα(λx) = −λ2jα(λx), откуда

Fα(Λαf)(y) = iyFα(f)(y), Fα(Bαf)(y) = −y2Fα(f)(y). (2.2)

Нам потребуется положительный оператор обобщенного сдвига Данкля T t
α, подробно изу-

ченный в работе [15, Sect. 3, d = 1]. Изначально он определяется в L2
α как мультипликатор

Данкля

T t
αf(x) = cα

∫

R

jα(ty)Fα(f)(y)eα(xy)|y|2α+1 dy, y, t ∈ R, (2.3)

что эквивалентно Fα(T
t
αf(·))(y) = jα(ty)Fα(f)(y).

При α = −1/2 имеем T t
−1/2f(x) = 2−1(f(x − t) + f(x + t)), а при α > −1/2 справедливо

интегральное представление

T t
αf(x) = Cα

π
∫

0

[

feven(A) + (x− t cos θ)
fodd(A)

A

]

sin2α θ dθ, (2.4)

где A =
√
x2 + t2 − 2xt cos θ, feven и fodd — соответственно четная и нечетная части функции f

и Cα — нормировочная константа, получаемая из условия T t
α1 = 1:

Cα =
Γ(α+ 1)

Γ(1/2)Γ(α + 1/2)
.

Представление (2.4) позволяет определить оператор T t
α на локально интегрируемых функциях.

На четных функциях получаем оператор обобщенного сдвига Бесселя.
Оператор T t

α четный по t, положительный, самосопряженный и T 0
α = I. При p ≥ 1 он

Lp
α-ограничен с константой 1 как по x, так и по t [15]. В частности, для каждого x ∈ R

(
∫

R

|T t
αf(x)|p|t|2α+1 dt

)1/p

≤ ‖f‖p,α, 1 ≤ p ≤ ∞. (2.5)
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2.2. Доказательство равенств (1.7)

По теореме Пэли— Винера для преобразования Данкля (см. [2, Sect. 5]) функция f принад-
лежит Eσ

p,α, 1 ≤ p ≤ ∞, тогда и только тогда, когда носитель ее преобразования Данкля Fα(f)
содержится в [−σ, σ]. В частности, функции f ∈ Eσ

2,α имеют представление

f(x) = cα

σ
∫

−σ

Fα(f)(y)eα(xy)|y|2α+1 dy, x ∈ R.

Отсюда и (2.2) следует, что

Λk
αf(x) = cα

σ
∫

−σ

(iy)kFα(f)(y)eα(xy)|y|2α+1 dy. (2.6)

Далее стандартными рассуждениями с помощью равенства Планшереля ‖f‖2,α = ‖Fα(f)‖2,α
находим

‖Λk
αf‖2,α =

(

σ
∫

−σ

|y|2k|Fα(f)(y)|2|y|2α+1 dy

)1/2

≤ σk

(

σ
∫

−σ

|Fα(f)(y)|2|y|2α+1 dy

)1/2

= σk‖f‖2,α.

Точность здесь устанавливается на последовательности функций

fε(x) = cα

∫

(1−ε)σ≤|y|≤σ

eα(xy)|y|2α+1 dy, ε → 0.

Таким образом, L(α, 2, 2, k) = 1.

Применяя в (2.6) неравенство Коши— Буняковского, с учетом (2.1) получаем

‖Λk
αf‖∞ ≤ cα

(

σ
∫

−σ

|y|2k|y|2α+1 dy

)1/2(
σ
∫

−σ

|Fα(f)(y)|2|y|2α+1 dy

)1/2

= cα

( 2σ2k+2α+2

2k + 2α+ 2

)1/2
(
∫

R

|f(x)|2|x|2α+1 dx

)1/2

=
cασ

k+α+1

(k + α+ 1)1/2
‖f‖2,α,

где равенство достигается на единственной с точностью до константы функции

f∗(x) = cα

σ
∫

−σ

(−iy)keα(xy)|y|2α+1 dy.

Это влечет искомое равенство L(α, 2,∞, k) = cα(k + α+ 1)−1/2.

3. Доказательство теоремы 2

В безвесовом случае теорема элементарно вытекает из инвариантности производной функ-
ции f , класса Eσ и нормы ‖f‖p относительно сдвига f(x+t). В весовом случае мы воспользуем-
ся оператором обобщенного сдвига T t

α и покажем, что дифференциально-разностный оператор
Бесселя Bα и класс Eσ инвариантны относительно T t

α, а для нормы ‖f‖p,α имеем свойство (2.5).

Приведем эти и другие вспомогательные факты для функций f ∈ Eσ
p,α, p ≥ 1.
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1. Класс Eσ
p,α вкладывается в безвесовой класс Eσ

p,−1/2. Поэтому при 1 ≤ p < ∞ имеем

f(x) → 0 при x → ±∞ [4, Subsect. 4.3]. Отсюда и из классического неравенства Бернштейна
вытекает, что любая производная функции f стремится к нулю, а следовательно, для произ-
вольного k ∈ Z+

Λk
αf(x) → 0, x → ±∞. (3.1)

2. Для произвольной фиксированной точки x0 ∈ R рассмотрим функцию g(t) = T t
αf(x0),

t ∈ R. Тогда g(0) = f(x0) по T 0
α = I и ‖g‖p,α ≤ ‖f‖p,α по (2.5). В [12, лемма 1] двумя спосо-

бами доказано, что функция g(t) продолжается до четной целой функции экспоненциального
типа не больше σ. Один из них напрямую использует интегральное представление (2.4). Дру-
гой способ основывается на теореме Пэли— Винера и том факте, что преобразование Данкля
(понимаемое как распределение) функции g(t) в силу (2.3) равно Fα(g)(y) = eα(x0y)Fα(f)(y).

3. На классе функций f ∈ Lp
α∩C∞(R) справедливо следующее свойство коммутативности:

Br
αg(t) = T t

αF (x0), (3.2)

где

g(t) = T t
αf(x0), F (x) = Br

αf(x), r ∈ N.

Действительно, на плотном подмножестве шварцовских функций в силу (2.3) и (2.2) имеем

T t
αF (x0) = cα

∫

R

(−y2)rjα(ty)Fα(f)(y)eα(x0y)|y|2α+1 dy

= cα

∫

R

Br
α(jα( · y))(t)Fα(f)(y)eα(x0y)|y|2α+1 dy = Br

αg(t).

Другой способ доказать (3.2) — воспользоваться интегральным представлением оператора T t
α,

однако данный путь более громоздкий.

Приступим к доказательству теоремы 2. Напомним, что при α ≥ −1/2, 1 ≤ p < ∞ и r = 0
она доказана в работах [4, теорема 2] (случай четных функций) и [12, теорема 1] (общий
случай).

Пусть вначале 1 ≤ p < ∞ и f ∈ E1
p,α — произвольная функция такая, что ‖f‖p,α ≤ 1.

Положим F (x) = Br
αf(x).

Аналогично [4, Lemma 2 (4)] доказывается, что можно ограничиться действительными на R

функциями f . В самом деле, иначе можно рассмотреть действительную функцию

f0(x) =
f(x) + f(x)

2
∈ E1

p,α,

для которой ‖f0‖p,α ≤ ‖f‖p,α ≤ 1 и Br
αf0(0) = Br

αf(0).

Из (3.1) выводим, что ‖F‖∞ = |F (x0)| для некоторой точки x0 ∈ R. Не ограничивая
общности, можно считать, что F (x0) ≥ 0.

Рассмотрим четную функцию

g(t) = c−1T t
αf(x0), c = ‖f‖p,α ≤ 1.

Как указано выше, g ∈ E1
p,α и ‖g‖p,α ≤ c−1‖f‖p,α = 1. Кроме того, в силу (3.2)

Br
αg(0) = c−1T 0

αF (x0) = c−1F (x0) ≥ ‖Br
αf‖∞.

Следовательно, L(α, p,∞, 2r) равно верхней грани Br
αg(0) по таким функциям g. Очевидно,

что при этом можно ограничиться функциями с единичной нормой.
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Если p = ∞, то для достаточно малого числа ε > 0 можно подобрать функцию f и точку x0
так, чтобы

L(α,∞,∞, 2r) < (1 + ε)F (x0).

Отсюда, как и выше, заключаем, что

supBr
αg(0) ≤ L(α,∞,∞, 2r) < (1 + ε) supBr

αg(0)

и теперь можно устремить ε к нулю.
Существование экстремальной функции f∗ следует из теоремы компактности для целых

функций экспоненциального типа [20, 3.3.6] (см. также [4, Lemma 2 (3)]). Ее единственность
при 1 < p < ∞ является простым следствием строгой выпуклости Lp

α-нормы.
Теорема 2 доказана.

4. Доказательство теоремы 1

Пусть α ≥ −1/2, τ > 0. Для произвольной четной функции f ∈ E2τ
1,α справедлива квад-

ратурная формула Маркова с положительными весами, доказанная в [7; 16] (см. также [13,
разд. 5.1])

∞
∫

0

f(x)x2α+1 dx = ρα,0(τ)f(0) +

∞
∑

k=1

ρα,k(τ)f
(qα+1,k

τ

)

, (4.1)

где ρα,0(τ) =
22αΓ2(α+ 1)(2α + 2)

τ2α+2
и ряд сходится абсолютно.

4.1. Доказательство утверждения (i)

Воспользуемся (1.3) (или теоремой 2 при r = 0) и квадратурной формулой Маркова (4.1).
Пусть f ∈ E1

1,α — произвольная неотрицательная четная функция, для которой ‖f‖1,α = 1.
Применяя к ней формулу (4.1) и отбрасывая неотрицательные слагаемые, находим

2−1 =

∞
∫

0

f(x)x2α+1 dx = ρα,0(1/2)f(0) +

∞
∑

k=1

ρα,k(1/2)f(2qα+1,k) ≥ ρα,0(1/2)f(0). (4.2)

Следовательно,

L(α, 1,∞, 0)+ = sup f(0) ≤ 1

2ρα,0(1/2)
=

1

22α+2(α+ 1)(2α+1Γ(α+ 1))2
=

1

22α+2(α+ 1)c−2
α

,

откуда для нормализованной константы Никольского (1.9) получаем оценку

L∗
0(α)+ = (α+ 1)c−2

α L(α, 1,∞, 0)+ ≥ 1

22α+2
.

Данная оценка будет точная, если в точках 2qα+1,k функция f имеет двойные нули. Отсюда
находим, что f∗(x) = cj2α+1(x/2), где константа c находится из условия ‖f∗‖1,α = 1. Поскольку
на f∗ в (4.2) имеем равенство, то c = L(α, 1,∞, 0)+.

Покажем единственность экстремальной функции f∗. Соответственно, в неравенстве (1.8)
она будет экстремальной с точностью до ненулевой константы. Так же как в работе [14], вос-
пользуемся леммой Ахиезера [17, App. VII, 10].

По теореме Вейерштрасса о разложении целой функции любая экстремальная функция
имеет вид f(x) = h(x)f∗(x), где h — четная целая функция экспоненциального типа, h(0) = 1.
Из асимптотического разложения функции Бесселя [5, 7.13.1 (3)] имеем

zα+1/2jα(z) =
2α+1/2Γ(α+ 1)

Γ(1/2)

(

cos
(

z − π(2α + 1)

4

)

+O(|z|−1e|Im z|)
)

, (4.3)
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откуда

e−|y||y|2α+3|f∗(iy)| ≍ 1, y → ±∞.

Поэтому по лемме Ахиезера функция h — четный многочлен степени не выше 2α+3. Так как
по (4.3) уже функция x2f∗(x) /∈ L1

α, то h ≡ 1. Утверждение (i) доказано.

4.2. Доказательство утверждения (ii)

Нам потребуется вариант квадратурной формулы Маркова (4.1), содержащий производ-
ные функции в нуле. Такие формулы можно найти в работе [8, Theorem 2], однако несложно
вывести нужную формулу в наших обозначениях напрямую из (4.1). Сделаем это.

Воспользуемся квадратурной формулой (4.1) для веса t2α+3 и применим его к четной функ-
ции

g(x) =
f(x)− f(0)j2α+2(τx)

x2
∈ E2τ

1,α+1.

Получаем
∞
∫

0

g(x)x2α+3 dx = ρα+1,0(τ)g(0) +

∞
∑

k=1

ρα+1,k(τ)g(qα+2,k/τ).

Из [5, 7.7.4 (30)] следует, что

∞
∫

0

j2α+2(τx)x
2α+1 dx =

22α+2Γ(α+ 1)Γ(α+ 3)

(α+ 3)τ2α+2
=

τ2ρα+1,0(τ)

2(α + 1)(α+ 3)
,

а разложение функции Бесселя в ряд Тейлора [5, 7.2.1 (2)] дает
d2j2α+2(τx)

dx2

∣

∣

∣

x=0
= − τ2

α+ 3
.

Отсюда после несложных выкладок получаем нужную формулу

∞
∫

0

f(x)x2α+1 dx =
ρα+1,0(τ)

2
f ′′(0) +

(α+ 2)τ2ρα+1,0(τ)

2(α+ 1)(α + 3)
f(0) +

∞
∑

k=1

ρα+1,k(τ)

(qα+2,k/τ)2
f(qα+2,k/τ). (4.4)

Пусть теперь f ∈ E1
1,α — неотрицательная четная функция, ‖f‖1,α = 1. Тогда f ′(0) = 0 и

Bαf(0) = (2α + 2)f ′′(0).

Отсюда и из (4.4), как и при доказательстве утверждения (i), получаем оценку

Bαf(0) ≤
2α+ 2

ρα+1,0(1/2)
=

2α+ 2

22α+4(2α+1Γ(α+ 2))2(2α + 4)
=

1

22α+4(α+ 2)(α + 1)c−2
α

,

откуда для нормализованной константы Никольского (1.9) получаем оценку

L∗
1(α)+ ≤ 1

22α+4(α+ 2)
.

Как и в подразд. 4.1, эти оценки точные и достигаются на единственной экстремальной функ-
ции f∗(x) = cx2j2α+2(x/2). Константа c находится из равенства (2α + 2)f ′′

∗ (0) = L(α, 1,∞, 2)+,

в котором f ′′
∗ (0) = 2c. Отсюда c =

L(α, 1,∞, 2)+
4(α+ 1)

.

Утверждение (ii), а вместе с ним и теорема 1, доказаны.
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