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ческих полиномов в обобщенном пространстве Лоренца Lψ,θ(T
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Введение

Статья посвящена неравенствам Джексона — Никольского для кратных тригонометриче-
ских полиномов в обобщенном пространстве Лоренца.

Пусть R
m — m-мерное евклидово пространство точек x̄ = (x1, . . . , xm) с вещественными

координатами; Im = {x̄ ∈ R
m; 0 ≤ xj ≤ 1; j = 1, . . . ,m}; m — мерный куб.

Банахово пространство X измеримых по Лебегу на Im функций называется симметрич-

ным, если
1) из того, что |f(x̄)| ≤ |g(x̄)| почти всюду на Im и g ∈ X следует, что f ∈ X и ‖f‖X ≤ ‖g‖X ;
2) из f ∈ X и равноизмеримости функций |f(x̄)| и |g(x̄)| следует, что g ∈ X и ‖f‖X = ‖g‖X

(см. [1, c.123]).
Здесь и в дальнейшем ‖f‖X означает норму элемента f ∈ X.
Пусть χe(t) — характеристическая функция множества e ⊂ Im. Функция ϕ(µe) = ‖χe‖X

называется фундаментальной функцией пространства X, где µe — мера Лебега множест-
ва e ⊂ Im. Таким образом, фундаментальная функция симметричного пространства X есть
функция ϕ(t) = ‖χ[0,t]‖X , определенная на отрезке [0, 1]. Фундаментальную функцию ϕ(t)

1Работа выполнена при поддержке Программы повышения конкурентоспособности УрФУ (поста-
новление № 211 Правительства РФ от 16.03.2013, контракт № 02.A03.21.0006 от 27.08.2013).
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симметричного пространства можно считать вогнутой, неубывающей, непрерывной на [0, 1]
функцией, причем ϕ(0) = 0 (см. [1, c. 137]). Такие функции называются Φ-функциями. Далее
X(ϕ) означает симметричное пространство с фундаментальной функцией ϕ.

Примеры сепарабельных симметричных пространств:

1. Lq(T
m) = Lq — пространство Лебега с нормой ‖f‖q =

(
∫

Im
|f(2πx̄)|qdx̄

)1/q

, 1 ≤ q <∞.

Здесь и дальнейшем T
m = [0, 2π]m, функции f — 2π-периодические по каждой переменной.

2. Пространство Лоренца Lq,θ(T
m) с нормой (см. [2, с. 228])

‖f‖q,θ =

(

θ

q

1
∫

0

(

t
∫

0

f∗(τ)dτ

)θ

tθ(
1

q
−1)−1dt

)1/θ

<∞,

где f∗(τ) — невозрастающая перестановка функции |f(2πx̄)|, x̄ ∈ Im (см. [1, c. 83]), 1 < q <∞,
1 6 θ < +∞.

Известно, что существуют постоянные C1, C2 > 0 такие, что (см. [2, с. 229])

C1‖f‖q,θ 6

(

1
∫

0

f∗
θ

(t)t
θ
q
−1dt

)1/θ

6 C2‖f‖q,θ.

Для данной функции ϕ(t), t ∈ [0, 1], положим

αϕ = limt→0

ϕ(2t)

ϕ(t)
, βϕ = limt→0

ϕ(2t)

ϕ(t)
.

Известно, что для любого симметричного пространства X(ϕ) справедливы неравенства
1 ≤ αϕ ≤ βϕ ≤ 2 [3]. Числа αϕ, βϕ называются соответственно нижним и верхним индек-

сами фундаментальной функции ϕ.
Для пространств Лебега и Лоренца фундаментальные функции ϕ(t) = t1/p и αϕ = βϕ = 21/p.
Отметим, что пространства Lq,θ2(T

m), Lp,θ1(T
m) при p 6= q имеют разные фундаментальные

функции ϕLp,θ1 (t) = t1/p, ϕLq,θ2 (t) = t1/q и их индексы соответственно равны 21/p, 21/q.
В случае p = q пространства Lp,θ2(T

m), Lp,θ1(T
m) имеют одинаковые фундаментальные

функции ϕLp,θ1 (t) = ϕLp,θ2 (t) = t1/p и их индексы соответственно равны 21/p.

В первом разделе дана краткая история исследований неравенства разных метрик для
тригонометрических полиномов. Основные результаты изложены во втором разделе. В нем
доказаны неравенства разных метрик для тригонометрических полиномов в обобщенном про-
странстве Лоренца.

1. Неравенство разных метрик для тригонометрических полиномов

в некоторых пространствах

Рассмотрим кратный тригонометрический полином

Tn(x) = Tn1,...,nm(x) =

n1
∑

k1=−n1

. . .

nm
∑

km=−nm

ake
i〈k,x〉,

где 〈k̄, x̄〉 =
∑m

j=1 kjxj , nj ∈ N, j = 1, . . . ,m.
Для тригонометрического полинома одной переменной Tn(x) хорошо известно неравенство

Джексона — Никольского

‖Tn‖q 6 2n1/p−1/q‖Tn‖p, 1 6 p < q 6 ∞. (1.1)
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Формула (1.1) называется неравенством разных метрик для тригонометрических полино-
мов. Это неравенство для q = ∞ доказал в 1933 году Д. Джексон [4], при 1 6 p < q < ∞
C.М.Никольский [5].

Для кратного тригонометрического полинома Tn̄ в пространстве Lp(T
m) С.М.Никольс-

ким [5] доказано неравенство

‖Tn̄‖q 6 3m
m
∏

j=1

n
1/p−1/q
j ‖Tn̄‖p (1.2)

для 1 6 p < q 6 ∞.
Неравенствам разных метрик посвящено большое число исследований: Н.К.Бари (см. [6]),

С.Б.Стечкин, М.К.Потапов, И.И.Ибрагимов, Дж.И.Мамедханов, А.П.Унинский, Б.И. Го-
лубов, А.П.Терехин, М.Ф.Тиман, В.И.Иванов (см. [7]), В.В.Арестов (см. [8]), В.В.Арестов
и М.В.Дейкалова (см. [9]), В.Н.Темляков (см. [10]), М. З.Берколайко, В.А.Родин (см. [11]),
Е.С.Смаилов (см. [12]), Е.Д.Нурсултанов (см. [13]) и др. — см. библиографию в [14].

Исследования по этой теме велись в разных направлениях, в том числе неравенство Джек-
сона — Никольского распространялось на другие функциональные пространства.

В случае 0 < p < q 6 ∞ аналог неравенства (1.1) в пространстве Lp с весом доказан
В.И.Ивановым [7]. В.В.Арестовым [8] дано простое доказательство неравенства (1.1) в про-
странстве Lp, основанное на идее С.Б.Стечкина (см. [6, c. 172]).

В [8] В.В.Арестовым неравенство разных метрик для тригонометрических полиномов до-
казано и в случае p = 0 < q <∞ с точной константой.

Неравенства разных метрик для тригонометрических полиномов доказаны и в простран-
ствах Лоренца.

Если 1 6 p < q <∞, то Lq,θ2(T
m) ⊂ Lp,θ1(T

m) при 1 6 θ1, θ2 <∞.
В 1984 году для тригонометрического полинома одной переменной Tn Л.А.Шерстнева [15]

доказала
‖Tn‖q,θ2 6 Cn1/p−1/q‖Tn‖p,θ1 , (1.3)

если 0 < p < q <∞, 0 < θ1, θ2 <∞.

Здесь и в дальнейшем C — положительные числа, не зависящие от n. Запись A (n) ≍ B (n)
означает, что существуют положительные числа C1, C2, не зависящие от n ∈ N и такие, что
C1A (n) ≤ B (n) ≤ C2A (n). Постоянные C разных формулах могут быть различными.

Отметим, что в 1976 году Н.В.Швелидзе [16] сформулировал неравенство (1.3) при усло-
виях 1 < p < q <∞, 1 6 θ1, θ2 <∞, θ1/p 6 θ2/q.

Известно, что если 1 6 p = q <∞, то Lp,θ2(T
m) ⊂ Lp,θ1(T

m) при 1 < θ2 < θ1 <∞.
В этом случае Л.А.Шерстнева [15] доказала точное по порядку неравенство

‖Tn‖p,θ2 6 C(log(n+ 1))1/θ2−1/θ1‖Tn‖p,θ1 . (1.4)

Здесь и в дальнейшем log y — логарифм с основанием 2 от числа y.
Многомерный вариант неравенства (1.3) и аналог (1.2) имеет вид

‖Tn̄‖q,θ2 6 C
m
∏

j=1

n
1/p−1/q
j ‖Tn̄‖p,θ1 . (1.5)

В работе автора (см. статью в Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН, 2017, Т. 23,
№ 3, C. 3–21) доказан многомерный вариант неравенства (1.4)

‖Tn̄‖p,θ2 6 C
(

log
m
∏

j=1

(nj + 1)
)1/θ2−1/θ1

‖Tn̄‖p,θ1 (1.6)

при 1 < p <∞, 1 < θ2 < θ1 <∞ и показана точность по порядку в случае n1 = . . . = nm.
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З а м е ч а н и е 1. В неравенстве (1.6) зависимость константы C от параметров p, θ1, θ2,m
неизвестна. Это отдельная сложная, интересная задача.

Для пространств Лебега и Лоренца фундаментальные функции ϕ(t) = t1/p и αϕ = βϕ = 21/p.

Отметим, что пространства Lq,θ2(T
m), Lp,θ1(T

m) при p 6= q имеют разные фундаментальные
функции ϕLp,θ1 (t) = t1/p, ϕLq,θ2 (t) = t1/q и их индексы соответственно равны 21/p, 21/q.

В случае p = q пространства Lp,θ2(T
m), Lp,θ1(T

m) имеют одинаковые фундаментальные
функции ϕLp,θ1 (t) = ϕLp,θ2 (t) = t1/p и их индексы соответственно равны 21/p.

Для двух симметричных пространств X(ϕ), Y (ψ) с различными индексами растяжения из-
вестно, что если 1 < αψ 6 βψ < αϕ 6 βϕ < 2, то для любого тригонометрического полинома Tn̄
выполняется неравенство

‖Tn̄‖Y 6 C
ψ
(
∏m
j=1(nj + 1)−1

)

ϕ
(
∏m
j=1(nj + 1)−1

) ‖Tn̄‖X , (1.7)

точное по порядку (см. [17, лемма 6]).

З а м е ч а н и е 2. Отметим, что из условия βψ < αϕ следует, что Y (ψ) ⊂ X(ϕ). Поэтому
в случае Y (ψ) = Lq и X(ϕ) = Lp, 1 6 p < q <∞, из (1.7) следует неравенство (1.5).

В связи с неравенством (1.6) возникает вопрос: каким будет аналог неравенства (1.6) для
симметричных пространств Y (ψ),X(ϕ) с одинаковыми фундаментальными функциями?

Отметим, что в этом случае неизвестно, как отличить два симметричных пространства.
Поэтому мы рассмотрим некоторый класс пространств Лоренца с одинаковыми фундамен-
тальными функциями.

Пусть функция ψ непрерывна, не убывает, вогнута на [0, 1], ψ(0) = 0 и 0 < θ < ∞.
Обобщенным пространством Лоренца Lψ,θ(T

m) называется множество измеримых на
T
m = [0, 2π]m, имеющих 2π-период по каждой переменной xj, j = 1, . . . ,m, функций f(x) =

f(x1, . . . , xm), для которых

‖f‖ψ,θ =

(

1
∫

0

f∗
θ

(t)ψθ(t)
dt

t

)1/θ

<∞.

Отметим, что при ψ(t) = t1/q пространство Lψ,θ(T
m) совпадает с пространством Lq,θ(T

m),
1 < q, θ <∞ (см. разд. “Введение”).

Известно, что Lψ,θ2(T
m) ⊂ Lψ,θ1(T

m) при 0 < θ2 < θ1 < ∞ и фундаментальные функции
этих пространств эквивалентны функции ψ. Значит, индексы тоже равны.

Л.А.Шерстнева [18] доказала для тригонометрического полинома одной переменной Tn
точное по порядку неравенство

‖Tn‖ψ,θ2 6 C(ln(n + 1))1/θ2−1/θ1‖Tn‖ψ,θ1 , 0 < θ2 < θ1 <∞.

В данной статье это неравенство обобщим на пространства Лоренца с разными фундамен-
тальными функцями, но равными индексами.

2. Основные результаты

2.1. Неравенство Джексона — Никольского для тригонометрических

полиномов в обобщенном пространстве Лоренца

Сначала докажем одно вспомогательное утверждение.
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Лемма 1. Пусть 1 < τ1 < τ2 <∞ и функции ψ1, ψ2 удовлетворяют условиям αψ1
= αψ2

,

βψ1
= βψ2

и

C0 = sup
t∈(0,1]

ψ2(t)

ψ1(t)
<∞.

Тогда Lψ1,τ1(T
m) ⊂ Lψ2,τ2(T

m) и ‖f‖ψ2,τ2 6 C‖f‖ψ1,τ1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ Lψ1,τ1(T
m). Положим f∗∗(x) =

1

x

∫ x

0
f∗(t)dt, x ∈ (0, 1].

Известно, что f∗∗ невозрастает (для краткости обозначаем f∗∗ ↓) . Поэтому, учитывая, что
ψ1(t)

t
↓, имеем

‖f‖τ1ψ1,τ1
=

1
∫

0

(f∗∗(t))τ1ψτ11 (t)
dt

t
>

x
∫

0

(f∗∗(t))τ1ψτ11 (t)
dt

t

> (f∗∗(x))τ1

x
∫

0

ψτ11 (t)
dt

t
> (f∗∗(x))τ1

(ψ1(x)

x

)τ1
x
∫

0

tτ1−1 =
1

τ1
(f∗∗(x))τ1ψτ11 (x).

Таким образом,

‖f‖τ1ψ1,τ1
>

1

τ1
(f∗∗(x))τ1ψτ11 (x), x ∈ (0, 1]. (2.1)

Теперь, пользуясь неравенством (2.1), будем иметь

‖f‖τ2ψ2,τ2
=

1
∫

0

(f∗∗(x)ψ1(x))
τ2−τ1

(ψ2(x)

ψ1(x)

)τ2
(f∗∗(x))τ1 ψτ11 (x)

dx

x

6 Cτ20

1
∫

0

(f∗∗(x)ψ1(x))
τ2−τ1(f∗∗(x))τ1ψτ11 (x)

dx

x

6 Cτ1,τ2‖f‖
τ2−τ1
ψ1,τ1

1
∫

0

(f∗∗(x))τ1ψτ11 (x)
dx

x
6 Cτ1,τ2‖f‖

τ2
ψ1,τ1

.

Лемма доказана.

З а м е ч а н и е 3. В случае ψ1(t) = ψ2(t) лемму 1 доказал Р. Шарпли [19].

Теорема 1. Пусть 1 6 q1 < q2 <∞, Φ — функции ψ1, ψ2 такие, что

sup
0<t61

ψ2(t)

ψ1(t)
<∞.

Тогда для любого тригонометрического полинома Tn имеет место неравенство

‖Tn‖ψ1,q1 6 C

[ 1
∫

∏m
j=1

(nj+1)−1

(

ψ1(t)

ψ2(t)

)

q1q2
q2−q1 dt

t

]

q2−q1
q1q2

‖Tn‖ψ2,q2 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пространство Лоренца Lψ,q(T
m) является одним из примеров

симметричного пространства, и его фундаментальная функция эквивалентна функции ψ(t),
t ∈ (0, 1]. Следовательно, по [17, лемма 5] справедливо неравенство

‖Tn‖∞ = max
x∈Tm

|Tn(x)| 6 C
1

ψ
(
∏m
j=1 n

−1
j

)‖Tn‖ψ,q. (2.2)
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Пусть νj ∈ N, j = 1, . . . ,m, такие, что 2νj−1 6 nj < 2νj , j = 1, . . . ,m. Положим V =
∑m

j=1 νj .
Тогда по свойству интеграла и невозрастающей перестанановки функции имеем

∥

∥Tn
∥

∥

q1
ψ1,q1

=

1
∫

0

(T ∗
n(t))

q1ψq11 (t)
dt

t
=

1
∫

2−V

(T ∗
n(t))

q1ψq11 (t)
dt

t
+

2−V
∫

0

(T ∗
n(t))

q1ψq11 (t)
dt

t
= I1 + I2. (2.3)

Оценим I1. Так как θ = q2/q1 > 1, то, применяя неравенство Гёльдера, получим

I1 =

1
∫

2−V

(

T ∗
n(t)

)q1ψq11 (t)
dt

t
=

1
∫

2−V

(

T ∗
n(t)ψ2(t)

)q1
(ψ1(t)

ψ2(t)

)q1
t−1/θt−1/θ′dt

6

[

1
∫

2−V

(

T ∗
n(t)ψ2(t)

)q1θ dt

t

]1/θ[
1
∫

2−V

(ψ1(t)

ψ2(t)

)q1θ′ dt

t

]1/θ′

=

[

1
∫

2−V

(

T ∗
n(t)

)q2ψq22 (t)
dt

t

]q1/q2[
1
∫

2−V

(ψ1(t)

ψ2(t)

)

q1q2
q2−q1

dt

t

]1−q1/q2

6 C
∥

∥Tn
∥

∥

q1
ψ2,q2

[

1
∫

2−V

(ψ1(t)

ψ2(t)

)

q1q2
q2−q1

dt

t

]

q2−q1
q2

, (2.4)

где θ′ =
θ

θ − 1
=

q2
q2 − q1

.

Оценим I2. Пользуясь оценкой (2.2), [18, лемма 3] и учитывая, что
∏m
j=1 nj <

∏m
i=1 2

νi=2V ,
получим

I2 =

2−V
∫

0

(

T ∗
n(t)

)q1ψq11 (t)
dt

t
6 C

( 1

ψ2

(
∏m
j=1 n

−1
j

)

∥

∥Tn
∥

∥

ψ2,q2

)q1
2−V
∫

0

ψq11 (t)
dt

t

6 C
( 1

ψ2

(
∏m
j=1 n

−1
j

)

∥

∥Tn
∥

∥

ψ2,q2

)q1

∏m
j=1

n−1

j
∫

0

ψq11 (t)
dt

t
6 C

∥

∥Tn
∥

∥

q1
ψ2,q2

(

ψ1

(
∏m
j=1 n

−1
j

)

ψ2

(
∏m
j=1 n

−1
j

)

)q1

.

Теперь в силу этого неравенства и (2.4) из (2.3) получим

∥

∥Tn
∥

∥

ψ1,q1
6 C

∥

∥Tn
∥

∥

ψ2,q2

{(

ψ1

(
∏m
j=1 n

−1
j

)

ψ2

(
∏m
j=1 n

−1
j

)

)q1

+

[

1
∫

2−V

(ψ1(t)

ψ2(t)

)

q1q2
q2−q1

dt

t

]

q2−q1
q2

}1/q1

. (2.5)

По выбору чисел νj ∈ N : 2νj−1 6 nj,
∏m
j=1 2

νj 6 2m
∏m
j=1 nj. Поэтому 2−V > 2−m

∏m
j=1 n

−1
j .

Так как функция ψ2(t) не убывает, а функция
ψ1(t)

t
↓, то ψ2(t) 6 ψ2(

∏m
j=1 n

−1
j ) и

ψ1(
∏m
j=1 n

−1
j )/

∏m
j=1 n

−1
j 6

ψ1(t)

t
для чисел t ∈ (0,

∏m
j=1 n

−1
j ]. Поэтому, учитывая, что q2−q1 > 0,

получим

1
∫

2−m
∏m
j=1

n−1

j

(ψ1(t)

ψ2(t)

)

q1q2
q2−q1

dt

t
>

∏m
j=1

n−1

j
∫

2−m
∏m
j=1

n−1

j

(ψ1(t)

ψ2(t)

)

q1q2
q2−q1

dt

t
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> C
( 1

ψ2

(
∏m
j=1 n

−1
j

)

)

q1q2
q2−q1

∏m
j=1

n−1

j
∫

2−m
∏m
j=1

n−1

j

(ψ1(t)

t

)

q1q2
q2−q1 t

q1q2
q2−q1

dt

t

> C
( 1

ψ2

(
∏m
j=1 n

−1
j

)

)

q1q2
q2−q1

(

ψ1

(
∏m
j=1 n

−1
j

)

∏m
j=1 n

−1
j

)

q1q2
q2−q1

∏m
j=1

n−1

j
∫

2−m
∏m
j=1

n−1

j

t
q1q2
q2−q1

−1
dt

> C

(

ψ1

(
∏m
j=1 n

−1
j

)

ψ2

(
∏m
j=1 n

−1
j

)

)

q1q2
q2−q1

. (2.6)

Теперь из неравенств (2.5) и (2.6) следует, что

∥

∥Tn
∥

∥

ψ1,q1
6 C

∥

∥Tn
∥

∥

ψ2,q2

[ 1
∫

2−m
∏m
j=1

n−1

j

(ψ1(t)

ψ2(t)

)

q1q2
q2−q1

dt

t

]

q2−q1
q1q2

. (2.7)

Так как функции t/ψ2(t), ψ1(t) неубывают на (0, 1] и q2 − q1 > 0, то имеем

∏m
j=1

(nj+1)−1

∫

2−m
∏m
j=1

n−1

j

(ψ1(t)

ψ2(t)

)

q1q2
q2−q1

dt

t
=

∏m
j=1

(nj+1)−1

∫

2−m
∏m
j=1

n−1

j

(

ψ1(t)
t

ψ2(t)

)

q1q2
q2−q1 t

−
q1q2
q2−q1

dt

t

6

[

ψ1

(

m
∏

j=1

(nj + 1)−1
)

∏m
j=1(nj + 1)−1

ψ2

(
∏m
j=1(nj + 1)−1

)

]

q1q2
q2−q1

∏m
j=1

(nj+1)−1

∫

2−m
∏m
j=1

n−1

j

t
−

q1q2
q2−q1

dt

t

=
q2 − q1
q1q2

[

(

2m
m
∏

j=1

nj

)

q1q2
q2−q1 −

(

m
∏

j=1

(nj + 1)
)

q1q2
q2−q1

]

[

ψ1

(

m
∏

j=1

(nj + 1)−1
)

∏m
j=1(nj + 1)−1

ψ2

(
∏m
j=1(nj + 1)−1

)

]

q1q2
q2−q1

6
q2 − q1
q1q2

(

2
m

q1q2
q2−q1 − 1

)

(

ψ1

(
∏m
j=1(nj + 1)−1

)

ψ2

(
∏m
j=1(nj + 1)−1

)

)

q1q2
q2−q1

и

1
∫

∏m
j=1

(nj+1)−1

(ψ1(t)

ψ2(t)

)

q1q2
q2−q1

dt

t
>

2
∏m
j=1

(nj+1)−1

∫

∏m
j=1

(nj+1)−1

(ψ1(t)

ψ2(t)

)

q1q2
q2−q1

dt

t
=

2
∏m
j=1

(nj+1)−1

∫

∏m
j=1

(nj+1)−1

(

ψ1(t)
t

ψ2(t)

)

q1q2
q2−q1 t

−
q1q2
q2−q1

dt

t

>

[

ψ1

(

m
∏

j=1

(nj + 1)−1
)

∏m
j=1(nj + 1)−1

ψ2

(
∏m
j=1(nj + 1)−1

)

]

q1q2
q2−q1

2
∏m
j=1

(nj+1)−1

∫

∏m
j=1

(nj+1)−1

t
−

q1q2
q2−q1

dt

t

=
q2 − q1
q1q2

(

1− 2
−

q1q2
q2−q1

)

(

ψ1

(
∏m
j=1(nj + 1)−1

)

ψ2

(
∏m
j=1(nj + 1)−1

)

)

q1q2
q2−q1

.

Из этих неравенств вытекает оценка
∏m
j=1

(nj+1)−1

∫

2−m
∏m
j=1

n−1

j

(ψ1(t)

ψ2(t)

)

q1q2
q2−q1

dt

t
6 C

1
∫

∏m
j=1

(nj+1)−1

(ψ1(t)

ψ2(t)

)

q1q2
q2−q1

dt

t
.
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Поэтому из неравенства (2.7) следует утверждение теоремы. Теорема 1 доказана.

З а м е ч а н и е 4. Автору неизвестна точность неравенства в теореме 1.

Следствие 1. Если Φ — функция ψ удовлетворяет условиям 1 < αψ 6 βψ 6 2 и 1 6 q1 <
q2 <∞, то для любого тригонометрического полинома Tn имеет место неравенство

∥

∥

∥
Tn

∥

∥

∥

ψ,q1
6 C

(

log

m
∏

j=1

(nj + 1)

)1/q1−1/q2∥
∥

∥
Tn‖ψ,q2 .

Д о к а з а т е л ь с т в о. При ψ1(t) = ψ2(t) = ψ(t) по теореме 1 имеем

∥

∥Tn
∥

∥

ψ,q1
6 C

∥

∥Tn
∥

∥

ψ,q2

( 1
∫

∏m
j=1

(nj+1)−1

dt

t

)

q2−q1
q1q2

6 C
∥

∥Tn
∥

∥

ψ,q2

(

log
m
∏

j=1

(nj + 1)
)1/q1−1/q2

.

Следствие доказано.

Теперь рассмотрим неравенство разных метрик в пространствах с разными фундаменталь-
ными функциями ψ1, ψ2, но с равными индексами αψ1

= αψ2
. Примерами таких пространств

являются пространства Лоренца — Зигмунда и Лоренца — Караматы.
Пусть β ∈ R, 1 < p <∞, 0 < q <∞. Пространством Лоренца — Зигмунда Lp,θ(logL)

β(Tm)
называется множество функций f , для которых (см. [20])

‖f‖p,q,β =

(

1
∫

0

(f∗)q(t)tq/p−1(1− log t)qβdt

)1/q

<∞.

Фундаментальная функция пространства Лоренца — Зигмунда эквивалентна функции
t1/p(1− log t)β, t ∈ (0, 1].

Следствие 2 (неравенство разных метрик в пространстве Лоренца — Зигмунда). Пусть

β1 > β2, β1, β2 ∈ R = (−∞,+∞) и 1 < p < ∞, 1 6 q1 < q2 < ∞. Тогда для любого триго-

нометрического полинома Tn справедливо неравенство

∥

∥Tn
∥

∥

p,q1,β1
6 C

(

log

m
∏

j=1

(nj + 1)
)β1−β2+1/q1−1/q2∥

∥Tn
∥

∥

p,q2,β2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим ψ1(t) =
(

log
2

t

)β1
, ψ2(t) =

(

log
2

t

)β2
для t ∈ (0, 1].

Так как β1 > β2, то (β1 − β2)
q2q1
q2 − q1

+ 1 > 0. Поэтому

[ 1
∫

∏m
j=1

(nj+1)−1

(ψ1(t)

ψ2(t)

)

q2−q1
q2q1

dt

t

]

q2−q1
q1q2

=

[ 1
∫

∏m
j=1

(nj+1)−1

(

log
2

t

)(β1−β2)
q2q1
q2−q1

dt

t

]

q2−q1
q1q2

=

[

2

(β1 − β2)
q2q1
q2 − q1

+ 1

(

log
(

2

m
∏

j=1

nj

))(β1−β2)
q2q1
q2−q1

+1
− 1

]1/q1−1/q2

6 C
(

log

m
∏

j=1

(nj + 1)
)β1−β2+1/q1−1/q2

.

Пользуясь этой оценкой из теоремы 1, получим утверждение следствия 2. �

З а м е ч а н и е 5. При n1 = . . . = nm следствие 2 доказано в [14].



Неравенство разных метрик 13

2.2. Неравенство разных метрик в пространстве Лоренца — Караматы

В этом разделе докажем неравенство разных метрик для тригонометрических полиномов
в пространстве Лоренца — Караматы. Напомним некоторые необходимые определения.

О п р е д е л е н и е. Положительная и измеримая по Лебегу функция b(t) называется
слабо меняющейся (slowly varying) на [1,+∞) в смысле Караматы, если для любого ε > 0
функция tεb(t) почти возрастает на [1,∞) и функция t−εb(t) почти убывает на [1,∞) (см. [21]).
Множество таких функций обозначается SV [1,∞).

П р и м е р 1 (см. [22]).
1. l1(t) = 1 + log t ∈ SV [1,∞), l2(t) = 1 + log l1(t), l3(t) = 1 + log l2(t).
2. li(t) = 1 + li−1(t) ∈ SV [1,∞), i = 2, 3, . . . s.
Для заданной слабо меняющейся функции b(t) на [1,∞), через γb обозначается положитель-

ная функция определенная по формуле γb(t) = b
(

max
{

t,
1

t

})

для всех t > 0 т. е. γb(t) = b(t),

если t > 1 и γb(t) = b
(1

t

)

, если t ∈ (0, 1).

Множество всех положительных, измеримых по Лебегу на [1,∞) функций b(t) = (1+log t)α

или b(t), для которых (log 2t)εb(t) ↑ и (log 2t)−εb(t) ↓ на [1,∞) для любого числа ε > 0,
обозначим SV L[1,∞). Нетрудно убедиться, что SV L[1,∞) ⊂ SV [1,∞).

П р и м е р 2. Функции l2(t) = 1 + log l1(t) ∈ SV L[1,∞) и li(t) ∈ SV L[1,∞).
Если ψ(t) = t1/pγb(t) и b ∈ SV [1,∞), то Lψ,τ (T)

m называется пространством Лоренца —

Караматы (см. [22]) и обозначается Lp,τ,b(T
m), и

‖f‖ψ,τ = ‖f‖p,τ,b =

(

1
∫

0

f∗
τ

(t)(t1/pγb(t))
τ dt

t

)1/τ

.

В [22, теорема 3.2] доказано, что если 0 < p <∞, 0 < q1 6 q2 <∞ и b1, b2 ∈ SV [1,∞),

sup
0<t61

b2

(1

t

)

b1

(1

t

)
<∞, (2.8)

то Lp,q1,b1(T
m) ⊂ Lp,q2,b2(T

m).
Докажем обобщение неравенства (1.6) на пространство Лоренца — Караматы.

Теорема 2. Пусть функции b1, b2 ∈ SV [1,∞), выполнено условие (2.8) и
b1
b2

∈ SV L[1,∞),

1 < p < ∞, 1 6 q1 < q2 < ∞. Тогда для любого тригонометрического полинома Tn имеет

место неравенство

∥

∥Tn
∥

∥

p,q1,b1
6 C

γb1
(
∏m
j=1(nj + 1)−1

)

γb2
(
∏m
j=1(nj + 1)−1

)

(

log

m
∏

j=1

(nj + 1)
)1/q1−1/q2∥

∥Tn
∥

∥

p,q2,b2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как
b1
b2

∈ SV L[1,∞), то

γb1(t)

γb2(t)
=
b1

(1

t

)

b2

(1

t

)
=
b1

(1

t

)

b2

(1

t

)

(

log
2

t

)ε 1
(

log
2

t

)ε 6 C
b1
(
∏m
j=1(nj + 1)

)

b2
(
∏m
j=1(nj + 1)

)

(

log
(

2

m
∏

j=1

nj

))ε 1
(

log
2

t

)ε

= C
γb1
(
∏m
j=1(nj + 1)−1

)

γb2
(
∏m
j=1(nj + 1)−1

)

(

log
(

2

m
∏

j=1

nj

))ε 1
(

log
2

t

)ε
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для t ∈
[
∏m
j=1(nj + 1)−1, 1

]

, ∀ε > 0. Поэтому, используя это неравенство при ε =
q2 − q1
2q1q2

,

получим
[ 1

∫

∏m
j=1

(nj+1)−1

(γb1(t)

γb2(t)

)

q1q2
q2−q1

dt

t

]

q2−q1
q1q2

6 C
(

log
(

2
m
∏

j=1

(nj + 1)
))

q2−q1
2q1q2

γb1
(
∏m
j=1(nj + 1)−1

)

γb2

( m
∏

j=1
(nj + 1)−1

)

[ 1
∫

∏m
j=1

(nj+1)−1

(

log
2

t

)−1/2 dt

t

]

q2−q1
q1q2

= C
(

log
(

2

m
∏

j=1

(nj + 1)
))

q2−q1
2q1q2

γb1
(
∏m
j=1(nj + 1)−1

)

γb2
(
∏m
j=1(nj + 1)−1

)

[1

2

(

log
(

2

m
∏

j=1

(nj + 1)−1
))1/2

−
1

2

]

q2−q1
q1q2

6 C
γb1
(
∏m
j=1(nj + 1)−1

)

γb2
(
∏m
j=1(nj + 1)−1

)

(

log

m
∏

j=1

(nj + 1)
)1/q1−1/q2

.

Теперь, пользуясь теоремой 1, получим утверждение теоремы 2. �

Докажем точность по порядку неравенства в теореме 2 в случае n1 = . . . = nm = n.

Следствие 3. Для любого числа n ∈ N справедливо соотношение

sup
Tn 6=0

∥

∥Tn
∥

∥

p,τ1,b1
∥

∥Tn
∥

∥

p,τ2,b2

≍
γb1

( 1

n

)

γb2

( 1

n

)
(log (n+ 1))1/τ1−1/τ2

при 1 6 τ1 < τ2 <∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оценка сверху

sup
Tn 6=0

∥

∥Tn
∥

∥

p,τ1,b1
∥

∥Tn
∥

∥

p,τ2,b2

6 C
γb1

( 1

n

)

γb2

( 1

n

)
(log (n+ 1))1/τ1−1/τ2

следует из теоремы 2.
Докажем противоположное неравенство. Для этого сначала рассмотрим полином одной

переменной

Tn(x) =

n
∑

k=1

1

k1−1/p
cos (2πkx), x ∈ [0, 1], 1 < p <∞.

Фундаментальная функция пространства Лоренца — Карамата эквивалентна функции

t1/pγ
b
(t), t ∈ (0, 1], и ak =

1

k1−1/p
↓ 0 при k → +∞.

Так как функция b ∈ SV L[1,∞), то нетрудно убедиться, что

(

log
(1

t

)

/ log
(2

t

))ε
6
γ
b
(2t)

γ
b
(t)

6

(

log
(2

t

)

/ log
(1

t

))ε
, t ∈ (0, 1], ε > 0.

Следовательно, lim
t→+0

(2t)1/pγ
b
(2t)

t1/pγ
b
(t)

= 21/p < 2. Таким образом, условие [23, теорема 1] выполня-

ется. Поэтому по [23, теорема 1] справедливо соотношение

∥

∥Tn
∥

∥

p,τ,b
≍
(

n
∑

k=1

k−τ(1−1/p) k(1−1/p)τγ
b

(1

k

)1

k

)1/τ
(2.9)
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для 1 < p <∞, 1 < τ <∞, b ∈ SV L[1,∞). Так как b ∈ SV L[1,∞), то

(log 2k)ε γ
b

(1

k

)

6 (log 2n)ε γ
b

( 1

n

)

для 0 < ε < 1/τ, k = 1, 2, . . . , n. Поэтому из соотношения (2.9) следует, что

∥

∥Tn
∥

∥

p,τ,b
6 C

(

n
∑

k=1

1

k
γτ
b

(1

k

))1/τ
6 C(log 2n)εγ

b

( 1

n

)(

n
∑

k=1

1

k
(log 2k)−ετ

)1/τ

6 C(log 2n)εγ
b

( 1

n

)

(

n
∫

1

(log 2t)−ετ
dt

t

)1/τ

6 Cγb

( 1

n

)

(log 2n)1/τ 6 C(log(n+ 1))1/τγ
b

( 1

n

)

.

Таким образом,
∥

∥Tn
∥

∥

p,τ,b
6 Cγ

b

( 1

n

)

(log(n+ 1))1/τ . (2.10)

Докажем противоположное неравенство. Так как b ∈ SV L[1,∞), то (log 2n)−εb(n) 6

(log 2k)−εb(k) для 0 < ε < 1/τ, k = 1, 2, . . . , n. Поэтому

(

n
∑

k=1

1

k
γτ
b

(1

k

))1/τ
> (log 2n)−εγ

b

( 1

n

)(

n
∑

k=1

(log 2k)ετ

k

)1/τ

> (log 2n)−εγ
b

( 1

n

)

(log (n+ 1))ε+1/τ
> Cγ

b

( 1

n

)

(log (n+ 1))1/τ .

Следовательно, из соотношения (2.9) получим

∥

∥Tn
∥

∥

p,τ,b
> Cγ

b

( 1

n

)

(log (n+ 1))1/τ . (2.11)

Таким образом, для заданного полинома Tn справедливо соотношение (см. (2.10), (2.11))

∥

∥Tn
∥

∥

p,τ,b
≍ γ

b

( 1

n

)

(log (n+ 1))1/τ , (2.12)

для 1 < p <∞, 1 < τ <∞.
Теперь в многомерном случае при n1 = . . . = nm = n рассмотрим полином

Tn(2πx) =

m
∏

j=2

ei2πnxj
n
∑

k=1

1

k1−1/p
cos 2πkx1, x ∈ [0, 1]m.

Тогда в силу оценки (2.12) имеем

∥

∥Tn
∥

∥

p,τ,b
=
∥

∥

∥

n
∑

k=1

1

k1−1/p
cos 2πx1

∥

∥

∥

p,τ,b
≍ C(log (n+ 1))1/τγ

b

( 1

n

)

.

Далее, пользуясь этим соотношением, нетрудно доказать, что

sup
Tn 6=0

∥

∥Tn
∥

∥

p,τ1,b
∥

∥Tn
∥

∥

p,τ2,b

> C
γb1

( 1

n

)

γb2

( 1

n

)

(

log (n + 1)
)1/τ1−1/τ2

.

Следствие доказано. �

Отметим, что в случае γb1(t) = γb2(t) = 1, t ∈ (0, 1], следствие 3 доказано автором раньше
(см. статью в Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН, 2017, Т. 23, № 3, C. 3–21).

В частности, из следствия 3 следует точность по порядку неравенства в следствии 2.

В заключение отметим, что неравенство разных метрик известно не только по тригоно-
метрической системе, но и по другим ортонормированным системам, в частности по системам
Уолша, Хаара. А.А. Комиссаров [24] доказал неравенство разных метрик в пространстве Lp
для полиномов по некоторым ортонормированным системам. В [25] даны общие методы до-
казательства неравенства Джексона — Никольского в пространстве Лоренца, а в [26] — в
пространстве Лебега.
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