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И. Г. Царьков

Исследуется задача о структуре и устойчивости чебышёвских центров множества. Для непустого огра-
ниченного множества M в метрическом пространстве (X, ̺) величина diamM = supx,y∈M ̺(x, y) называ-

ется его диаметром, а величина rM := r(M) := inf
{

a > 0, x ∈ X | M ⊂ B(x, a)
}

— чебышёвским радиусом.
Точка x0 ∈ X, для которой выполнено включение M ⊂ B(x0, r(M), ) называется чебышёвским центром.
Понятие чебышёвского центра и связанные с ним задачи устойчивости, существования и единственно-
сти важны в различных областях математики. Изучается структура множества чебышёвских центров
и устойчивость чебышёвского проектора. В пространстве X = C(Q), где Q — нормальное топологическое
пространство, дается структурное описание чебышёвского центра множеств, обладающих единственным
чебышёвский центром. Под чебышёвским проектором мы понимаем отображение, сопоставляющее непу-
стому ограниченному множеству множество всех его чебышёвских центров. Для непустого ограниченного
множества M из пространства X и непустого множества Y ⊂ X величина rY (M) = infy∈Y r(y,M) назы-
вается относительным чебышёвским радиусом, где r(x,M) := inf

{

r > 0 | M ⊂ B(x, r)
}

= supy∈M ‖x− y‖.
Множество относительных чебышёвских центров определяется как ZY (M) := {y ∈ Y | r(y,M) = rY (M)}.
Отображение M 7→ ZY (M) называется относительным чебышёвским проектором (относительно множе-
ства Y ). Изучается устойчивость относительного чебышёвского проектора в конечномерных полиэдраль-
ных пространствах. В частности, установлено, что в конечномерном полиэдральном пространстве проек-
тор ZY ( · ) является глобально липшицевым, если Y — произвольное подпространство.
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I. G.Tsar’kov. Stability of the relative Chebyshev projection in polyhedral spaces.

The paper is concerned with structural and stability properties of the set of Chebyshev centers of a set.
Given a nonempty bounded subset M of a metric space (X, ̺), the quantity diamM = supx,y∈M ̺(x, y) is

called the diameter of M , and rM := r(M) := inf
{

a > 0, x ∈ X | M ⊂ B(x, a)
}

, the Chebyshev radius
of M . A point x0 ∈ X for which M ⊂ B(x0, r(M)) is called a Chebyshev center of M . The concept of
a Chebyshev center and related stability, existence and uniqueness problems are important in various branches
of mathematics. We study the structure of the set of Chebyshev centers and the stability of the Chebyshev
projection (the Chebyshev center map). In the space X = C(Q), where Q is a normal topological space,
we describe the structure of the Chebyshev center of sets with a unique Chebyshev center. The Chebyshev
projection is the mapping associating with a nonempty bounded set the set of all its Chebyshev centers. Given
a nonempty bounded set M of a space X and a nonempty set Y ⊂ X, the relative Chebyshev radius is defined
as rY (M) = infy∈Y r(y,M), where r(x,M) := inf

{

r > 0 | M ⊂ B(x, r)
}

= supy∈M ‖x− y‖. The set of relative
Chebyshev centers is defined as ZY (M) := {y ∈ Y | r(y,M) = rY (M)}. The mapping M 7→ ZY (M) is called
the relative Chebyshev projection (with respect to the set Y ). Stability properties of the relative Chebyshev
projection in finite-dimensional polyhedral spaces are studied. In particular, in a finite-dimensional polyhedral
space, the projection ZY ( · ), where Y is a subspace, is shown to be globally Lipschitz continuous.
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1. Введение

Пусть M — произвольное непустое ограниченное множество в метрическом простран-
стве (X, ̺). Величина diamM = sup

x,y∈M
̺(x, y) называется его диаметром, а величина

rM := r(M) := inf
{

a > 0, x ∈ X |M ⊂ B(x, a)
}

— чебышёвским радиусом множества M . Точка x0 ∈ X, для которой выполнено включение
M ⊂ B(x0, r(M)) называется чебышёвским центром.

Из определения следует, что чебышёвский центр ограниченного множества в нормирован-
ном пространстве — это центр шара “наименьшего” радиуса, содержащего это множество, т. е.
элемент пространства, “наиболее хорошо аппроксимирующий” все множество. Радиус такого
шара называют чебышёвским. Чебышёвские центры в литературе иногда называются наилуч-

шими одновременными аппроксимациями.
Задачи о чебышёвских центрах и сетях имеют теоретическое и прикладное значение. В част-

ности, задачи такого рода привели к понятию ε-энтропии, что в качестве одного из приложений
позволило А.Н. Колмогорову и В.М. Тихомирову построить новое доказательство невозмож-
ности представления гладких функций суперпозициями функций меньшего числа переменных.
Задачи устойчивости и единственности чебышёвского центра применяются в задачах селек-
ции многозначных отображений, что позволяет получать результаты для дифференциальных
включений и параметризации многозначных отображений. Эта тематика активно развивает-
ся в настоящее время (М.В. Балашов, Г. Е. Иванов [1], М.В. Балашов, Д. Реповш [2] и др.).
Совсем свежее направление в этой тематике связано с рассмотрением метрики Плиша взамен
хаусдорфовой. Основные приложения результатов о чебышёвских центрах и сетях связаны
с задачами об аппроксимации фигур M сложной геометрии более удобными для работы с
ними множествами (в случае чебышёвского центра — шаром радиуса r(M), в случае наи-
лучшей сети мощности n — набором шаров фиксированного радиуса покрытия). Такого рода
аппроксимации являются классическими задачами вычислительной геометрии и интересны
как с теоретической точки зрения, так и в связи с многочисленными приложениями в задачах
сотовой [3] и космической связи [4], логистики [5], при построении множеств достижимости
управляемых систем [6], а также в связи с вопросами оптимизации [7] и аппроксимации опти-
мальных упаковок [8].

Чебышёвский центр множества, вообще говоря, не единственен. Через Z(M) обозначим
множество всех чебышёвских центров2 ограниченного непустого множества M . Оператор
(многозначный)

M 7−→ Z(M) (1.1)

будем называть чебышёвским проектором3.
Для непустого ограниченного множества M из пространства X и непустого множества

Y ⊂ X величина
rY (M) = inf

y∈Y
r(y,M)

называется относительным чебышёвским радиусом, где

r(x,M) := inf
{

r > 0 |M ⊂ B(x, r)
}

= sup
y∈M

‖x− y‖.

2Использование буквы “Z” традиционно: это первая буква немецкого слова “Zentrum”, означающего
“центр”.

3В англ. — “the Chebyshev center map” или просто “the center map”.
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Множество относительных чебышёвских центров определяется как

ZY (M) := {y ∈ Y | r(y,M) = rY (M)}. (1.2)

Отображение M 7→ ZY (M) будем называть относительным чебышёвским проектором (отно-
сительно множества Y ).

Как следствие множество относительных чебышёвских центров ZY (M) состоит из точек
из Y таких, что шары минимального радиуса с центрами в этих точках содержат множество M .
В частном случае Y = X мы получаем определение чебышёвского центра и чебышёвского
радиуса. Если M = {y}, то r(x,M) = ‖x − y‖, rY (M) = ρ(y, Y ) — расстояние от y до Y , а
проектор ZY (M) совпадает с метрической проекцией точки y на Y .

2. Структура чебышёвских центров как промежутков

Здесь надо напомнить определение сегмента [[x, y]] и промежутка в линейном нормиро-
ванном пространстве X (см. [9]):

[[x, y]] :=
{

z ∈ X | min{ϕ(x), ϕ(y)} 6 ϕ(z) 6 max{ϕ(x), ϕ(y)} ∀ϕ ∈ extS∗
}

=
{

z | ϕ(z) ∈ [ϕ(x), ϕ(y)]
}

; (2.3)

здесь и далее extS∗ — множество экстремальных (крайних) точек единичной сферы S∗ сопря-
женного пространства X∗.

На самом деле, если взять произвольное подмножество A ⊂ extS∗ такое, что A ∪ (−A) =
extS∗, то

[[x, y]] =
{

z ∈ X | f(z) ∈ [f(x), f(y)] ∀f ∈ A
}

.

Например, дляX = C(Q) удобно в качестве A выбирать функционалы, сопоставляющие функ-
ции ϕ ∈ C(Q) ее значение в точке t ∈ Q. В этом случае для любых ϕ,ψ ∈ C(Q)

[[ϕ,ψ]] =
{

g ∈ C(Q) | g(t) ∈ [ϕ(t), ψ(t)] ∀t ∈ Q
}

.

С выбором множества A ⊂ extS∗, A∪(−A) = extS∗, можно связать линейное отображение
c : X → c(X), сопоставляющее элементу x ∈ X функцию c(x) : A → R, принимающее значение
x(x∗) = x∗(x) на элементе x∗ ∈ A. Таким образом, c(X) — пространство непрерывных функций
на A, являющееся сужением на A непрерывных линейных функционалов из X, действующих
на X∗. На c(X) мы рассматриваем равномерную норму, т. е.

‖c(x)‖ = sup
x∗∈A

|x(x∗)|.

Нетрудно видеть, что отображение c : X → c(X) является изометрией. Удобно отождествлять
x и его образ c(x), а также множество E ⊂ X и его образ c(E). Более того, шар B(x,R)
отождествляется с множеством b(x,R) := c(B(x,R)). Поскольку B(x,R) := {y ∈ X | |x∗(y −
x)| 6 R для любого x∗ ∈ extS∗}, то

b(x,R) = [[x(x∗)−R, x(x∗) +R]]

= {y ∈ X | x(x∗)−R 6 y(x∗) 6 x(x∗) +R, x∗ ∈ extS∗}

= {y ∈ X | x(x∗)−R 6 y(x∗) 6 x(x∗) +R, x∗ ∈ A}

= {c(y) | c(x)−R 6 c(y) 6 c(x) +R}.

Множество m(E) :=
⋂

E⊂B(x,R)B(x,R) (оболочка Банаха — Мазура множества E) мы отож-
дествляем с множеством

m(c(E)) =
⋂

c(E)⊂b(x,R)

b(x,R).
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И, наконец, напомним, что множество E ⊂ X называется промежутком (см. [9]), если

[[x, y]] ⊂ E для всех x, y ∈ E.

Любой замкнутый шар является замкнутым промежутком.
Напомним, что функция f : Q → R, где Q – некоторое топологическое пространство,

называется полунепрерывной снизу, если для всех чисел c множество {x ∈ Q | f(x) > c}
открыто.

З а м е ч а н и е 1. А.А.Васильева [10; 11] показала, что подмножество Π ⊂ C(Q), Q —
хаусдорфов компакт, является замкнутым непустым промежутком, если и только если Π пред-
ставимо в виде обобщенного сегмента

[[f1, f2]] =
{

f ∈ C(Q) | f(t) ∈ [f1(t), f2(t)] ∀t ∈ Q
}

, (2.4)

где f1, f2 : Q→ R, f1 6 f2, f1 полунепрерывна сверху на Q, а f2 — снизу (в определении [[f1, f2]]
функции f1, f2 необязательно лежат в C(Q)). По теореме Катетова — Тонга об отделимости
полунепрерывных функций (см., например, [12]) множество [[f1, f2]] непусто в C(Q). Отметим,
что обобщенный сегмент [[f1, f2]] одноточечен тогда и только тогда, когда f1 = f2 (в этом
случае f1, f2 — непрерывные функции). А.А.Васильева также показала, что метрическая
проекция на замкнутый промежуток обладает непрерывной 1-липшицевой выборкой тогда
и только тогда, когда этот промежуток является сегментом [[f1, f2]], где f1, f2 ∈ C(Q). Ряд
свойств обобщенных сегментов был также получен в работе [13].

Пусть V 6= ∅ и пусть r := rV (M) — относительный чебышёвский радиус множества M
относительно V . Рассмотрим x∗ ∈ A и положим

m∗( · ) = sup
y∈M

y( · ), m∗( · ) = inf
y∈M

y( · ) (2.5)

(здесь y рассматривается как c(y), т. е. как функция на A; функции m∗( · ) и m∗( · ), соответ-
ственно, полунепрерывны снизу и сверху). Таким образом, Π := [[m∗−r, m∗+r]] — обобщенный
сегмент.

Определим полосу

Πx∗ :=
{

x ∈ X | m∗(x∗)− r 6 x(x∗) 6 m∗(x
∗) + r

}

.

Нетрудно видеть, что Πx∗ состоит из тех и только тех точек x ∈ X, для которых

M ⊂
{

u ∈ X | |x∗(u− x)| 6 r
}

=: Πx∗(x).

Пусть v ∈ X. Поскольку
⋂

x∗∈AΠx∗(x) = B(x, r), то следующие условия эквивалентны:
a) v ∈ ZV (M);
b) v ∈ V ∩Πx∗ для любого x∗ ∈ A;
c) v ∈ V ∩Π, где Π = Πr :=

⋂

x∗∈AΠx∗ .
Таким образом,

ZV (M) = V ∩Π. (2.6)

Из (2.6) вытекает, что множество ZV (M) относительных чебышёвских центров выпукло для

выпуклого V ⊂ X. Также ясно, что diamM, diamΠ 6 2 r.
Далее мы рассмотрим частный случай нашей задачи, а именно случай чебышевских цен-

тров. Отметим, что множество всех чебышёвских центров ограниченного множества ∅ 6=M⊂X
образует замкнутый промежуток

Π :=
{

x ∈ X | m∗( · )− r 6 x( · ) 6 m∗( · ) + r
}

, (2.7)

где r = r(M) — чебышёвский радиус.
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В дальнейшем нам понадобятся следующие обозначения

N( · ) := inf
x∈X

m∗−r6x

x( · ), n( · ) := sup
x∈X

x6m∗+r

x( · ). (2.8)

Отметим, что эти функции полунепрерывны сверху и снизу соответственно. Из определения
имеем m∗( · ) − r 6 N( · ), n( · ) 6 m∗( · ) + r. Отсюда и из (2.7) и (2.8) вытекает равенство
обобщенных сегментов (ср. с (2.4))

Π = [[m∗( · )− r, m∗( · ) + r]] = [[N( · ), n( · )]].

В случае, когда X является банаховым пространством, для которого c(X) содержит кон-
станты (например, X = C(Q)), то, заменяя в (2.8) x на y − r и x на y + r, имеем

N( · ) = N( · )− r, n( · ) = n( · ) + r,

где

N( · ) = inf
{

y( · ) | m∗( · ) 6 y( · )
}

,

n ( · ) = sup
{

y( · ) | m∗( · ) > y( · )
}

.

Поэтому, если X таково, что c(X) содержит константы, то

Π = [[N( · )− r, n( · ) + r]]. (2.9)

Пусть B — множество брусов вида Π = (x∗)−1[a, b] (−∞ 6 a 6 b 6 +∞).

Отметим, что оболочка

br(M) :=
⋂
{

Π ∈ B | Π ⊃M
}

совпадает с обобщенным сегментом [[m∗( · ), m
∗( · )]].

Отметим также, что в пространстве C(Q)

br(M) :=
⋂
{

Π | Π ⊃M, Π — замкнутый промежуток
}

Напомним, что оболочка b(x,R) совпадает с обобщенным сегментом [[x( · ) − R, x( · ) + R]]
и, кроме того,

m(M) = m(br(M)) =
⋂

br(M)⊂b(x,R)

b(x,R).

Поэтому для всех x ∈ X и R таких, что br(M) ⊂ b(x,R), верны неравенства

m∗( · ) 6 x( · ) +R, m∗( · ) > x( · )−R,

и если X — банахово пространство такое, что c(X) содержит константы, то

[[n( · ), N( · )]] ⊂ b(x,R) при условии, что br(M) ⊂ b(x,R).

Поэтому

[[n( · ), N( · )]] ⊂ m(br(M)) = m(M).

Пусть Q — топологическое пространство. Пространством C(Q) мы будем называть прост-
ранство непрерывных ограниченных функций на Q с равномерной нормой ‖f‖ = supt∈Q |f(t)|.
Топологическое пространство Q называется нормальным, если одноточечные множества за-
мкнуты и любые два непересекающихся замкнутых множества отделимы окрестностями (т. е.
содержатся в непересекающихся открытых множествах).
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Теорема 1. Пусть X = C(Q), Q — нормальное топологическое пространство, M —

непустое ограниченное подмножество X, имеющее единственный чебышевский центр z. Тог-

да

m(M) = B(z, r),

где z — чебышёвский центр множества M . При этом

z =
1

2

(

N( · ) + n( · )
)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть r = r(M). Имеем {z} = [[N( · ) − r, n( · ) + r]]. Следова-
тельно, в силу замечания 1

z =
1

2

(

N( · )− r + n( · ) + r
)

= N( · )− r = n( · ) + r.

Так как функция N( · ) полунепрерывна сверху, а n( · ) — снизу, то из равенства N( · ) = n( · )+
2r вытекает, что N( · ) и n( · ) — непрерывные функции. Поэтому [[n( · ), N( · )]] — сегмент,
являющийся шаром B(z, r). Следовательно,

B(z, r) = [[n( · ), N( · )]] ⊂ m(M) ⊂ B(z, r).

Теорема доказана. �

3. Устойчивость относительного чебышёвского проектора

в конечномерных полиэдральных пространствах

Через ℓ∞n обозначим пространство n-мерных действительных векторов с равномерной нор-
мой. Пусть V — подпространство в ℓ∞n . Набор L := {Li}

m
i=1 координатных ненулевых подпро-

странств L1 ⊃ L2 ⊃ . . . ⊃ Lm назовем допустимым для V , если набор строго убывающих
подпространств {Vl}

m
=1, задаваемый рекуррентной формулой V1 := V ⊂ L1, Vl+1 = Vl ∩ Ll+1

(l = 1, . . . ,m−1), обладает тем свойством, что Ll содержится в координатном подпространстве
минимальной размерности, содержащем Vl−1 (l = 2, . . . ,m).

Для каждого индекса i = 1, . . . ,m через Ai обозначим множество всех векторов e ∈ Vi
таких, что ρ(e, Li+1) > 0. Положим

βi(L) := sup
e∈Ai

ρ(e, Vi+1)/ρ(e, Li+1), β(L, V ) := max
i=1,...,m−1

βi(L).

Далее, пусть α(V ) := supL β(L, V ), где супремум берется по всем допустимым наборам L
для V . Отметим, что для всякой изометрии τ , представляющей собой перестановку координат
векторов в ℓ∞n , выполняется равенство α(τ(V )) = α(V ).

В следующем утверждении будем считать, что пространство V не содержит ненулевых
координатных подпространств.

Лемма. Пусть Π :=
∏n

i=1[ai, bi], V ∩Π 6= ∅ и пусть y ∈ V , ρ(y,Π) 6 δ. Тогда существует

точка z ∈ V ∩Π такая, что

‖y − z‖ 6 (α+ 1)nδ, где α = α(V ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть L1 — минимальное координатное подпространство в ℓ∞n ,
содержащее V1 := V , dimL1 = n1. Положим Π1 = Π ∩ L1. Перенумеровав при необходимости
координаты векторов, будем считать, что Π1 =

∏n1

i=1[ai, bi]. Осуществляя при необходимости
параллельный перенос, считаем, что 0 ∈ Π1 ∩ V1. Пусть y1 := y. Тогда δ1 := ρ(y1,Π1) 6 δ.

Шаг индукции. Пусть на k-м шаге построено координатное подпространство Lk, подпро-
странство Vk ⊂ Lk, где Lk — координатное подпространство минимальной размерности nk,
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содержащее Vk, Πk =
∏nk

i=1[ai, bi], 0 ∈ Πk ∩ Vk, δk := ρ(yk,Πk) 6 (α + 1)k−1δ. Существует
координатная гиперплоскость πk в пространстве Ll, проходящая через некоторую грань Πk

(которая пересекается с отрезком [0, yk]) и разделяющая точку yk и параллелепипед Πk. Ясно,
что πk есть сдвиг некоторой координатной гиперплоскости. При этом ρ(yk, πk) 6 δk. Положим
Vk+1 = Vk ∩ πk. Существует точка yk+1 ∈ Vk+1 такая, что ‖yk+1 − yk‖ 6 αδk. Тогда

ρ(yk+1,Πk) 6 ‖yk+1 − yk‖+ ρ(yk,Πk) 6 (α+ 1)δk 6 (α+ 1)kδ.

Осуществляя при необходимости параллельный перенос, будем считать, что 0 ∈ Πk ∩ Vk+1.
Через Lk+1 обозначим координатное подпространство в Lk+1 минимальной размерности nk+1,
содержащее Vk+1. Делая при необходимости перестановку координат, будем считать для про-
должения индукционного процесса, что Πk+1 = Πk ∩ Lk+1 =

∏nk+1

i=1 [ai, bi]. Индукция останав-
ливается на шаге k = m, если nk+1 = 0. По построению z = ym ∈ V ∩Π и

‖y − z‖ 6
∑

k<n

(1 + α)kδ < (1 + α)nδ.

Лемма доказана. �

Отметим, что если не задаваться целью выписать константу K в неравенстве ‖y − z‖ 6 Kδ
(из предыдущей леммы) в зависимости от геометрической характеристики α(V ), то, как по-
казал А.В.Маринов, это неравенство можно легко получить из теоремы Хоффмана (см. [14,
c. 176]).

Для произвольных множеств M и N в произвольном метрическом пространстве (X, ρ)
через d(M,N) := supx∈M ρ(x,N) обозначим уклонение множества M от множества N . Через
h(M,N) обозначим хаусдорфово расстояние между M и N , т. е. величину

max{d(M,N), d(N,M)}.

Теорема 2. Пусть (M, θ) — полуметрическое пространство, Π(t) :=
∏n

i=1[ai(t), bi(t)],
t ∈ M, — такое семейство параллелепипедов в ℓ∞n , что для некоторого числа c > 0

|ai(t)− ai(t0)|, |bi(t)− bi(t0)| 6 c θ(t, t0), i = 1, . . . , n,

для всех t, t0 ∈ M. Предположим также, что для некоторого подпространства V ⊂ ℓ∞n
множество

Φ(t) := Π(t) ∩ V

непусто для всех t ∈ M. Тогда отображение Φ является K-липшицевым на M (относи-

тельно хаусдорфовой метрики) для некоторой константы K = K(V ) > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего отметим, что случаи dimV = 0 и dimV = n
тривиальны. Случай, когда V содержит ненулевое координатное подпространство сведем к
случаю подпространства V0 меньшей размерности, не содержащего ненулевых координат-
ных подпространств. Действительно, пусть L — координатное подпространство максималь-
ной размерности, содержащееся в V . Пусть V0 := V ∩ L⊥, где L⊥ — ортогональное допол-
нение к L (оно является координатным в ℓ∞n ). Параллелепипед Π(t) представляется в виде
Π0(t) × Π1(t), где Π0(t) (соответственно Π1(t)) — ортогональная проекция Π(t) на L⊥ (на L)
параллельно L (параллельно L⊥). В этом случае доказательство липшицевости отображения
Φ(t) := Π(t) ∩ V = (Π0(t) ∩ V0)×Π1(t) сводится к доказательству липшицевости отображения
Φ0(t) := Π0(t) ∩ V0, при этом V0 уже не содержит ненулевых координатных подпространств
и Φ0(t) 6= ∅ для всех t ∈ M.

Итак, доказательство теоремы сводится к изучению случая подпространств V , не содер-
жащих ненулевых координатных подпространств. По условию теоремы для любых t, t0 ∈ M
и ai = ai(t), bi = bi(t), a

0
i = ai(t0), b

0
i = bi(t0) верны неравенства

|ai − a0i |, |bi − b0i | 6 c θ(t, t0) =: δ.
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По лемме для любой точки y ∈ Π(t0) ∩ V существует точка z ∈ Π(t) ∩ V такая, что ‖z − y‖ 6

(α(V ) + 1)nδ. Отсюда

d(Φ(t0),Φ(t)) 6 c(α(V ) + 1)n θ(t, t0).

Аналогично показывается, что

d(Φ(t),Φ(t0)) 6 c(α(V ) + 1)n θ(t, t0).

Теорема 2 доказана. �

Выбирая в качестве (M, θ) полуметрическое пространство всех непустых ограниченных
подмножеств пространства ℓ∞n , снабженное хаусдорфовой полуметрикой, и полагая

ai(N) = inf
z∈N

z(i) + r, bi(N) = sup
z∈N

z(i) − r,

где r := rV (N), V — подпространство в ℓ∞n , мы получаем следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть V — подпространство в ℓ∞n . Тогда существует число c = c(V ) > 0
такое, что

h(ZV (M),ZV (N)) 6 c h(M,N)

для любых непустых ограниченных подмножеств M,N ⊂ ℓ∞n .

Следствие 1. Пусть V — подпространство в ℓ∞n . Тогда существует липшицева выборка

из чебышёвского проектора ZV ( · ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Каждому ограниченному подмножеству M ⊂ V сопоставим его
центр Штейнера ϕ(M) (см. определение в [15]). Это отображение является липшицевым на
множестве непустых ограниченных подмножеств из V , снабженных хаусдорфовой полуметри-
кой (см. теорему 2.1.3 в [15]). Нетрудно убедиться, что ϕ ◦ ZV является искомой липшицевой
выборкой. �

Пусть Xn — n-мерное банахово пространство с полиэдральной нормой (т. е. единичный
шар пространства Xn является выпуклой комбинацией конечного числа точек из Xn). Такие
пространства будем называть полиэдральными конечномерными пространствами.

Из следствия 1 вытекает результат Ю.Ю.Дружинина (см. [16]) о существовании липши-
цевой выборки из чебышёвского проектора в конечномерном симметричном полиэдральном
пространстве, поскольку любое такое пространство изометрично вкладывается в ℓ∞n для до-
статочно больших n.

Из теоремы 3 вытекает следующий результат.

Следствие 2. B конечномерном полиэдральном пространстве метрическая проекция на

подпространство глобально липшицева.

З а м е ч а н и е 2. Отметим в связи со следствием 2 ранее полученные результаты. В про-
странстве ℓ∞n метрическая проекция на чебышёвское подпространство глобально липшицева
на всем пространстве (А.K.Клайн [17, теорема 4], В.И.Бердышев [18, теорема 2], а также
М.Бартелт [19] и М.Финцель [20, § 5]). Указанный результат также является следствием тео-
ремы 3.

Множество V ⊂ Xn называется полиэдральным множеством, если V — пересечение конеч-
ного числа замкнутых полупространств в Xn.

Известно, что в полиэдральном симметричном пространстве Xn метрическая проекция на
полиэдральное множество глобально липшицева (В. Ли [21]) и обладает липшицевой выборкой
(М. Финцель и В. Ли [22, теорема 6.1]).
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З а м е ч а н и е 3. Следующий результат обобщает приведенные выше результаты М. Фин-
цель и В. Ли.

Пусть V — непустое полиэдральное подмножество конечномерного полиэдрального бана-
хова пространства X. Тогда относительный чебышёвский проектор

M 7→ ZV (M), ∅ 6=M ⊂ X

глобально липшицев на X и обладает липшицевой выборкой.
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