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Пусть Hp(Π+, φ) — класс аналитических в верхней полуплоскости Π+ функций, принадлежащих уни-
версальному классу Харди N∗, с граничными значениями из Lpφ(R) с весом φ; Qp(Π+, I, φ) — класс функ-

ций f ∈ Hp(Π+, φ) таких, что ‖f‖Lp
φ
(R\I) ≤ 1, где I — промежуток (интервал или полупрямая) из R,

1 ≤ p ≤ ∞. На классе Qp(Π+, I, φ) в задаче оптимального восстановления значения функции в точке
z0 ∈ Π+ по ее приближенно заданным предельным граничным значениям на I по норме Lpφ(I) и взаимосвя-

занной задаче наилучшего приближения функционала линейными ограниченными функционалами явно
выписаны решения — экстремальная функция, оптимальный метод восстановления, функционал наилуч-
шего приближения. На классе Qp(Π+,R+, ψ), ψ(z) = 1/|z|, решены задача оптимального восстановления
функции на луче γ = {z : arg z = ϕ0} относительно нормы Lpψ(γ) по ее приближенно заданным предель-

ным граничным значениям на R+ по норме Lpψ(R+) и взаимосвязанная задача наилучшего приближения

оператора линейными ограниченными операторами. Для f ∈ Hp(Π+, ψ) получено точное неравенство
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Let Hp(Π+, φ) be the class of functions analytic in the upper half-plane Π+ and belonging to the universal
Hardy class N∗ with boundary values from Lpφ(R) with a weight φ, and let Qp(Π+, I, φ) be the class of function

f ∈ Hp(Π+, φ) such that ‖f‖Lp
φ
(R\I) ≤ 1, where I is a finite open interval or a half-line from R and 1 ≤ p ≤ ∞.On

the class Qp(Π+, I, φ), we consider the problem of optimal recovery of the value of a function at a point z0 ∈ Π+

from its approximately given limit boundary values on I in the norm Lpφ(I) and the related problem of the best

approximation of a functional by linear bounded functionals. Explicit solutions of these problems are written: an
extremal function, optimal recovery method, and best approximation functional. On the class Qp(Π+,R+, ψ),
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related problem of the best approximation of an operator by linear bounded operators. For f ∈ Hp(Π+, ψ), we
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Введение

Обозначим через Π+ верхнюю полуплоскость: Π+ = {z ∈ C : ℑz > 0} . Через I обозначим
промежуток граничной прямой R, в качестве которого будет выступать либо конечный интер-
вал (a, b), либо полупрямая (0,+∞).

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 18-01-00336) и Программы повышения
конкурентоспособности УрФУ (постановление № 211 Правительства РФ от 16.03.2013, контракт
№ 02.A03.21.0006 от 27.08.2013).
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Напомним некоторые известные понятия и факты, которые будут использоваться в статье.
Для ядра Пуассона полуплоскости справедливо равенство

P (z, ξ) = ℜ
{ 1

iπ

1

z − ξ

}
=

1

π

y

(x− ξ)2 + y2
, z = x+ iy, ξ ∈ R.

Гармонической мерой w(z) = w(z, I,Π+) промежутка I относительно полуплоскости Π+ в точке
z ∈ Π+ является решение задачи Дирихле — ограниченная гармоническая в Π+ функция с
граничными значениями w(t) = 1, t ∈ I и w(t) = 0, t ∈ R \ I. Для w(z, I,Π+) имеет место
равенство

w (z, I,Π+) =
1

π

∫

I

y

(x− t)2 + y2
dt.

Соответственно для промежутков на прямой получим

w (z, (a, b),Π+) =
1

π
arg

z − b

z − a
; w (z, (0,+∞),Π+) =

π − arg z

π
. (0.1)

Классом Неванлинны N = N(Π+) называют множество аналитических в Π+ функций f,
для которых субгармоническая функция ln+ |f | имеет в Π+ гармоническую мажоранту. Функ-
ции класса N имеют почти всюду на R некасательные предельные граничные значения. Более
узкий класс N∗ = N∗(Π+) — универсальный класс Харди, введенный В.И.Смирновым, —
состоит из функций, имеющих гармоническую мажоранту ln+ |f |, представимую по формуле
Грина через ее граничные значения. Классом Харди Hp = Hp(Π+), 0 < p < ∞, называ-
ют класс функций f, для которых |f |p имеет гармоническую мажоранту в Π+; при p = ∞
класс H∞ = H∞(Π+) — класс ограниченных аналитических функций. Справедливы вложе-
ния Hp ⊂ N∗ ⊂ N. Функция f ∈ N∗ принадлежит классу Харди Hp тогда и только тогда,
когда ее граничные значения удовлетворяют условию: функция |f |p суммируема на прямой R

с весом P (z0, x), где z0 — произвольная фиксированная точка из Π+. Аналитическая в полу-
плоскости Π+ функция представима через свои граничные значения по формуле Грина, т.е.
справедливо представление

f(z) =

+∞∫

−∞

P (z, x) f(x) dx, z ∈ Π+,

тогда и только тогда, когда она принадлежит классу Харди H1(Π+).

Далее будут рассматриваться класс H = Hp(Π+, φ), 1 ≤ p ≤ ∞, функций f ∈ N∗ с гранич-
ными значениями из Lpφ(R) с весом φ и подкласс Q = Qp(Π+, I, φ) функций f ∈ H таких, что
‖f‖Lpφ(R\I)

≤ 1.

В первой части статьи рассмотрены взаимосвязанные задачи оптимального восстановле-
ния и наилучшего приближения на классе Qp(Π+, I, φ) функционала, сопоставляющего пре-
дельным граничным значениям на промежутке (интервале или полупрямой) функции, ана-
литической в полуплоскости, ее значение во внутренней точке. Более общая постановка (для
широкого класса областей и норм) исследовалась в терминах геометрической теории функции
комплексного переменного в работах автора [3;4]. Однако явный аналитический вид решения
этих задач (экстремальные функции и функционалы, константы точных неравенств) удается
выписать в редких случаях. Именно такой случай рассмотрен здесь.

Во второй части на классе Qp(Π+,R+, ψ), ψ(z) = 1/|z|, решены задачи оптимального вос-
становления и наилучшего приближения оператора, ставящего в соответствие предельным
граничным значениям функции на полупрямой ее сужение на луч.

Явный вид функционала (оператора), для которого рассматриваются задачи оптималь-
ного восстановления и наилучшего приближения, дают формулы Карлемана— Голузина—
Крылова. Задача вычисления этого функционала (оператора) по заданным с погрешностью
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граничным значениям является некорректной, методы ее регуляризации были предложены
М.М.Лаврентьевым. Информацию о формулах Карлемана— Голузина— Крылова и методе
Лаврентьева можно найти в [ 1, гл. 1; 12, гл. II, § 1, пп. 4, 5].

Рассмотренные в статье задачи являются частными случаями, соответственно, задачи оп-
тимального восстановления операторов на классе элементов банахова пространства по непол-
ной (в частности, неточной) информации и задачи Стечкина о приближении неограниченно-
го оператора ограниченными операторами на классе элементов банахова пространства. Об-
щие результаты в тематике оптимального восстановления и дальнейшие ссылки можно най-
ти в [6–8; 13–15; 19]. Результаты, связанные с оптимальным восстановлением на классах ана-
литических функций, и дальнейшие ссылки можно найти в монографии [16] и в работах
[3;5;10;11;17;18]. Задаче Стечкина к настоящему времени посвящено большое число исследо-
ваний (см. работы [8; 9] и приведенную в них библ.).

В дальнейшем ln z = ln |z|+ i arg z, 0 ≤ arg z < 2π, и zζ = exp{ζ ln z}, z, ζ ∈ C, z 6= 0.

1. Оптимальное восстановление значения

в точке аналитической в полуплоскости функции

по приближенно заданным на промежутке граничным значениям

На классе Q рассмотрим взаимосвязанные экстремальные задачи для функционала Υz0 =
Υz0 (I,Π+) , сопоставляющего граничным значениям на I аналитической функции ее значение
в точке z0 ∈ Π+, т. е. Υz0f = f(z0). Функцию переменной δ > 0, определяемую равенством

ω(δ) = ω(δ; Υz0 , Q) := sup
{
|f(z0)| : f ∈ Q, ‖f‖Lpφ(I)

≤ δ
}
, (1.1)

называют модулем непрерывности функционала Υz0 на классе Q. Из определения (1.1) для
функций f из H следует точное неравенство

|f(z0)| ≤ ‖f‖Lpφ(R\I)
ω

( ‖f‖Lpφ(I)

‖f‖Lpφ(R\I)

)
, f ∈ H. (1.2)

С задачей (1.1) о модуле непрерывности связана задача оптимального восстановления зна-
чения аналитической в Π+ функции в точке z0 (функционала Υz0) по заданным с извест-
ной погрешностью δ по норме Lpφ(I) ее граничным значениям на I и дополнительной (апри-
орной) информации принадлежности функции классу Q. Более точно, пусть для неизвест-
ной функции f из класса Q задана функция f̃ ∈ Lpφ(I) такая, что справедливо неравенство

‖f − f̃‖Lpφ(I)
≤ δ. Мы хотим найти наилучший (оптимальный) способ восстановить по f̃ значе-

ние функции f(z0), z0 ∈ Π+, для всех таких пар функций f и f̃ . В качестве множества методов
восстановления, из которых выбирается оптимальный, будем рассматривать множество O всех
возможных функционалов на Lpφ(I). Формальная постановка задачи такова. Для числа δ ≥ 0
и метода восстановления T ∈ O величина

U(T, δ) := sup
{
|f(z0)− T f̃ | : f ∈ Q, f̃ ∈ Lpφ(I), ‖f − f̃‖Lpφ(I)

≤ δ
}

(1.3)

является погрешностью восстановления значения в точке z0 функций класса Q по их гранич-
ным значениям на I, заданным с ошибкой δ по норме Lpφ(I), методом T . Тогда

E(δ) := inf {U(T, δ) : T ∈ O} (1.4)

есть величина оптимального восстановления значения в точке z0 (или, что то же самое, оп-
тимального восстановления функционала Υz0) функций класса Q по их δ-приближенным гра-
ничным значениям на I с помощью всех возможных методов восстановления. Задача состоит
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в вычислении величины E(δ) и определении оптимального метода восстановления — функци-
онала, на котором в (1.4) достигается нижняя грань. Известно (см., например, [7; 8; 13; 16] и
приведенную там библ.), что в задаче оптимального восстановления линейного функциона-
ла на выпуклом центрально симметричном классе с помощью множества O всех возможных
функционалов существует наилучший линейный ограниченный функционал и сама величи-
на уклонения равна модулю непрерывности восстанавливаемого функционала, таким образом
справедливо равенство E(δ) = ω(δ).

С задачами (1.1) и (1.4) тесно связана задача наилучшего приближения функционала Υz0

линейными ограниченными функционалами. Точная постановка задачи такова. Пусть L(N)
есть множество линейных ограниченных функционалов на Lpφ(I), норма которых не превосхо-
дит числа N > 0. Величина

U(T ) := sup {|f(z0)− Tf | : f ∈ Q} (1.5)

является уклонением функционала T ∈ L(N) от функционала Υz0 на классе функций Q.
Наилучшим приближением функционала Υz0 множеством линейных ограниченных функцио-
налов L(N) на классе Q называется величина

E(N) := inf {U(T ) : T ∈ L(N)} . (1.6)

Задача состоит в вычислении величины E(N) и нахождении экстремального функционала, на
котором в (1.6) достигается нижняя грань.

Для формулировки результатов в задачах (1.4) и (1.6) приведем конструкции некоторых
функций и функционала. Зададим функцию hI в полуплоскости Π+ равенством hI(z) :=
exp{w(z) + iw̃(z)}, в котором w(z) = w(z, I,Π+) — гармоническая мера промежутка I отно-
сительно полуплоскости Π+ в точке z, w̃ — функция гармонически сопряженная w, которая
определена и единственна, с точностью до аддитивной (вещественной) константы, выбор ко-
торой нам не важен. Функция hI является ограниченной аналитической, не обращается в нуль
в полуплоскости Π+ и удовлетворяет равенствам

|hI(z)| = ew(z), z ∈ Π+; |hI(x)| = e, x ∈ I; |hI(x)| = 1, x ∈ R \ I.

Для фиксированной точки z0 ∈ Π+ определим функцию fz0 соотношением

fz0(z) :=
y0
π

1

(z − z0)2
, y0 = ℑz0.

Сужение модуля функции fz0 на вещественную ось совпадает с ядром Пуассона, т. е. |fz0(x)| =
P (z0, x), x ∈ R. Третья функция будет построена по весовой функции φ. Пусть неотрицатель-
ная измеримая функция φ удовлетворяет условию: lnφ является суммируемой функцией на R

по гармонической мере, т. е. конечна величина

+∞∫

−∞

| lnφ(x)|

x2 + 1
dx < +∞. (1.7)

Аналитическую в полуплоскости Π+ функцию gφ определим равенством gφ(z) := exp{u(z) +
iũ(z)}, в котором гармоническая в Π+ функция u является интегралом Пуассона

u(z) = −

+∞∫

−∞

P (z, x) ln φ(x) dx,

а ũ — функция, гармонически сопряженная u, для которой выбор аддитивной постоянной нам
также не важен. Функция gφ в полуплоскости в нуль не обращается. Граничные значения
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модуля функции gφ почти всюду совпадают с функцией 1/φ, т. е. |gφ(x)| = 1/φ(x) для почти
всех x ∈ R. Например, в случае “степенных” весов φν , ψν , ν ∈ R, определяемых равенствами

φν(z1, x) := P ν(z1, x) =
( 1

π

y1
(x− x1)2 + y21

)ν
, z1 = x1 + iy1 ∈ Π+,

ψν(x1, x) := |x− x1|
−2ν , x1 ∈ R,

функции gφν и gψν имеют вид

gφν (z) = (y1/π)
−ν (z − z1)

2ν = f−νz1 (z), gψν (z) = (z − x1)
2ν , z ∈ Π+.

Напомним, что для произвольной точки z1 ∈ Π+ и веса φ1(z1, x) класс Hp(Π+, φ1) совпадает с
классом Харди Hp(Π+).

Используя введенные выше функции hI, fz0 и gφ, определим важную в дальнейшем функ-
цию F формулой

F (z) = F [z0, I, p, φ, δ](z) := f1/pz0 (z) g
1/p
φ (z)β−1/p hσI (z), (1.8)

σ := ln δ − 1/p lnα+ 1/p ln β, α := w(z0, I,Π+), β := 1− α = w(z0,R \ I,Π+)

при 1 ≤ p ≤ ∞. В случае p = ∞ величину 1/p будем всегда считать равной нулю. Функция F
является аналитической и не обращается в нуль в полуплоскости Π+. Для ее значений на
вещественной оси справедливы равенства

|F (x)| = δ
(P (z0, x)
αφ(x)

)1/p
, x ∈ I; |F (x)| =

(P (z0, x)
β φ(x)

)1/p
, x ∈ R \ I; (1.9)

а для значения в точке z0 — равенство

|F (z0)| = C δα, C :=
{α−α β−β

4πy0
|gφ(z0)|

}1/p
. (1.10)

Отметим, что функция F принадлежит классу H. Более того, используя равенства (1.9),
нетрудно получить равенства

‖F‖Lpφ(I)
= δ, ‖F‖Lpφ(R\I)

= 1;

следовательно, функция F принадлежит классу Q.
Теперь на пространстве Lpφ(I) определим функционал Tδ = T [z0, I, p, φ, δ] равенством

Tδf :=

∫

I

P (x, z0)
F (z0)

F (x)
f(x) dx. (1.11)

Теорема 1. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, функция φ удовлетворяют условию (1.7). Тогда справед-

ливы следующие утверждения.

1) Для величин (1.1) и (1.4) имеют место равенства

ω(δ) = E(δ) = Cδα, δ ≥ 0.

Экстремальными в (1.1) являются функции вида ǫF, |ǫ| = 1; в задаче (1.4) оптимальным

методом восстановления является линейный ограниченный функционал Tδ.

2) Для величины (1.6) справедливо равенство

E(N) = C1/β β αα/β N−α/β .

В задаче (1.6) функционалом наилучшего приближения является функционал Tδ с парамет-

ром δ = C1/βα1/βN−1/β .

Далее, с использованием равенств (0.1) и теоремы 1 будут выписаны экстремальные функ-
ция F и функционал Tδ, а также неравенство (1.2) в случаях, когда промежуток I является
конечным интервалом (a, b) или полуосью (0,+∞).
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1.1. Экстремальные функция и функционал в случае I = (a, b)

В случае, когда промежутком I является интервал (a, b), для гармонических мер имеем

α = w (z0, (a, b),Π+) =
ϑ

π
, β = w (z0,R \ (a, b),Π+) =

π − ϑ

π
, ϑ = arg

z − b

z − a
,

где ϑ — угол при вершине z0 треугольника с вершинами в точках a, b и z0. Для функции h(a,b)
справедливо равенство

h(a,b)(z) =
(z − a

z − b

)i/π
= exp

{
−
i

π
ln

( z − b

z − a

)}
.

Экстремальная функция (1.8) в теореме 1 имеет вид

F (z) =
( y0
π − ϑ

)1/p 1

(z − z0)2/p

(z − a

z − b

)i/π
(

ln δ+ 1
p
ln π−ϑ

ϑ

)

g
1/p
φ (z), z0 = x0 + iy0.

Функционал (1.11) оптимального восстановления (наилучшего приближения) Tδ для слу-
чая I = (a, b) примет вид

Tδf = K δϑ/π−1

b∫

a

[ 1
π

y0
(x− x0)2 + y20

]1−1/p
φ1/p(x)æ(x) f(x) dx,

где функция æ(x) = æ(z0, p, φ; x) с модулем, тождественно равным единице, задается равен-
ством

æ(x) := exp i
{2

p
arctg

y0
x− x0

−
π

p
+

1

π

(
ln δ +

1

p
ln
π − ϑ

ϑ

)
ln

|z0 − a|(b− x)

|z0 − b|(x− a)
−

1

p
arg(gφ(x))

}
,

и величина K — равенством

K :=

{
gφ(z0)

4πy0

( ϑ

π − ϑ

)1−ϑ/π
}1/p

.

Соответственно, точное неравенство (1.2) для функций класса H = Hp(Π+, φ) примет вид

|f(z0)| ≤ C ‖f‖
ϑ/π

Lpφ(a,b)
‖f‖

1−ϑ/π

Lpφ(R\(a,b))
, f ∈ Hp(Π+, φ),

величина C задается равенством

C =

{
|gφ(z0)|

4y0(π − ϑ)

( ϑ

π − ϑ

)−ϑ/π
}1/p

.

1.2. Экстремальные функция и функционал в случае I = (0,+∞)

В случае, когда промежуток I является полупрямой R+ = (0,+∞), для гармонических мер
имеем

α = w (z0, (0,+∞),Π+) =
π − ϕ0

π
, β = w (z0, (−∞, 0),Π+) =

ϕ0

π
, ϕ0 = arg z0.

Для функции hR+ справедливо равенство

hR+(z) := e zi/π = exp
{
1 +

i

π
ln z

}
.
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Экстремальная функция (1.8) в теореме 1 имеет вид

F (z) =
( y0
π − ϕ0

)1/p δ

(z − z0)2/p
z
i/π

(

ln δ+ 1
p
ln

ϕ0
π−ϕ0

)

g
1/p
φ (z), z0 = |z0|e

iϕ0 = x0 + iy0.

Заметим, что в случае p = ∞ экстремальная функция F (z) = δ zi ln δ/π не зависит от точки z0.
Функционал (1.11) оптимального восстановления (наилучшего приближения) Tδ для полу-

оси примет вид

Tδf = K δ−ϕ0/π

+∞∫

0

[ 1
π

y0
(x− x0)2 + y20

]1−1/p
φ1/p(x)æ(x) f(x) dx,

где функция æ(x) = æ(z0, p, φ; x) с модулем, тождественно равным единице, задается равен-
ством

æ(x) := exp i
{2

p
arctg

y0
x− x0

−
π

p
+

1

π

(
ln δ +

1

p
ln

ϕ0

π − ϕ0

)
ln

|z0|

x
−

1

p
arg (gφ(x))

}
,

и величина K — равенством

K :=

{
gφ(z0)

4πy0

(π − ϕ0

ϕ0

)ϕ0/π
}1/p

.

Соответственно точное неравенство (1.2) для функций класса H = Hp(Π+, φ) примет вид

|f(z0)| ≤ C ‖f‖
ϕ0/π

Lpφ(−∞,0)
‖f‖

1−ϕ0/π

Lpφ(0,+∞)
, f ∈ Hp(Π+, φ),

величина C задается равенством

C =

{
|gφ(z0)|

4ϕ0 y0

(π − ϕ0

ϕ0

)ϕ0/π−1
}1/p

.

2. Оптимальное восстановление на луче аналитической в полуплоскости

функции по приближенно заданным граничным значениям на полуоси

В этой части статьи будем использовать результаты разд. 1 в случае, когда промежутком
I является положительная полуось R+ при p = ∞. В этом случае вид экстремальные функция
и функционал в теореме 1 наиболее простой. А именно, справедливы равенства

F (z) = F [R+,∞, δ](z) = δ zi/π ln δ, (2.1)

Tδf = T [z0,R+,∞, δ]f = δ−ϕ0/π

+∞∫

0

[ 1
π

y0
(x− x0)2 + y20

]
æ(x) f(x) dx, (2.2)

где æ(x) = exp
{
i/π ln δ ln

|z0|

x

}
.

Точное неравенство (1.2) в этом случае (с константой C = 1) принимает вид

|f(reiϕ0)| ≤ ‖f‖
ϕ0/π
L∞(−∞,0) ‖f‖

1−ϕ0/π
L∞(0,+∞), 0 < r <∞.

Через γα обозначим луч

γα := {z ∈ C : arg z = ϕ0} = eiϕ0R+.
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Будем использовать независимость экстремальной функции F [R+,∞, δ] от точки z0, постоян-
ство гармонической меры на луче γα : w(z0,R+,Π+) = α = 1− ϕ0/π, z0 ∈ γα, и однородность
степени −1 ядра функционала (2.2). Рассмотрим задачи оптимального восстановления и наи-
лучшего приближения оператора Υγα , сопоставляющего предельным граничным значениям
функции f ∈ H на положительной полуоси R+ сужение этой функции на луче γα.

Обозначим через B банахово пространство функций, определенных на полупрямой γα.
Функцию переменной δ > 0, задаваемую равенством

ω(δ) := ω(δ; Υγα , Q) = sup
{
‖f‖B : f ∈ Q, ‖f‖Lpφ(R+) ≤ δ

}
, (2.3)

называют модулем непрерывности оператора Υγα на классе Q.
В качестве множества методов восстановления R, из которых выбирается оптимальный,

будем рассматривать множество O всех возможных, множество L линейных или множество B
линейных ограниченных операторов из Lpφ(R+) в B. Для числа δ > 0 и метода восстановления
T ∈ R величина

U(T, δ) := sup
{
‖f(z0)− T f̃‖B : f ∈ Q, f̃ ∈ Lpφ(R+), ‖f − f̃‖Lpφ(R+) ≤ δ

}
(2.4)

является погрешностью восстановления на луче γα функций класса Q по их граничным зна-
чениям на R+, заданным с ошибкой δ по норме Lpφ(R+), методом T . Тогда

ER(δ) := inf {U(T, δ) : T ∈ R} (2.5)

есть величина оптимального восстановления на луче γα (или, что то же самое, оптималь-
ного восстановления оператора Υγα) функций класса Q по их δ–приближенным граничным
значениям на R+ с помощью методов восстановления R.

Постановка задачи наилучшего приближения оператора Υγα линейными ограниченны-
ми операторами такова. Пусть L(N) есть множество линейных ограниченных операторов из
Lpφ(R+) в B, норма которых не превосходит числа N > 0. Величина

U(T ) := sup {‖f(z0)− Tf‖B : f ∈ Q} (2.6)

является уклонением оператора T ∈ L(N) от оператора Υγα на классе функций Q. Соответ-
ственно величина

E(N) := inf {U(T ) : T ∈ L(N)} (2.7)

есть наилучшее приближение оператора Υγα множеством линейных ограниченных операто-
ров L(N) на классе Q.

Решение задач (2.5) и (2.7) оптимального восстановления и наилучшего приближения опе-
ратора Υγα получено в двух случаях.

(I) Классом Q является класс Q∞(Π+,R+) при p = ∞; пространство B есть произвольная
банахова решетка функций, определенных на полупрямой γα, содержащая константы, с
нормой, удовлетворяющей условию ‖1‖B = 1.

(II) Классом Q является класс Qp(Π+,R+, ψ); пространство B есть Lpψ(γα) с параметром
p, 1 ≤ p <∞, и весом ψ(z) = ψ1/2(0, z) = 1/|z|.

Рассмотрим оператор Tδ, определяемый с помощью функционала (2.2) равенством
(Tδf) (z) = T [z,R+,∞, δ]f, z ∈ γα. Явный вид оператора задает равенство

(Tδf) (re
iϕ0) := δ−ϕ0/π 1

π

+∞∫

0

r sinϕ0

(r cosϕ0 − x)2 + r2 sin2 ϕ0

( r
x

)i/π ln δ
f(x) dx (2.8)

= δ−ϕ0/π 1

π

+∞∫

0

sinϕ0

(cosϕ0 − t)2 + sin2 ϕ0
t−i/π ln δ f(rt) dt. (2.9)
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Теорема 2. В случаях (I) и (II) справедливы следующие утверждения.

1) Для величин (2.3) и (2.5) имеют место равенства

ω(δ) = EO(δ) = EB(δ) = EL(δ) = δ1−ϕ0/π. (2.10)

Экстремальными в (2.3) являются функции вида ǫF, |ǫ| = 1; в задаче (2.5) оптимальным

методом восстановления является линейный ограниченный оператор Tδ.

2) Для функций класса H∞(Π+) справедливо точное неравенство

‖f‖B ≤ ‖f‖
ϕ0/π
L∞(−∞,0)

‖f‖
1−ϕ0/π
L∞(0,+∞)

. (2.11)

Для функций класса Hp(Π+, ψ), 1 ≤ p <∞, ψ(z) = 1/|z|, справедливо точное неравенство

‖f‖Lpψ(γα)
≤ ‖f‖

ϕ0/π

Lpψ(−∞,0)
‖f‖

1−ϕ0/π

Lpψ(0,+∞)
. (2.12)

3) Для величины (2.7) справедливо равенство

E(N) =
ϕ0

π

(π − ϕ0

π

)π/ϕ0−1
N1−π/ϕ0 .

В задаче (2.7) оператором наилучшего приближения является Tδ с параметром

δ =
(π − ϕ0

π

)π/ϕ0

N−π/ϕ0 .

З а м е ч а н и е. Сравним случай (II) с работой [2], где рассматривались аналогичные (2.5)
и (2.7) задачи для класса функций, аналитических в полосе. При отображении ζ = ln z класс,
рассмотренный в [2], переходит в класс Hp(Π+, ψ) функций, аналитических в полуплоскости,
со следующим определением: это класс функций, которые имеют почти всюду на R некаса-
тельные предельные значения и сужение которых на произвольный луч γα, 0 < α < 1, принад-
лежит Lpψ(γα), при этом sup{‖f‖Lpψ(γα)

: 0 < α < 1} < +∞. Из [2, лемма 2] следует вложение

Hp(Π+, ψ) ⊂ Hp(Π+, ψ). Обратное вложение Hp(Π+, ψ) ⊂ Hp(Π+, ψ) является следствием тео-
ремы 2, а точнее неравенства (2.12). Таким образом, эти классы совпадают и, следовательно,
задачи (2.5), (2.7) совпадают с задачами, рассмотренными в [2] с точностью до отображения
ζ = ln z.

3. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. Справедливы утверждения:

1. Для модуля непрерывности (1.1) функционала Υz0 на классе Qp(Π+, I, φ) имеет место

неравенство ω(δ) ≥ Cδα.
2. В случаях (I) и (II) для модуля непрерывности (2.3) оператора Υγα имеет место нера-

венство ω(δ) ≥ δα.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для оценки снизу модуля непрерывности (1.1) функционала Υz0

используем функцию F = F [z0, I, p, φ, δ] из класса Q = Qp(Π+, I, φ), определенную в (1.8), и
равенство (1.10). Имеем ω(δ; Υz0 , Q) ≥ |F (z0)| = C δα.

В случае (I) для оценки модуля непрерывности (2.3) оператора Υγα используем функцию
F = F [R+,∞, δ] из класса Q = Q∞(Π+,R+), определенную в (2.1). Получим неравенство

ω(δ; Υγα , Q) ≥ |F (z0)| = δα.
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В случае (II) рассмотрим последовательность Fn(z) := F [R+,∞, δ](z) z1/n(z + i)−2/n.
Обозначим через In(ϕ) величину, определяемую равенством

In(ϕ) :=

+∞∫

0

( r

|reiϕ + i|2

)p/n dr
r

=

+∞∫

0

rp/n−1
(
r2 + 2r sinϕ+ 1

)−p/n
dr.

Нетрудно понять, что наименьшее и наибольшее значения In(ϕ) на отрезке [0, π] достигаются,
соответственно, в точках ϕ = π/2 и ϕ = 0 (ϕ = π). Вычислив интегралы In(ϕ) для экстремаль-
ных точек ϕ, получим, что для произвольного ϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π, справедливы соотношения

B
( p
n
,
p

n

)
= In

(π
2

)
≤ In(ϕ) ≤ In(0) = In(π) =

1

2
B
( p

2n
,
p

2n

)
,

в котором B есть B-функция Эйлера. Отсюда получим неравенство

2B
( p
n
,
p

n

)

B
( p

2n
,
p

2n

) =
In

(π
2

)

In(π)
≤
In(ϕ)

In(π)
≤ 1.

Замечая, что предел последовательности в левой части последнего неравенства равен единице,
получим

lim
n→∞

In(ϕ)

In(π)
= 1, 0 ≤ ϕ ≤ π. (3.1)

Нормы функции Fn и интегралы In связаны равенствами

‖Fn‖
p
Lpψ(−∞,0)

= In(π), ‖Fn‖
p
Lpψ(0,+∞)

= δp In(0), ‖Fn‖
p
Lpψ(γα)

= δpα In(ϕ0).

Тогда для произвольного n ∈ N функция I
−1/p
n (π)Fn принадлежит классу Q = Qp(Π+, I, ψ),

при этом
∥∥I−1/p
n (π)Fn

∥∥
Lpψ(0,+∞)

= δ. Теперь, используя соотношение (3.1), получим оценку мо-

дуля непрерывности ω(δ; Υγα , Q) ≥ lim
n→∞

∥∥I−1/p
n (π)Fn

∥∥
Lpψ(γα)

= δα lim
n→∞

I
1/p
n (ϕ0)

I
1/p
n (π)

= δα. Лемма 1

доказана.

Лемма 2. Справедливы утверждения:
1. Для нормы функционала Tδ на пространстве Lpφ(I), уклонений (1.3) и (1.5) функциона-

ла Tδ от функционала Υz0 на классе функций Qp(Π+, I, φ) имеют место равенства

‖Tδ‖ = α C δ−β , U(Tδ) = β C δα, U(Tδ, δ) = C δα.

2. В случаях (I) и (II) для нормы оператора Tδ, уклонений (2.4) и (2.6) оператора Tδ от

оператора Υγα имеют место равенства

‖Tδ‖ = α δ−β , U(Tδ) = β δα, U(Tδ, δ) = δα.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения (1.11) функционала Tδ, равенств (1.9) и (1.10)
имеем

|Tδf | ≤ C δα
∫

I

P 1−1/p(x, z0) δ
−1α1/p |f(x)|φ1/p(x) dx ≤ αC δ−β ‖f‖Lpφ(I)

.

Неравенство обращается в равенство на функции F = F [z0, I, p, φ, δ], определенной в (1.8). Тем
самым вычислена норма функционала Tδ.

Для оценок уклонений вначале покажем, что для произвольной функции f ∈ Q функ-
ция f/F, где F = F [z0, I, p, φ, δ] определена равенством (1.8), принадлежит классу Хар-
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ди H1(Π+). Из определений класса Q и функции F следует, что f и 1/F из класса N∗, тогда
и f/F ∈ N∗. Из равенств (1.9) получим оценку

+∞∫

−∞

|f(x)|

F (x)
P (x, z0) dx ≤ µ

+∞∫

−∞

P 1−1/p(x, z0) |f(x)|φ
1/p(x) dx

≤ µ

( +∞∫

−∞

P (x, z0) dx

)1−1/p

‖f‖Lpφ(R)
= µ ‖f‖Lpφ(R)

,

где µ = max{δ−1α1/p, β1/p}. Итак, функция f/F принадлежит классу N∗ и суммируема по
гармонической мере на оси, тогда f/F ∈ H1(Π+).

Из принадлежности функции f/F классу Харди H1(Π+) следует представимость этой
функции по формуле Грина через ее предельные граничные значения. Отсюда получаем ра-
венство

f(z0)− Tδf =

0∫

−∞

P (x, z0)
F (z0)

F (x)
f(x) dx. (3.2)

Тогда для произвольной функции f ∈ Q верна оценка

|f(z0)− Tδf | ≤ β1/p |F (z0)|

0∫

−∞

P 1−1/p(x, z0) f(x)φ
1/p(x) dx ≤ β |F (z0)| ‖f‖Lpφ(R)

= β C δα.

Последнее неравенство обращается в равенство на функции F = F [z0, I, p, φ, δ]. Получили
U(Tδ) = β C δα.

Для уклонения (1.3) справедлива оценка сверху

U(Tδ, δ) ≤ U(Tδ) + ‖Tδ‖ δ = β C δα + αC δ−β δ = C δα.

Оценку снизу уклонения (1.3) дает пара функций f = F [z0, I, p, φ, δ] ∈ Q и f̃ ≡ 0. Получим
равенство U(Tδ, δ) = C δα.

Первое утверждение леммы доказано.
Рассмотрим случай (I), т. е. исследуем норму оператора Tδ, определенного формулой (2.8),

из L∞(R+) в B, и его уклонения на классе Q∞(Π+,R+) по норме банаховой решетки B.
В случае p = ∞ экстремальная функция F = F [R+,∞, δ] = δ zi/π ln δ и величина C = 1
не зависят от точки z0, а значения гармонических мер α = 1 − ϕ0/π, β = ϕ0/π и модуль
функции F постоянны на луче γα. Тогда, используя определение оператора, свойства нормы
пространства B и первое утверждение леммы, получаем

‖Tδ‖ =
∥∥α C δ−β

∥∥
B
= α δ−β , U(Tδ) =

∥∥β C δα
∥∥
B
= β δα, U(Tδ, δ) = ‖C δα‖B = δα.

Рассмотрим случай (II), соответственно, исследуем норму из Lpψ(R+) в Lpψ(γα) и уклонения

на классе Qp(Π+,R+, ψ) по норме Lpψ(γα) для оператора Tδ, определенного в (2.8). Используем
представление (2.9), получим оценку

‖Tδf‖Lpψ(γα)
≤ δ−ϕ0/π 1

π

+∞∫

0

sinϕ0 dt

(cosϕ0 − t)2 + sin2 ϕ0

( +∞∫

0

|f(rt)|p
dr

r

)1/p

= δ−ϕ0/π w(eiϕ0 ,R+,Π+) ‖f‖Lpψ(R+) = αδ−β ‖f‖Lpψ(R+).

Тогда для нормы оператора Tδ имеет место оценка сверху

‖Tδ‖Lpψ(R+)→Lpψ(γα)
≤ αδ−β . (3.3)
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Формула (3.2) влечет равенство

f(reiϕ0)− (Tδf)(re
iϕ0) = δ−ϕ0/π 1

π

0∫

−∞

sinϕ0

(cosϕ0 − t)2 + sin2 ϕ0
t−i ln δ/π f(rt) dt.

Следовательно, справедливо

‖f − Tδf‖Lpψ(γα)
= δ1−ϕ0/π 1

π

0∫

−∞

sinϕ0 dt

(cosϕ0 − t)2 + sin2 ϕ0

( +∞∫

0

|f(rt)|p
dr

r

)1/p

= βδα ‖f‖Lpψ(R−).

Тогда для уклонения (2.6) оператора Tδ имеет место оценка сверху

U(Tδ) ≤ βδα. (3.4)

Наконец, для уклонения (2.4) справедливо неравенство

U(Tδ, δ) ≤ U(Tδ) + ‖Tδ‖ δ ≤ δα. (3.5)

Покажем, что справедливо неравенство U(Tδ, δ) ≥ δα, откуда получим, что в (3.5), а следо-
вательно в (3.3) и (3.4), неравенства являются равенствами. В определении (2.4) уклонения

положим f = I
−1/p
n (π)Fn, Fn(z) = F (z) z1/n(z + i)−2/n и f̃ ≡ 0. Получим неравенство

U(Tδ, δ) ≥ lim
n→∞

∥∥∥I−1/p
n (π)Fn − Tδ0

∥∥∥
Lpψ(γα)

= lim
n→∞

∥∥∥I−1/p
n (π)Fn

∥∥∥
Lpψ(γα)

= δα.

Лемма 2 доказана.

4. Доказательства теорем

Для доказательства теорем 1 и 2 будем использовать стандартную схему. Известна взаи-
мосвязь задачи Стечкина о наилучшем приближении неограниченного оператора линейными
ограниченными операторами с задачами оптимального восстановления и модулем непрерыв-
ности оператора. Для задач (1.4), (1.6) и модуля непрерывности (1.1) для функционала Υz0 и,
соответственно, задач (2.5), (2.7), (2.3) для оператора Υγα эта взаимосвязь выражается следу-
ющим образом. Введем обозначения

∆(N) := sup{ω(δ) −Nδ : δ ≥ 0}, N > 0,

l(δ) := inf{E(N) +Nδ : N > 0}, δ ≥ 0.

Как частный случай результата С.Б.Стечкина (см. [8, теорема 1.1]), справедливы неравенства

∆(N) ≤ E(N), N > 0. (4.1)

ω(δ) ≤ l(δ). (4.2)

Следующее уточнение неравенства (4.2) является частным случаем общего утверждения, свя-
зывающего задачу о модуле непрерывности оператора и задачу Стечкина с задачами опти-
мального восстановления (см. [8, теорема 2.1])

ω(δ) ≤ EO(δ) ≤ EL(δ) = EB(δ) ≤ l(δ). (4.3)

Для задач наилучшего приближения и оптимального восстановления функционала неравен-
ства в соотношениях (4.1), (4.2) являются равенствами и соотношению (4.3) соответствует
равенство ω(δ) = E(δ) = l(δ).
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Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Для величин модуля непрерывности (1.1) и опти-
мального восстановления (1.4) функционала Υz0 на классе Qp(Π+, I, φ), применяя леммы 1 и 2,
а также формулу (4.3), получим цепочку соотношений

C δα ≤ ω(δ; Υz0 , Q) = E(δ) ≤ U(Tδ , δ) = C δα.

Отсюда следует первое утверждение теоремы 1. Теперь, зная ω(δ), вычислим по определе-
нию величину ∆(N). Получим равенство ∆(N) = C1/β β αα/β N−α/β . Для величины наилуч-
шего приближения (1.6) функционала Υz0 на классе Qp(Π+, I, φ), используя лемму 2 при
δ = C1/βα1/βN−1/β и формулу (4.1), получим цепочку соотношений

C1/β β αα/β N−α/β = ∆(N) = E(N) ≤ U(Tδ) = C1/β β αα/β N−α/β .

Отсюда следует второе утверждение теоремы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2 в обоих случаях (I) и (II) проводится аналогично.
Точнее, следует из соотношений для величин модуля непрерывности (2.3), оптимального вос-
становления (2.5) и наилучшего приближения (2.7) оператора Υγα , получаемых из лемм 1 и 2,
а также неравенств (4.1) и (4.3),

δα ≤ ω(δ; Υγα , Q) ≤ EO(δ) ≤ EL(δ) = EB(δ) ≤ U(Tδ, δ) = δα;

β αα/β N−α/β = ∆(N) = E(N) ≤ U(Tδ) = β αα/β N−α/β .

Неравенства (2.11) и (2.12) следуют из определения модуля непрерывности и равенства (2.10).
Теорема 2 доказана.

Автор выражает благодарность В.В.Арестову за постоянную поддержку и плодотворные
обсуждения.
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