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А.О. Леонтьева

Во множестве Tn тригонометрических полиномов fn порядка n с комплексными коэффициентами

рассматриваются производные Вейля (дробные производные) f
(α)
n вещественного неотрицательного по-

рядка α. Неравенство ‖Dα
θ
fn‖p ≤ Bn(α, θ)p‖fn‖p для оператора Вейля — Сеге Dα

θ
fn(t) = f

(α)
n (t) cos θ +

f̃
(α)
n (t) sin θ во множестве Tn тригонометрических полиномов является обобщением неравенства Берн-

штейна. Такие неравенства изучаются уже 90 лет. Г.Сеге в 1928 г. получил точное неравенство ‖f ′

n cos θ+
f̃ ′

n sin θ‖∞ ≤ n‖fn‖∞. В дальнейшем А.Зигмунд (1933) и А.И.Козко (1998) показали, что при p ≥ 1 и
вещественных α ≥ 1 при всех θ ∈ R константа Bn(α, θ)p равна nα. Случай p = 0 представляет допол-
нительный интерес в связи с тем, что константа Bn(α, θ)p является наибольшей по p ∈ [0,∞] именно
при p = 0. В.В. Арестов (1994) показал, что при θ = π/2 (в случае сопряженного полинома) для целых
неотрицательных α величина Bn(α, π/2)0 имеет показательный рост по n и ведет себя как 4n+o(n). Из
его результата следует, что при θ 6= 2πk поведение константы такое же. Но в случае θ = 2πk и α ∈ N

В.В.Арестов (1979) показал, что точная константа равна nα. Ранее автором (2018) исследовалось нера-
венство Бернштейна в случае p = 0 для положительных нецелых α. Была получена логарифмическая
асимптотика точной константы: n

√

Bn(α, 0)0 → 4 при n → ∞. В данной работе этот результат обобщается
на все θ ∈ R.

Ключевые слова: тригонометрический полином, производная Вейля, сопряженный полином, неравен-
ство Бернштейна — Сеге, пространство L0.

A. O. Leont’eva. Bernstein–Szegő inequality for the Weyl derivative of trigonometric polyno-

mials in L0.

In the set Tn of trigonometric polynomials fn of order n with complex coefficients, we consider Weyl

(fractional) derivatives f
(α)
n of real nonnegative order α. The inequality

∥

∥Dα
θ
fn

∥

∥

p
≤ Bn(α, θ)p‖fn‖p for the

Weyl–Szegő operator Dα
θ
fn(t) = f

(α)
n (t) cos θ + f̃

(α)
n (t) sin θ in the set Tn of trigonometric polynomials is a

generalization of the Bernstein inequality. Such inequalities have been studied for 90 years. G. Szegő obtained

the exact inequality
∥

∥

∥f ′

n cos θ + f̃ ′

n sin θ
∥

∥

∥

∞

≤ n ‖fn‖∞ in 1928. Later on, A. Zygmund (1933) and A. I. Kozko

(1998) showed that, for p ≥ 1 and real α ≥ 1, the constant Bn(α, θ)p is equal to nα for all θ ∈ R. The case p = 0
is of additional interest because it is in this case that Bn(α, θ)p is largest over p ∈ [0,∞]. In 1994 V.V.Arestov
(1994) showed that, for θ = π/2 (in the case of the conjugate polynomial) and integer nonnegative α, the
quantity Bn(α, π/2)0 grows exponentially in n as 4n+o(n). It follows from his result that the behavior of the
constant for θ 6= 2πk is the same. However, in the case θ = 2πk and α ∈ N, Arestov showed in 1979 that the
exact constant is nα. The author investigated the Bernstein inequality in the case p = 0 for positive noninteger
α earlier (2018). The logarithmic asymptotics of the exact constant was obtained: n

√

Bn(α, 0)0 → 4 as n → ∞.
In the present paper, this result is generalized to all θ ∈ R.
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Введение

Пусть Tn есть множество тригонометрических полиномов порядка n с комплексными ко-
эффициентами

fn(t) =
a0
2

+

n
∑

k=1

(ak cos kt+ bk sin kt), ak, bk ∈ C. (0.1)

Вместе с полиномом fn будем рассматривать сопряженный к нему полином

f̃n(t) =
n
∑

k=1

(bk cos kt− ak sin kt).

Для параметра p, удовлетворяющего условию 0 6 p 6 +∞, определим на Tn функционал ‖·‖p
соотношениями

‖fn‖p =

(

1

2π

2π
∫

0

|fn(t)|pdt
)1/p

, 0 < p < ∞,

‖fn‖∞ = ‖fn‖C2π = lim
p→+∞

‖fn‖p = max{|fn(t)| : t ∈ R},

‖fn‖0 = lim
p→+0

‖fn‖p = exp

(

1

2π

2π
∫

0

ln |fn(t)|dt
)

;

лишь при 1 6 p 6 ∞ этот функционал является нормой.

Производной Вейля, или дробной производной вещественного порядка α ≥ 0 полинома (0.1),
называется полином [1]

Dαfn(t) =

n
∑

k=1

kα
(

ak cos
(

kt+
πα

2

)

+ bk sin
(

kt+
πα

2

))

.

В дальнейшем для производной Вейля вместо Dαfn будет использоваться обозначение f
(α)
n .

Информацию о дробных интегралах и производных можно найти в монографии [2].

При α ≥ 0 и θ ∈ R определим на множестве полиномов Tn оператор

Dα
θ fn(t) = f (α)

n (t) cos θ + f̃ (α)
n (t) sin θ

=

n
∑

k=1

kα
(

ak cos
(

kt+
πα

2
+ θ

)

+ bk sin
(

kt+
πα

2
+ θ

))

, (0.2)

который будем называть оператором Вейля—Сеге. Нас интересует норма этого оператора, а
точнее, наименьшая константа в неравенстве

∥

∥f (α)
n cos θ + f̃ (α)

n sin θ
∥

∥

p
≤ Bn(α, θ)p‖fn‖p. (0.3)

Неравенство такого типа называется неравенством Бернштейна—Сеге; при θ = 0 оно пре-
вращается в неравенство Бернштейна.

Историю изучения таких неравенств подробно описали В.В.Арестов и П.Ю.Глазырина
в [3]. В 1928 г. Г.Сеге [4] при помощи полученной им интерполяционной формулы доказал
неравенство

∥

∥f ′
n cos θ − f̃ ′

n sin θ
∥

∥

∞
≤ n ‖fn‖∞ . А.Зигмунд [5], используя интерполяционную

формулу Г.Сеге и выпуклость функции up при p ≥ 1, доказал для α ∈ N при p ≥ 1 неравенство

∥

∥

∥
f (α)
n cos θ − f̃ (α)

n sin θ
∥

∥

∥

p
≤ nα ‖fn‖p . (0.4)
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В 1998 г. А.И.Козко [6] выписал интерполяционную формулу для оператора Вейля— Сеге в
случае вещественных α ≥ 1 и с ее помощью обобщил неравенство (0.4) на вещественные α ≥ 1.

В 1994 г. В.В.Арестов [7] изучал поведение точной константы в неравенстве Сеге для про-
изводной неотрицательного целого порядка r сопряженных тригонометрических полиномов в

пространстве L0:
∥

∥T̃
(r)
n

∥

∥

0
≤ χ(n, r) ‖Tn‖0 . Из результатов В.В.Арестова 1979–1981 годов [8; 9]

следует, что

χ(n, r) = ‖S2n,r‖0 , где S2n,r(z) =
n
∑

k=1

krCn+k
2n

(

zn+k + (−1)r+1zn−k
)

.

Он доказал, что при r ≥ n ln 2n справедливо равенство ‖S2n,r‖0 = nr. При фиксированном r
В.В.Арестов получил логарифмическую асимптотику точной константы по n:

‖S2n,r‖0 = 4n+o(n), n → ∞.

В.В.Арестов вывел двусторонние близкие по порядку оценки для константы в случае r = 0:

Cn+1
2n

n
≤ ‖S2n,0‖0 ≤ 2Cn+1

2n .

В 2014 г. А.Н.Адамов [10] уточнил результат В.В.Арестова. Он получил асимптотическую
формулу ‖S2n,r‖0 ∼ Cn+1

2n ‖Qr‖0, где Qr — конкретный многочлен, не зависящий от n.

1. Формулировка результата

В работе автора [11] исследовалось неравенство Бернштейна (случай θ = 0) для произ-
водной Вейля тригонометрических полиномов положительного нецелого порядка α в про-
странстве L0. Была получена логарифмическая асимптотика поведения по n точной констан-
ты Bn(α, 0)0, а именно, было доказано предельное соотношение

lim
n→∞

n
√

Bn(α, 0)0 = 4.

В данной работе будет доказано, что подобный результат имеет место для произвольного
вещественного θ, а именно, справедливо следующее утверждение.

Теорема. Пусть α — положительное нецелое число и θ ∈ R. Тогда выполняется пре-

дельное соотношение

lim
n→∞

n
√

Bn(α, θ)0 = 4.

Важно отметить, что для производных натурального порядка в случае θ = 0, т. е. в слу-
чае неравенства Бернштейна, константа имеет степенной рост, а не показательный. Точнее,
В.В.Арестов в 1981 г. доказал [9], что для натуральных α при p ∈ [0, 1) справедливо равен-
ство Bn(α, 0)p = nα, и поэтому

lim
n→∞

n

√

Bn(α, 0)p = 1.

Но из результата В.В.Арестова [7] следует, что при α ∈ N и θ 6= 2πk

lim
n→∞

n
√

Bn(α, θ)0 = 4.

Для величины Bn(α, θ)p справедливы неравенства

Bn(α, θ)p 6 Bn(α, θ)∞, 1 6 p < ∞,

Bn(α, θ)p 6 Bn(α, θ)0, 0 6 p 6 ∞; (1.1)

первое из них хорошо известно, второе доказано в [12] для более общей ситуации. В связи
с (1.1) неравенство (0.3) при p = 0 приобретает дополнительный интерес.
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2. Некоторые вспомогательные результаты

Пусть Pm есть множество алгебраических многочленов с комплексными коэффициентами
порядка (не выше) m; многочлен Pm ∈ Pm удобно в дальнейшем записывать в виде

Pm(z) =

m
∑

k=0

Ck
mckz

k. (2.1)

Для многочлена (2.1) и многочлена

Λm(z) =
m
∑

k=0

Ck
mλkz

k (2.2)

многочлен

ΛmPm(z) =

m
∑

k=0

Ck
mλkckz

k (2.3)

называют композицией Сеге многочленов (2.2) и (2.1); см. библиографию в [9]. При фиксиро-
ванном Λm композиция Сеге (2.3) является линейным оператором в Pm; этот оператор будет
обозначаться вновь символом Λm.

Рассмотрим на множестве Pm функционал

‖Pm‖0 = exp

(

1

2π

π
∫

−π

ln
∣

∣Pm

(

eit
)
∣

∣ dt

)

, Pm ∈ Pm.

Для композиции Сеге (2.3) справедливо [12] точное неравенство

‖ΛmPm‖0 6 ‖Λm‖0 ‖Pm‖0 , (2.4)

которое на многочлене

P ∗
m(z) =

m
∑

k=0

Ck
mzk = (1 + z)m (2.5)

обращается в равенство.
Формула

P2n

(

eit
)

= eintfn (t) (2.6)

устанавливает взаимно однозначное соответствие между множеством Tn тригонометрических
полиномов fn порядка n и множеством P2n алгебраических многочленов P2n порядка 2n; при
этом, очевидно,

‖P2n‖0 = exp

(

1

2π

π
∫

−π

ln |fn(t)| dt
)

= ‖fn‖0 .

Нетрудно убедиться, что оператору (0.2) во множестве Tn соответствует в P2n оператор
композиции Сеге с многочленом

Λα,θ
2n (z) =

n−1
∑

k=0

Ck
2n(n− k)α

(

e−i(πα/2+θ)zk + ei(πα/2+θ)z2n−k
)

. (2.7)

Для оператора Λα,θ
2n неравенство (2.4) на множестве алгебраических многочленов порядка m =

2n превращается в неравенство

‖Dα
θ fn‖0 6

∥

∥

∥
Λα,θ
2n

∥

∥

∥

0
‖fn‖0, fn ∈ Tn, (2.8)
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на множестве Tn тригонометрических полиномов порядка n. По формуле (2.6) многочле-
ну (2.5) соответствует тригонометрический полином fn (t) = e−int P ∗

2n

(

eit
)

= 4nhn(t), где

hn(t) = cos2n
(

t

2

)

=
(1 + cos t)n

2n
, (2.9)

а многочлену (2.7) — полином

e−int Λα,θ
2n

(

eit
)

= 4nDα
θ hn(t).

Следовательно, полином (2.9) является экстремальным в неравенстве (2.8), и для наилучшей
константы Bα

n (0) в (2.8) справедливы формулы

Bn(α, θ)0 =
∥

∥Λα,θ
2n

∥

∥

0
= 4n‖Dα

θ hn‖0.

В дальнейшем будет изучаться именно производная Вейля— Сеге Dα
θ hn порядка α > 0, α /∈ N,

с параметром θ ∈ R полинома hn.

3. Монотонность коэффициентов многочлена Λ
α,θ
2n

Многочлен (2.7) имеет вид

Q(z) = e−iφ
n−1
∑

k=0

akz
k + eiφ

n−1
∑

k=0

akz
2n−k,

где ak = Ck
2n(n − k)α и φ = πα/2 + θ. Выясним, при каких α числа ak не возрастают по k.

Рассмотрим при 0 ≤ k ≤ n− 2 отношение

ak+1

ak
=

(2n)!k!(2n − k)!

(k + 1)!(2n − k − 1)!(2n)!

(n− k − 1)α

(n− k)α
=

2n− k

k + 1

(

1− 1

n− k

)α

и заметим, что оно убывает по k. Подставив k = 0, получим условие 2n
(n− 1

n

)α
≤ 1, равно-

сильное условию α ≥ ln 2n

ln
n

n− 1

. Поскольку ln
(

1− 1

n

)

< − 1

n
, то

n ln 2n >
ln 2n

ln
n

n− 1

.

Таким образом, условие α > n ln 2n является достаточным для монотонности коэффициентов.
Из того, что числа ak убывают по k, следует [13, III, гл. 1, § 2, задача 22], что нули много-

члена
n−1
∑

k=0

an−1−kz
k

лежат внутри единичного круга. В свою очередь, из этого следует [13, III, гл. 1, § 2, задача 26],
что нули многочлена Q лежат на единичной окружности.

Возникает вопрос о наименьшем возможном значении αn(θ) таком, что при всех α ≥ αn(θ)

нули многочлена Λα,θ
2n лежат на единичной окружности. Приведенные рассуждения влекут,

что αn(θ) ≤ n ln 2n. Есть основания считать, что на самом деле величина αn(θ) имеет по-
рядок n. В 2014 г. В.В.Арестов и П.Ю.Глазырина [3] доказали, что при α > n ln 2n для
0 ≤ p < ∞ выполняется равенство Bn(α, 0)p = nα. Кроме того, они подробно исследовали слу-
чай n = 2 и показали, что B2(α, 0)0 = 2α при α = 1 и α ≥ 2 и, более того, B2(α, 0)0 > 2α при
α ∈ [0, 1) ∪ (1, 2). В 2018 г. Н.В.Попов анонсировал [14], что для всех n от 1 до 8 αn(0) = 2n−2.
Вычислительные эксперименты в Maple приводят к гипотезе, что αn(θ) = 2n−2 для всех n ∈ N

вне зависимости от θ.
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4. Лемма об асимптотике

При s > 1 будем рассматривать для u > 0 функцию

Fs(u) =

∞
∑

k=0

1

(u+ 2πk)s
.

Эта функция всюду положительна и монотонно убывает.
В работе [11] автором была доказана следующая лемма.

Лемма 1. Пусть α — положительное нецелое число. Тогда для производной порядка α
полинома hn в любой точке x ∈ (0, 2π) справедливо асимптотическое равенство

h(α)n (x) ∼ −2Γ(α+ 1) sinπα√
πn

Fα+1(x) при n → ∞. (4.1)

Возникает вопрос о нахождении аналогичного асимптотического равенства для Dα
θ hn(x) =

h
(α)
n (x) cos θ + h̃

(α)
n (x) sin θ. Искать асимптотику для h̃

(α)
n (x), вообще говоря, трудно. Автору

удалось обойти эту трудность в каком-то смысле, избавившись от сопряженного полинома.
Говоря более точно, справедливо следующее утверждение.

Лемма 2. Пусть α — положительное нецелое число и θ ∈ R. Произвольному тригоно-

метрическому полиному fn сопоставим полином gn(t) = fn(−t). Тогда справедлива формула

Dα
θ fn(t) = Af (α)

n (t) +Bg(α)n (−t),

где

A =
sin(πα+ θ)

sinπα
, B = − sin θ

sinπα
. (4.2)

В частности, если fn — четный полином, то

Dα
θ fn(t) = Af (α)

n (t) +Bf (α)
n (−t),

а если fn — нечетный полином, то

Dα
θ fn(t) = Af (α)

n (t)−Bf (α)
n (−t).

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2. Пусть

fn(t) =
a0
2

+
n
∑

k=1

(ak cos kt+ bk sin kt).

Тогда

f (α)
n (t) =

n
∑

k=1

kα
(

ak cos
(

kt+
πα

2

)

+ bk sin
(

kt+
πα

2

))

и, как нетрудно убедиться,

g(α)n (−t) =
n
∑

k=1

kα
(

ak cos
(

kt− πα

2

)

+ bk sin
(

kt− πα

2

))

.

Докажем, что числа A и B, указанные в (4.2), таковы, что для любого k ∈ N выполняются
тождества

A cos
(

kt+
πα

2

)

+B cos
(

kt− πα

2

)

= cos
(

kt+
πα

2
+ θ

)

,

A sin
(

kt+
πα

2

)

+B sin
(

kt− πα

2

)

= sin
(

kt+
πα

2
+ θ

)

,
(4.3)
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и, следовательно, справедливо равенство

Af (α)
n (t) +Bg(α)n (−t) = Dα

θ fn(t).

Для этого достаточно проверить равенства (4.3) в 2k точках tm = πm/k,m = 0, . . . , 2k− 1,

и в точке t = π/(2k). Подставим t =
πm

k
в левую часть первого равенства (4.3). Получим

sin(πα+ θ)

sinπα
cos

(

πm+
πα

2

)

− sin θ

sinπα
cos

(

πm− πα

2

)

=
(−1)m cos

πα

2
sinπα

(sin(πα+ θ)− sin θ) =
2 · (−1)m cos

πα

2
sin

πα

2
cos

(πα

2
+ θ

)

sinπα

= cos
(

πm+
πα

2
+ θ

)

.

Подставим точку t = π/(2k) в левую и правую части первого равенства (4.3). Слева получаем

−sin(πα + θ)

sinπα
sin

πα

2
− sin θ

sinπα
sin

πα

2
= −sin(πα+ θ) + sin θ

2 cos
πα

2

.

Справа имеем

− sin
(πα

2
+ θ

)

.

Правая часть равенства совпала с левой. Тем самым первое равенство (4.3) проверено. Второе
равенство в (4.3) получим, продифференцировав первое равенство по t. Лемма 2 доказана.

Из леммы 1 и леммы 2 следует асимптотическая формула для оператора Вейля— Сеге,
аналогичная формуле (4.1) в лемме 1.

Лемма 3. Пусть α — положительное нецелое число и θ ∈ R. Тогда для оператора Вей-

ля—Сеге, примененного к полиному hn, для любого x ∈ (0, 2π) справедливо асимптотическое

равенство

Dα
θ hn(x) ∼ −2Γ(α+ 1)√

πn

(

sin(πα+ θ)Fα+1(x)− sin θFα+1(2π − x)
)

при n → ∞. (4.4)

5. Завершение доказательства теоремы

Доказательство теоремы осуществляется на основе леммы 3 по схеме, которая была при-
менена в работе В.В.Арестова [7] при доказательстве теоремы 5 с использованием соответ-
ствующей асимптотической формулы. Те же идеи были использованы в работе автора [11]
при обосновании основной теоремы с учетом приведенной выше формулы (4.1). Важным яв-
ляется тот факт, что в силу монотонности функции Fα+1 присутствующий в асимптотической
формуле (4.4) множитель

sin(πα+ θ)Fα+1(x)− sin θFα+1(2π − x)

не обращается в ноль нигде на интервале (0, 2π), кроме, быть может, одной точки.

Автор благодарит своего научного руководителя профессора В.В.Арестова за постановку
задачи и постоянное внимание к исследованиям автора.
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