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1. Введение

Работа посвящена решению поточечной задачи Турана для периодических положительно
определенных функций.

Пусть G — компактная или локально компактная абелева группа, f̂ — преобразование
Фурье, определенное на двойственной группе Ĝ, P (G) — множество непрерывных и инте-
грируемых положительно определенных функций, PR(G) — подмножество действительных
положительно определенных функций. Напомним, что функция f : G → C является положи-
тельно определенной, если для любых двух наборов {xi}

m
i=1 ⊂ G, {αi}

m
i=1 ⊂ C выполняется

неравенство
m∑

i,j=1

αiαjf(xi − xj) > 0.

Известно, что PR(G) совпадает с подмножеством P (G) четных функций. Из теоремы Бохне-
ра— Вейля [1, 1.4.3] вытекает, что

P (G) = {f ∈ C(G) ∩ L(G) : f̂ > 0 на Ĝ}.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 16-01-00308).
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В качестве групп будем рассматривать d-мерное евклидово пространство Rd и одномерный

тор T. Если G = Rd, то Ĝ = Rd, преобразование Фурье f̂(x) =

∫

Rd

f(y)e−2πi〈x,y〉 dy, x ∈ Rd, и

P (Rd) = {f ∈ C(Rd) ∩ L(Rd) : f̂(x) > 0 на Rd}.

Если G = T = [−1/2, 1/2), то Ĝ = Z, преобразование Фурье f̂ν =

∫

T
f(y)e−2πiνy dy, ν ∈ Z, и

P (T) = {f ∈ C(T) : f̂ν > 0 на Z}.

Различают интегральную и поточечную задачи Турана. Рассмотрим интегральную задачу
Турана на Rd. Пусть Ω ⊂ Rd — выпуклое центрально-симметричное компактное тело.

Интегральная задача Турана на Rd. Вычислить величину

A(Ω,Rd) = sup

{∫

Ω

f(x) dx : f ∈ PR(R
d), f(0) = 1, supp f ⊂ Ω

}
.

Пусть |Ω| — объем Ω, χΩ — характеристическая функция Ω, (f ∗ g)(x) =

∫

Rd

f(y)g(x− y)dy

— свертка функций f , g и функция

fΩ(x) =
(χ 1

2
Ω ∗ χ 1

2
Ω)(x)

(χ 1

2
Ω ∗ χ 1

2
Ω)(0)

.

Так как fΩ ∈ PR(R
d), то A(Ω,Rd) >

∣∣∣1
2
Ω
∣∣∣. Если A(Ω,Rd) =

∣∣∣1
2
Ω
∣∣∣, то Ω называют телом

Турана.

Зигель [2] еще в 1935 г. доказал, что для евклидова шара B, A(B,Rd) =
∣∣∣1
2
B
∣∣∣, и, значит,

шар является телом Турана. Однако этот результат оказался незамеченным. Боас и Кац [3]
передоказали его при d = 1, а Горбачев [4] — при d > 1.

Арестов и Бердышева [5] доказали, что многогранник, замещающий Rd при помощи ре-
шетки, также является телом Турана.

Этот результат был обобщен Колонзакисом и Ревесом [6] на случай спектральных тел.
Тело Ω называется спектральным, если в L2(Ω) существует ортогональный базис из экспонент.
Отметим, что многогранник, замещающий евклидово пространство, является спектральным.

Вопрос о существовании тел, не являющихся телами Турана, остается открытым. Было бы
интересно решить интегральную задачу Турана для октаэдра Od = {x ∈ Rd :

∑d
j=1 |xj | 6 1}.

Интегральную задачу для тора Туран поставил в 1970 г. в частной беседе со Стечкиным.

Интегральная задача Турана на T. Вычислить величину

A([−h, h],T) = AT(h) =

h∫

−h

f(x) dx, (1.1)

если f(z) = f̂0 + 2
∞∑

k=0

f̂k cos(2πkz), f̂k > 0, f(0) = f̂0 + 2
∞∑

k=0

f̂k = 1, supp f ⊂ [−h, h].

Стечкин [7] доказал, что для q ∈ N, q > 2, AT(1/q) = 1/q, экстремальная функция fq(x) =
(1− |qx|)+, где (x)+ = max{x, 0}, и AT(h) = h+O(h2) при h→ +0.

Пусть p ∈ N, 1 6 p 6 q/2, Zq = {0, 1, . . . , q − 1} — циклическая группа порядка q. Для
рационального h = p/q Горбачев и Маношина [8] свели задачу (1.1) к дискретной задаче
Фейера.
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Первая дискретная задача Фейера. Вычислить величину

λ(p, q) = sup t(0), (1.2)

если t(y) = 1 + 2

p−1∑

k=1

t̂k cos
(2π
q
ky
)
> 0, y ∈ Zq.

Они доказали, что AT

(p
q

)
=
λ(p, q)

q
и, если полином t∗(y) является экстремальным в первой

дискретной задаче Фейера, то функция

ψp,q(z) =
1

q

{
1 + 2

∞∑

k=1

(sin
(πk
q

)

πk

q

)2

t∗(k) cos (2πkz)

}

— экстремальная в задаче Турана (1.1).

Дискретная задача Фейера связана с ее непрерывным вариантом.

Первая задача Фейера. Вычислить величину

Λ(p) = sup t(0), (1.3)

если t(z) = 1 + 2

p−1∑

k=1

t̂k cos (2πkz) > 0, z ∈ T.

Задача (1.3) была поставлена и решена Фейером [9]. Он доказал, что Λ(p) = p и единствен-
ным экстремальным полиномом является полином

Fp(z) = 1 + 2

p−1∑

k=1

(
1−

k

p

)
cos (2πkz) =

1

p

(sinπpz
sinπz

)2
,

известный теперь как полином Фейера. Верхняя оценка в задаче Фейера может быть получена
с помощью квадратурной формулы для четных полиномов t(z) порядка не выше p − 1, узлы
и веса которой определяются полиномом Фейера:

pt̂0 − t(0) = 2

p−1∑

k=1

(
1−

k

p

)
t
(k
p

)
.

Пусть [x] — целая часть числа x ∈ R, 〈x〉q — расстояние до ближайшего целого, кратного
q, (n1, . . . , nk) — наибольший общий делитель натуральных n1, . . . , nk. Для взаимно простых
(ν, q) = 1 мы будем писать, что 〈rν〉q = 1, если rν = ±1 в Zq, и r 6 q/2. Отметим, что

cos
(2π
q
〈x〉q

)
= cos

(2π
q
x
)
, x ∈ R.

Решение задачи Фейера (1.2) было получено автором этой статьи и Рудомазиной
(см. [10–13]). Они доказали, что если (p, q) = 1 и 〈rp〉q = 1, то нули экстремального поли-
нома на [0, q/2] образуют множество

Sp,q =
{[qk

p

]
,
[ql
p

]
+ 1: k = 1, . . . ,

[p
2

]
, l = 1, . . . ,

[p− 1

2

]}
= {〈rk〉q : k = 1, . . . , p− 1},

экстремальный полином имеет вид

Fp,q(y) = 1 + 2

p−1∑

k=1

F̂k cos
(2π
q
ky
)
= c

p−1∏

k=1

(
cos
(2π
q
y
)
− cos

(2π
q
rk
))

> 0, y ∈ Zq, F̂k > 0, c > 0,

(1.4)
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и для любого четного полинома t(y) порядка не выше p−1 имеет место квадратурная формула

Fp,q(0)t̂0 − t(0) =

p−1∑

k=1

F̂kt(rk).

Откуда вытекает, что AT

(p
q

)
=
λ(p, q)

q
=
Fp,q(0)

q
.

Отметим, что точки q−1Sp,q аппроксимируют на равномерной сетке q−1Zq ⊂ T нули поли-
нома Фейера.

Полное решение задачи Турана (1.1) получено в [14], где доказана непрерывность функции
AT(h) (см. также [13]).

Интересные экстремальные задачи для положительно определенных функций, близкие к
интегральной задаче Турана, изучены Беловым [15].

Рассмотрим поточечную задачу Турана на Rd.

Поточечная задача Турана на Rd. Вычислить величину

A(x,Ω,Rd) = sup
{
f(x) : f ∈ PR(R

d), f(0) = 1, supp f ⊂ Ω
}
. (1.5)

Пусть ⌈x⌉ — наименьшее целое, не меньшее x. При d = 1 задачу Турана (1.5) решили Боас

и Кац [3]. Они доказали, что для 0 < x < h 6 1/2 A(x, [−h, h],R) = AR(x, h) = cos

(
π

⌈h
x

⌉
+ 1

)
.

Выпуклое компактное центрально-симметричное тело Ω определяет в Rd норму

‖x‖ = inf
{
λ > 0:

1

λ
x ∈ Ω

}
,

относительно которой тело является единичным шаром. При d > 1 задачу Турана (1.5) решили

Колонзакис и Ревес [16]. Они доказали, что A(x, hΩ,Rd) = cos

(
π⌈ h

‖x‖

⌉
+ 1

)
. Последнее ра-

венство показывает, что поточечная задача Турана в действительности является одномерной
задачей. Ее решение основано на решении второй задачи Фейера.

Вторая задача Фейера. Для 1 6 ν 6 p− 1 вычислить величину

Λ(ν, p) = sup t̂ν , (1.6)

если t(z) = 1 + 2

p−1∑

k=1

t̂k cos (2πkz) > 0, z ∈ T.

При ν = 1 задача (1.6) была поставлена и решена Фейером [9]. При ν > 1 ее решение было
получено независимо Сеге [17] и Егервари и Сасом [18]. Ими было доказано, что

Λ(ν, p) = cos

(
π⌈p

ν

⌉
+ 1

)
.

Мы видим, что если x =
ν

q
, h =

p

q
, то

AR(x, h) = Λ(ν, p) = cos

(
π⌈p

ν

⌉
+ 1

)
. (1.7)

На этом равенстве и основано решение задачи Турана (1.5).
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Если ν = 1, то единственный экстремальный полином есть

t∗p,1(z) = 1 +
2

p+ 1

p−1∑

k=1

(
(p − k) cos

πk

p+ 1
+

sin
π(k + 1)

p+ 1

sin
π

p+ 1

)
cos (2πkz)

= c1
1 + cos 2π(p + 1)z

(
cos 2πz − cos

π

p+ 1

)2 = c2

p−1∏

k=1

(
cos 2πz − cos

π(2k + 1)

p+ 1

)
, t̂∗1(p) = cos

π

p+ 1
, (1.8)

а квадратурная формула для четных полиномов t(z) порядка не выше p − 1, дающая оценку

сверху в (1.6), имеет вид
(
cos

π

p+ 1

)
t̂0 − t̂1 =

2

p+ 1

p−1∑

k=1

sin
πk

p+ 1
sin

π(k + 1)

p+ 1
t
(2k + 1

p+ 1

)
.

Если ν > 1, то задача о наибольшем коэффициенте t̂ν с помощью преобразования

St(z) =
1

ν

ν−1∑

k=0

t
(
z +

k

ν

)
(1.9)

сводится к задаче о наибольшем коэффициенте t̂1, и между экстремальными полиномами в
них получается следующая связь:

t∗p,ν(z) = t∗⌈ p

ν ⌉,1
(νz), t̂∗ν(p) = t̂∗1

(⌈p
ν

⌉)
= cos

(
π⌈p

ν

⌉
+ 1

)
.

Отметим, что экстремальный полином в задаче Фейера (1.9) не единственен, если ν ∤ (p− 1).

Таким образом, интегральная задача Турана и поточечная задача Турана в Rd исследо-
ваны с достаточной полнотой. В меньшей степени исследована поточечная задача Турана на
торе.

Поточечная задача Турана на T. Вычислить величину

A(x, [−h, h],T) = AT(x, h) = sup f(x), (1.10)

если

f(z) = f̂0 + 2
∞∑

k=1

f̂k cos(2πkz), f̂k > 0, f(0) = f̂0 + 2
∞∑

k=1

f̂k = 1, supp f ⊂ [−h, h].

Полное решение задачи Турана (1.10) получено только при h = 1/2. Арестов, Бердышева
и Беренс [19] доказали, что для 0 < x < 1/2

AT

(
x,

1

2

)
=





1, если x — иррациональное,

1, если x =
n

m
, и m — нечетное,

1

2

(
1 + cos

π

m

)
, если x =

n

m
, и m — четное.

А также, если 0 < x < h <
1

2
, то

1

2
6 AR(x, h) 6 AT(x, h), AR(x, h) = lim

α→+0
AT(αx, αh).

Настоящая работа посвящена дальнейшему изучению поточечной задачи Турана (1.10) для
рациональных x и h. Ее содержание частично анонсировано в [13].
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2. Редукция к задачам конечномерного линейного программирования

Пусть q ∈ N, q > 2, 2 6 p 6 q/2, w = [q/2], ν = 1, . . . , p− 1,

Tp,q =
{
t(y) = t̂0 + 2

p−1∑

k=1

t̂k cos
(2π
q
ky
)
: y ∈ Zq, t̂k ∈ R

}

— множество четных тригонометрических полиномов порядка не выше p−1 на Zq, T
+
p,q ⊂ Tp,q —

подмножество неотрицательных полиномов.

Система
{
cos

2π

q
kx
}w

k=0
на Zq образует ортогональный базис в подпространстве четных

полиномов относительно скалярного произведения (f, g) =
1

q

w∑

j=0

mjf(j)g(j), где для чётного

и нечетного q соответственно

mj =

{
1, j = 0, w,

2, j = 1, . . . , w − 1,
mj =

{
1, j = 0,

2, j = 1, . . . , w.

Нетрудно проверить, что
(
cos

2π

q
kx, cos

2π

q
lx
)
=
δkl
mk

, где δkl — символы Кронекера.

Мы также будем пользоваться равенством

1

q

q−1∑

k=0

e
i 2π

q
kl
=

1

q

q−1∑

k=0

cos
(2π
q
kl
)
= δl0, l ∈ Zq. (2.1)

Для любого чётного полинома f справедливо разложение в сумму Фурье

f(x) =

w∑

k=0

f̂k cos
(2π
q
kx
)
, (2.2)

где коэффициенты Фурье f̂k имеют вид

f̂k =
mk

q

w∑

x=0

mx f(x) cos
(2π
q
kx
)
. (2.3)

Рассмотрим две экстремальные задачи.

Вторая дискретная задача Фейера. Вычислить величину

λ(ν, p, q) = sup
{
t̂ν : t ∈ T+

p,q, t̂0 = 1
}
. (2.4)

Дискретная поточечная задача Турана. Вычислить величину

a
(ν
q
,
p

q

)
= sup

{
t(ν) : t ∈ Tw,q, t(0) = 1, t(k) = 0, k = p, . . . , w, t̂ν > 0, ν ∈ [0, w]

}
. (2.5)

Отметим, что задачи (2.4), (2.5) являются задачами конечномерного линейного програм-
мирования.

Теорема 1. Если (ν, p, q) = 1, то

AT

(ν
q
,
p

q

)
= a

(ν
q
,
p

q

)
= λ(ν, p, q).

Если полином t∗(y) является экстремальным в задаче Фейера (2.4), то функция

ψp,q(z) =
1

q

{
1 + 2

∞∑

k=1

(sin
(πk
q

)

πk

q

)2

t∗(k) cos (2πkz)

}
(2.6)

— экстремальная в задаче Турана (1.10).



162 В.И.Иванов

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если четный полином t(y) является допустимым в задаче (2.4),
то согласно (2.2), (2.3) его коэффициенты Фурье t̂k являются четным полиномом порядка не
выше p− 1, допустимым в задаче (2.5), и обратно. Следовательно,

a
(ν
q
,
p

q

)
= λ(ν, p, q). (2.7)

Пусть f(z) = f̂0 + 2

∞∑

k=1

f̂k cos(2πkz), z ∈ T, — допустимая функция в задаче (1.10) и

k = nq + r, 0 6 r < q. Тогда для z = y/q, y ∈ Zq,

f
(y
q

)
= f̂0 + 2

∞∑

n=1

f̂nq + 2

q−1∑

r=1

∞∑

n=0

f̂nq+r cos
(2π
q
y(nq + r)

)

= f̂0 + 2

∞∑

n=1

f̂nq + 2

q−1∑

r=1

( ∞∑

n=0

f̂nq+r

)
cos
(2π
q
yr
)
= t̂0 + 2

w∑

r=1

t̂r cos
(2π
q
yr
)
= t(y),

где

t̂0 = f̂0 + 2

∞∑

n=1

f̂nq, t̂r = mr

∞∑

n=0

f̂nq+r.

Так как t(0) = f(0) = 1, t(k) = f(k/q) = 0, k = p, . . . , w, t̂r > 0, r = 0, 1, . . . , w, и f(ν/q) = t(ν),

то полином t(y) является допустимым в задаче (2.5) и f
(ν
q

)
6 a

(ν
q
,
p

q

)
. Следовательно,

AT

(ν
q
,
p

q

)
6 a

(ν
q
,
p

q

)
. (2.8)

Функция ψp,q (2.6) является допустимой в задаче (1.10) для h = p/q, и для нее ψp,q(ν/q) =
t̂∗ν = λ(ν, p, q) (см. [8]), поэтому

AT

(ν
q
,
p

q

)
> λ(ν, p, q).

Отсюда и из (2.7), (2.8) вытекают все утверждения теоремы. Теорема 1 доказана.

Лемма 1. Если d ∈ N, ν = dν ′, q = dq′, ν + 1 6 p 6 q/2, то λ(ν, p, q) = λ
(
ν ′,
⌈p
d

⌉
, q′
)
.

Если полином t∗(y′) ∈ T+
⌈ p
d

⌉

,q′
, y′ ∈ Zq′, — экстремальный в задаче λ

(
ν ′,
⌈p
d

⌉
, q′
)
, то полином

t∗(y) ∈ T+
p,q, y ∈ Zq, является экстремальным в задаче λ(ν, p, q).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если полином t(y) = 1 + 2

p−1∑

k=1

t̂k cos
(2π
q
ky
)
∈ T+

p,q, y = nq′ + y′,

y′ ∈ Zq′ , то
[p− 1

d

]
+ 1 =

⌈p
d

⌉
, и в силу (2.1) полином

t′(y′) =
1

d

d∑

k=0

t(y + kq′) = 1 + 2

p−1∑

l=1

t̂l
1

d

d∑

k=0

cos
( 2π
dq′

l(y + kq′)
)

= 1 + 2

[ p−1

d
]∑

s=1

t̂ds cos
(2π
q′
sy
)
= 1 + 2

[ p−1

d
]∑

s=1

t̂ds cos
(2π
q′
sy′
)
∈ T+

⌈ p

d⌉,q′
.

Из этого соответствия вытекают все утверждения леммы. Лемма 1 доказана.

В силу леммы 1 мы можем считать, что (ν, q) = 1.
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З а м е ч а н и е 1. Если в условиях леммы 1
⌈p
d

⌉
=
[q′
2

]
+1, то λ(ν, p, q) = 1. Действительно,

в этом случае мы можем получить неотрицательный полином t′(y′) = 1+2

[ q
′

2
]∑

s=1

cos
(2π
q′
sy′
)
, для

которого коэффициенты t̂′ν = 1.

Следствие 1. Если ν = 1, . . . , p− 1, h ∈
(p− 1

q
,
p

q

]
, то AT

(ν
q
, h
)
= λ(ν, p, q).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу неубывания AT(x, h) по h для достаточно большого d

AT

(ν
q
,
(p− 1)d+ 1

dq

)
6 AT

(ν
q
, h
)
6 AT

(ν
q
,
p

q

)
= λ(ν, p, q). Применяя лемму 1, получим

AT

(ν
q
,
(p− 1)d+ 1

dq

)
= λ(dν, (p − 1)d+ 1, dq) = λ(ν, p, q).

Следствие 1 доказано.

Если нули экстремального полинома в задаче Λ(ν, p) (1.6) попадают на сетку q−1Zq, то
он будет экстремальным и в задаче λ(ν, p, q) (2.4). Применяя (1.7), нули полинома (1.8) и его
преобразований (1.9), лемму 1, получим следующее следствие.

Следствие 2. Если ν = 1, . . . , p − 1, x =
1

2
(⌈p
ν

⌉
+ 1
) , h ∈

(
p− 1

2ν
(⌈p
ν

⌉
+ 1
) , p

2ν
(⌈p
ν

⌉
+ 1
)
]
,

то

AT(x, h) = AR(x, h) = λ
(
ν, p, 2ν

(⌈p
ν

⌉
+ 1
))

= cos

(
π⌈p

ν

⌉
+ 1

)
.

В частности, если p/2 6 ν 6 p− 1, то AT(x, h) = 1/2.

Колонзакис и Ревес [16] для рациональных x и h также осуществили редукцию задачи
Турана (1.10) к дискретной задаче, известной как задача Каратеодори— Фейера. Если

x =
ν

q
, h =

p

q
, (ν, q) = 1, H =

{
k ∈ [1, q/2] : 〈kν〉q 6 p− 1

}
,

то

AT

(ν
q
,
p

q

)
= sup t̂1, где t(y) = 1 + 2

∑

k∈H

t̂k cos
(2π
q
ky
)
> 0, y ∈ Zq.

Множество H легко описать. Если 〈rν〉q = 1, то H = {〈rk〉q : k = 1, . . . , p− 1}.
Мы предполагаем, что экстремальный полином в задаче Фейера (2.4) при условии (ν, q) = 1

всегда единственен и имеет ровно p − 1 нулей на [0, q/2], поэтому достаточные условия, поз-
воляющие решить задачу (2.4), сформулируем в теореме 2. Мы полагаем, что они являются и
необходимыми.

Теорема 2. Пусть x =
ν

q
, h =

p

q
, (ν, q) = 1. Если существуют множество целых чисел

Sν,p,q = {x1, . . . , xp−1} ⊂ [0, q/2] и множество положительных чисел {γ1, . . . , γp−1} такие,

что

(1) полином τ(y) = ±

p−1∏

k=1

(
cos
(2π
q
y
)
− cos

(2π
q
xk

))
> 0, y ∈ Zq, τ̂0 > 0,

(2) для любого полинома t ∈ Tp,q справедлива квадратурная формула

γ0t̂0 − t̂ν =

p−1∑

k=1

γkt(xk), γ0 =

p−1∑

k=1

γk,
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то AT

(ν
q
,
p

q

)
= λ(ν, p, q) = γ0, и полином t∗(y) = τ(y)/τ̂0 является экстремальным в задаче

(2.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из квадратурной формулы следует, что λ(ν, p, q) 6 γ0. Из нее
также вытекает, что эта оценка достигается на полиноме t∗(y). Теорема 2 доказана.

Мы также предполагаем, что точки q−1Sν,p,q аппроксимируют на сетке q−1Zq нули экс-
тремальных полиномов в задаче Фейера Λ(ν, p) (1.5) (см. полином (1.8) и его преобразова-
ния (1.9)). Это выполняется во всех случаях решения задачи Фейера (2.4), которые будут
приведены в последующих разделах. В дальнейшем экстремальный полином всегда будет экс-
тремальным в задаче (2.4).

3. Вычисление величины λ(ν, p, 2p)

При q = 2p (h = 1/2) решение задачи Турана (1.10) имеется в [19] и [16]. Дадим доказа-
тельство, опирающееся на теоремы 1, 2. Будем использовать известные суммы [20, 1.341]

n∑

k=0

cos(kx+ y) =
sin
(n+ 1

2
x
)
cos
(n
2
x+ y

)

sin
x

2

,
1

2
+

n∑

k=1

cos(kx) =
sin
(
n+

1

2

)
x

2 sin
x

2

. (3.1)

Теорема 3. Если ν = 2n, p = 2m+ 1 n = 1, . . . ,m, q = 2p, x =
n

p
, h =

1

2
, то

(1) множество нулей Sν,p,q = {1, . . . , p− 1},

(2) экстремальный полином t∗(y) = 1 + 2
m∑

k=1

cos
(2π
q
2ky
)
,

(3) для любого полинома t ∈ Tp,2p справедлива квадратурная формула

t̂0 − t̂ν =
1

p

p−1∑

k=1

(
1− cos

(2π
q
νk
))
t(k), (3.2)

из которой вытекают равенства AT

(n
p
,
1

2

)
= λ(ν, p, 2p) = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя (3.1), получим

t∗(y) = 1 + 2

m∑

k=1

cos
(2π
q
2ky
)
=

sin(πy)

sin
(π
p
y
) =

{
0, y = 1, . . . , p − 1,

p, y = 0, p.

Следовательно, полином t∗ — экстремальный и его множество нулей на [0, p] совпадает с
Sν,p,q = {1, . . . , p − 1}. В силу четности ν квадратурная формула (3.2) вытекает из равенств

p−1∑

k=1

(
1− cos

(π
p
νk
))

cos
(π
p
ks
)
=

p−1∑

k=1

[
cos
(π
p
ks
)
−

1

2
cos
(π
p
k(ν + s)

)
−

1

2
cos
(π
p
k(ν − s)

)]

=

sin
(π
p

(
p−

1

2

)
s
)

2 sin
(πs
2p

) −

sin
(π
p

(
p−

1

2

)
(ν + s)

)

4 sin
(π(ν + s)

2p

) −

sin
(π
p
(p−

1

2
)(ν − s)

)

4 sin
(π(ν − s)

2p

)

=





p, s = 0,

−p/2, s = ν,

0, s = 1, . . . , p − 1, s 6= ν.



Поточечная задача Турана для положительно определенных функций 165

Теорема 3 доказана.

З а м е ч а н и е 2. В теореме 2 можно было сразу заметить, что в силу леммы 1 и заме-
чания 1 λ(ν, p, 2p) = λ(2n, 2m+1, 2(2m+1)) = λ(n,m+1, 2m+1) = 1. Квадратурную формулу
можно было также не доказывать, так как значение 1 величины (1.10) максимальное.

Следствие 3. Если k ∈ N, ν = 1, . . . , k, h ∈
( k

2k + 1
,
1

2

]
, то AT

( ν

2k + 1
, h
)
= 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу неубывания AT(x, h) по h для достаточно большого d

AT

( ν

2k + 1
,
kd+ 1

d(2k + 1)

)
6 AT

( ν

2k + 1
, h
)
6 AT

( ν

2k + 1
,
1

2

)
= λ(2ν, 2k + 1, 2(2k + 1)) = 1.

Остается заметить, что в силу леммы 1 и замечания 1

AT

( ν

2k + 1
,
kd+ 1

d(2k + 1)

)
= λ(dν, kd + 1, d(2k + 1)) = λ(ν, k + 1, 2k + 1) = 1.

Следствие 3 доказано.

Теорема 4. Если ν = 2n + 1, p > ν + 1, q = 2p, (ν, q) = 1, 〈rν〉q = 1, x =
ν

2p
, h =

1

2
, то

(1) множество нулей Sν,p,q = {1, . . . , p} \ {r},

(2) экстремальный полином t∗(y) = 1 +

p−1∑

k=1

(
1 + cos

(2π
q
rk
))

cos
(2π
q
ky
)
,

(3) для любого полинома t ∈ Tp,2p справедлива квадратурная формула

1

2

(
1 + cos

π

p

)
t̂0 − t̂ν

=
1

2p

{ p−1∑

k=1

(
1− cos

(2π
q
2kν

))
t(2k) +

p∑

k=1

(
cos
(2π
q

)
− cos

(2π
q
(2k − 1)ν

))
t(2k − 1)

}
, (3.3)

из которой вытекают равенства AT

( ν
2p
,
1

2

)
= λ(ν, p, 2p) =

1

2

(
1 + cos

π

p

)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя (3.1) и учитывая, что r — нечетное, получим

t∗(y) = 1 +

p−1∑

k=1

{
cos
(π
p
ky
)
+

1

2
cos
(π
p
k(r + y)

)
+

1

2
cos
(π
p
k(r − y)

)}

=

sin
(π
p

(
p−

1

2

)
y
)

2 sin
(πy
2p

) +

sin
(π
p

(
p−

1

2

)
(r + y)

)

4 sin
(π(r + y)

2p

) +

sin
(π
p

(
p−

1

2

)
(r − y)

)

4 sin
(π(r − y)

2p

)

=





p, y = 0,

p/2, y = r,

0, y = 1, . . . , p, y 6= r.

Следовательно, полином t∗(y) — допустимый, его множество нулей на [0, p] совпадает с Sν,p,q =

{1, . . . , p} \ {r} и t̂∗ν =
1

2

(
1 + cos

(2π
q
rν
))

=
1

2

(
1 + cos π

p

)
. Для доказательства квадратурной

формулы (3.3) применяем (2.1), (3.1). Имеем

p−1∑

k=1

(
1− cos

(π
p
2kν

))
cos
(π
p
2ks
)
+

p∑

k=1

(
cos
(π
p

)
− cos

(2π
q
(2k − 1)ν

))
cos
(π
p
(2k − 1)s

)
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=

p−1∑

k=1

cos
(π
p
2ks
)
+ cos

π

p

p∑

k=1

cos
(π
p
(2k − 1)s

)
−

1

2

q−1∑

k=1

{
cos
(2π
q
k(ν + s)

)
+ cos

(2π
q
k(ν − s)

)}

=
1

2
+

sin
(π
p
(2p − 1)s

)

2 sin
(πs
p

) +

cos
π

p
sin(πs)

2 sin
(πs
p

) −
1

2
qδsν =





p
(
1 + cos

π

p

)
, s = 0,

−p, s = ν,

0, s = 1, . . . , p − 1, s 6= ν.

Отсюда вытекает (3.3). Теорема 4 доказана.

4. Вычисление величин λ(1, p, 2p+ 1), λ(1, p− 1, 2p+ 1)

Рассмотрим некоторые другие случаи вычисления величины λ(1, p, q). Нам понадобятся
вспомогательные утверждения о коэффициентах четного тригонометрического полинома в
зависимости от его нулей.

Лемма 2. Если

tp(x, ϕ) =

p−1∏

s=0

(cos(2πx) − cos(2π(2s + 1)ϕ)) =
1

2p−1

{ p−1∑

s=0

Bp
s cos(2π(p − s)x) +

1

2
Bp

p

}
,

то

Bp
0 = 1, Bp

s =

s∏

i=1

sin(2π(i − 2p − 1)ϕ)

sin(2πiϕ)
, s = 1, . . . , p.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся методом математической индукции. При p = 1
t1(x, ϕ) = cos(2πx)− cos(2πϕ), B1

0 = 1, B1
1 = −2 cos(2πϕ), и утверждение леммы верно. Далее

tp+1(x, ϕ) =
1

2p−1

{
p−1∑

s=0

Bp
s cos(2π(p − s)x) +

1

2
Bp

p

}
(
cos(2πx) − cos(2π(2p + 1)ϕ)

)

=
1

2p

{ p∑

s=0

Bp+1
s cos(2π(p + 1− s)x) +

1

2
Bp+1

p+1

}
,

где Bp+1
s = Bp

s − 2 cos(2π(2p+1)ϕ)Bp
s−1 +Bp

s−2, s = 0, . . . , p+1, Bp
−2 = Bp

−1 = 0, Bp
p+1 = Bp

p−1.

Пользуясь индуктивным предположением, получим Bp+1
0 = Bp

0 = 1,

Bp+1
1 = −

sin(2π2pϕ)

sin(2πϕ)
− 2 cos(2π(2p + 1)ϕ) = −

sin(2π(2p + 2)ϕ)

sin(2πϕ)
,

Bp+1
s = Bp

s−2

{ s∏

i=s−1

sin(2π(i− 2p − 1)ϕ)

sin(2πiϕ)
− 2 cos(2π(2p + 1)ϕ)

sin(2π(s − 2p − 2)ϕ)

sin(2π(s − 1)ϕ)
+ 1

}
.

Так как
s∏

i=s−1

sin(2π(i − 2p− 1)ϕ) − 2 cos(2π(2p + 1)ϕ) sin(2π(s − 2p − 2)ϕ) sin(2πsϕ) +
s∏

i=s−1

sin(2πiϕ)

= sin(2π(2p + 1)ϕ) sin(2π(2p + 2)ϕ),

то

Bp+1
s = Bp

s−2

sin(2π(2p + 1)ϕ) sin(2π(2p + 2)ϕ)

sin(2π(s − 1)ϕ) sin(2πsϕ)
=

s∏

i=1

sin(2π(i − 2p− 3)ϕ)

sin(2πiϕ)
, s = 2, . . . , p.

Аналогично проверяется, что Bp+1
p+1 =

p+1∏

i=1

sin(2π(i − 2p− 3)ϕ)

sin(2πiϕ)
. Лемма 2 доказана.
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Лемма 3. Если τ(x) =
1

2p−1

{ p−1∑

s=0

bps cos(2π(p − s)x) +
1

2
bpp

}
и ϕ — нуль τ(x), то

τ(x)

cos(2πx)− cos(2πϕ)
=

1

2p−2

{ p−2∑

s=0

bp−1
s cos(2π(p − s− 1)x) +

1

2
bp−1
p−1

}
,

где

bp−1
s =

s∑

l=0

sin(2π(s − l + 1)ϕ)

sin(2πϕ)
bpl , s = 0, 1, . . . , p − 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Как и в лемме 2,

τ(x) =
1

2p−2

{ p−2∑

s=0

bp−1
s cos(2π(p − s− 1)x) +

1

2
bp−1
p−1

}(
cos(2πx) − cos(2πϕ)

)

=
1

2p−1

{p−1∑

s=0

b̃ps cos(2π(p − s)x) +
1

2
b̃pp

}
.

где b̃ps = bp−1
s − 2 cos(2πϕ)bp−1

s−1 + bp−1
s−2, s = 0, . . . , p, bp−1

−2 = bp−1
−1 = 0, bp−1

p = bp−1
p−2.

Остается показать, что b̃ps = bps, s = 0, . . . , p. Имеем b̃p0 = bp−1
0 = bp0,

b̃p1 = bp−1
1 − 2 cos(2πϕ)bp−1

0 =

1∑

l=0

sin(2π(2− l)ϕ)

sin(2πϕ)
bpl − 2 cos(2πϕ)bp0 = bp1.

Для s = 2, . . . , p − 1

b̃ps =

s∑

l=0

sin(2π(s − l+1)ϕ)

sin(2πϕ)
bpl − 2 cos(2πϕ)

s−1∑

l=0

sin(2π(s − l)ϕ)

sin(2πϕ)
bpl +

s−2∑

l=0

sin(2π(s − l − 1)ϕ)

sin(2πϕ)
bpl

= bps +

s−2∑

l=0

(sin(2π(s − l+1)ϕ) + sin(2π(s − l−1)ϕ)− 2 cos(2πϕ) sin(2π(s − l)ϕ))

sin(2πϕ)
bpl = bps.

Наконец, учитывая, что ϕ — нуль полинома τ(x), получим

b̃pp = 2

p−2∑

l=0

sin(2π(p − 1− l)ϕ)

sin(2πϕ)
bpl − 2 cos(2πϕ)

p−1∑

l=0

sin(2π(p − l)ϕ)

sin(2πϕ)
bpl

= 2

p−2∑

l=0

(sin(2π(p − 1− l)ϕ)− 2 cos(2πϕ) sin(2π(p − l)ϕ)

sin(2πϕ)
bpl − 2 cos(2πϕ)bpp−1

= −2

p−1∑

l=0

cos(2π(p − l)ϕ)bpl = bpp.

Лемма 3 доказана.

Теорема 5. Если ν = 1, p > 2, q = 2p + 1, x =
1

2p+ 1
, h =

p

2p + 1
, то

(1) множество нулей

S1,p,2p+1 = {2, . . . , p} = {〈2k + 1〉q : k = 1, . . . , p− 1}, (4.1)
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(2) полином τ(y) =

p−1∏

k=1

(
cos
(2π
q
y
)
− cos

(2π
q
(k + 1)

))
> 0, y ∈ Zq, τ̂0 > 0, экстремальный

полином имеет вид t∗(y) = τ(y)/τ̂0,
(3) для любого полинома t ∈ Tp,2p+1 справедлива квадратурная формула

(
2 cos

π

q
− 1
)
t̂0 − t̂1 =

4

q

p∑

k=0

(
1− cos

(2π
q
pk
))(

cos
π

q
+ cos

(2π
q
pk
))
t(k), (4.2)

из которой вытекают равенства AT

( 1

2p+ 1
,

p

2p+ 1

)
= λ(1, p, 2p + 1) = 2 cos

π

2p + 1
− 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Равенство (4.1) проверяется непосредственными вычислениями.
Неотрицательность полинома τ(y) на Zq очевидна. Для ϕ = 1/q рассмотрим полином

τ̃(y) =

p−1∏

s=0

{
cos
(2π
q
y
)
− cos

(2π
q
(2s + 1)

)}
=

1

2p−1

{ p−1∑

s=0

Bp
s cos

(2π
q
(p − s)y

)
+

1

2
Bp

p

}
,

где по лемме 2 Bp
0 = 1, Bp

s =

s∏

i=1

sin
(2π
q
(i− 2p − 1)

)

sin
(2π
q
i
) = 1, s = 1, . . . , p. Применяя (4.1) и

лемму 3, получим

τ(y) =
τ̃(y)

cos
(2π
q
y
)
− cos

(2π
q

) =
1

2p−2

{p−2∑

s=0

bp−1
s cos

(2π
q
(p − s− 1)y

)
+

1

2
bp−1
p−1

}
,

где

bp−1
p−1 =

p−1∑

l=0

sin
(2π
q
(p − l)

)

sin
(2π
q

) Bp
l =

p−1∑

l=0

sin
( 2π

2p+ 1
(p− l)

)

sin
( 2π

2p + 1

) > 0.

Следовательно, τ̂0 > 0.
Остается доказать квадратурную формулу (4.2). Рассмотрим неотрицательный на [0, p]

полином f(k) =
(
1 − cos

(2π
q
pk
))(

cos
π

q
+ cos

(2π
q
pk
))
, обращающийся в нуль при k = 0, 1.

Применяя (3.1), получим

2

p∑

k=0

f(k) cos
(2π
q
ks
)
=

p∑

k=0

[
2 cos

π

q
− 1 + 2

(
1− cos

π

q

)
cos
(2π
q
pk
)
− cos

(2π
q
2pk
)]

cos
(2π
q
ks
)

= (2 cos
π

q
−1)

p∑

k=0

cos
(2π
q
ks
)
+
(
1−cos

π

q

) p∑

k=0

cos
(2π
q
k(p+s)

)
+
(
1−cos

π

q

) p∑

k=0

cos
(2π
q
k(p−s)

)

−
1

2

p∑

k=0

cos
(2π
q
k(2p + s)

)
−

1

2

p∑

k=0

cos
(2π
q
k(2p − s)

)

=
(
2 cos

π

q
− 1
) sinπs

2 sin
πs

q

+
(
1− cos

π

q

) sinπ(p+ s)

2 sin
π(p + s)

q

+
(
1−cos

π

q

) sinπ(p − s)

2 sin
π(p− s)

q

−
sinπ(2p+ s)

4 sin
π(2p + s)

q

−
sinπ(2p − s)

4 sin
π(2p − s)

q

=





q

2

(
2 cos

π

q
− 1
)
, s = 0,

−
q

4
, s = 1,

0, s = 2, . . . , p− 1.

Отсюда вытекает (4.2). Теорема 5 доказана.
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Теорема 6. Если ν = 1, p > 3, q = 2p + 1, x = 1
2p+1 , h = p−1

2p+1 , то

(1) множество нулей

S1,p−1,2p+1 = {3, . . . , p} = {〈2k + 1〉q : k = 1, . . . , p − 2}, (4.3)

(2) полином τ(y) =

p−2∏

k=1

(
cos
(2π
q
y
)
− cos

(2π
q
(k + 2)

))
> 0, y ∈ Zq, τ̂0 > 0, экстремальный

полином имеет вид t∗(y) = τ(y)/τ̂0,
(3) для любого полинома t ∈ Tp−1,2p+1 справедлива квадратурная формула

2 cos
2π

q
− 2 cos

π

q
+ 1

2 cos
π

q
− 1

t̂0 − t̂1 =
4

q
(
1− cos

π

q
+ cos

2π

q

)

×

p∑

k=0

(
cos
(2π
q
pk
)
− 1
)(

cos
(2π
q
pk
)
+ cos

π

q

)(
cos
(2π
q
pk
)
− cos

2π

q

)
t(k), (4.4)

из которой вытекают равенства

AT

( 1

2p + 1
,
p− 1

2p + 1

)
= λ(1, p − 1, 2p + 1) =

2 cos
2π

q
− 2 cos

π

q
+ 1

2 cos
π

q
− 1

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Равенство (4.3) также проверяется непосредственными вычис-
лениями. Неотрицательность полинома τ(y) на Zq очевидна. Для ϕ = 1/q рассмотрим полином

τ̃(y) =

p−2∏

s=0

{
cos
(2π
q
y
)
− cos

(2π
q
(2s+ 1)

)}
=

1

2p−1

{ p−2∑

s=0

Bp−1
s cos

(2π
q
(p− 1− s)y

)
+

1

2
Bp−1

p−1

}
,

где по лемме 2

Bp−1
0 = 1, Bp−1

s =

s∏

i=1

sin
(2π
q
(i− 2p + 1)

)

sin
(2π
q
i
) =

sin
(2π
q
(s+ 1)

)
sin
(2π
q
(s + 2)

)

sin
(2π
q

)
sin
(4π
q

) , s = 1, . . . , p− 1.

Применяя (4.3) и лемму 3, получим

τ(y) =
τ̃(y)

cos
(2π
q
y
)
− cos

(2π
q

) =
1

2p−3

{ p−3∑

s=0

bp−2
s cos

(2π
q
(p− s− 2)y

)
+

1

2
bp−2
p−2

}
,

где

bp−2
p−2 =

p−2∑

l=0

sin
(2π
q
(p− 1− l)

)

sin
(2π
q

) Bp−1
l

=

p−2∑

l=0

sin
( 2π

2p+ 1
(p − 1− l)

)
sin
( 2π

2p+ 1
(l + 1)

)
sin
( 2π

2p + 1
(l + 2)

)

sin2
( 2π

2p + 1

)
sin
( 4π

2p + 1

) > 0.

Следовательно, τ̂0 > 0.
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Докажем квадратурную формулу (4.4). Пусть

f(k) =
(
cos
(2π
q
pk
)
− 1
)(

cos
(2π
q
pk
)
+ cos

π

q

)(
cos
(2π
q
pk
)
− cos

2π

q

)

= a0 + a1 cos
(2π
q
pk
)
+ a2 cos

(2π
q
2pk
)
+ a3 cos

(2π
q
3pk
)
,

где a0=
1

2

(
2 cos

π

q
−1−cos

2π

q
+cos

3π

q

)
, a1=

1

4

(
3−6 cos

π

q
+4cos

2π

q
−2 cos

3π

q

)
, a2=

1

2

(
cos

π

q
−1−

cos
2π

q

)
, a3 = 1. Полином f(k) на [0, p] — положительный и обращается в нуль при k = 0, 1, 2.

Применяя (3.1), получим

p∑

k=0

f(k) cos
(2π
q
ks
)
= a0

p∑

k=0

cos
(2π
q
ks
)
+
a1
2

p∑

k=0

cos
(2π
q
k(p + s)

)
+
a1
2

p∑

k=0

cos
(2π
q
k(p− s)

)

+
a2
2

p∑

k=0

cos
(2π
q
k(2p + s)

)
+
a2
2

p∑

k=0

cos
(2π
q
k(2p − s)

)
+
a3
2

p∑

k=0

cos
(2π
q
k(3p + s)

)

+
a3
2

p∑

k=0

cos
(2π
q
k(3p−s)

)
= a0

sinπs

2 sin
πs

q

+
a1
2

sinπ(p + s)

2 sin
π(p + s)

q

+
a1
2

sinπ(p− s)

2 sin
π(p − s)

q

+
a2
2

sinπ(2p + s)

2 sin
π(2p + s)

q

+
a2
2

sinπ(2p − s)

2 sin
π(2p − s)

q

+
a3
2

sinπ(3p + s)

2 sin
π(3p + s)

q

+
a3
2

sinπ(3p − s)

2 sin
π(3p − s)

q

=





q

2
a0, s = 0,

q

4
a2, s = 1,

0, s = 2, . . . , p − 2.

Откуда следует (4.4). Из (4.4) вытекает, что полином t∗(y) = τ(y)/τ̂0 — экстремальный. Тео-
рема 6 доказана.

5. Вычисление величины λ(p− 1, p, q)

Для всех p и q величина λ(ν, p, q) вычислена только при ν = p − 1. В этом случае экс-

тремальный полином в задаче Фейера (1.5) есть 1 + cos(2π(p − 1)x). Его нули xk =
2k − 1

2(p − 1)
,

k = 1, . . . , p − 1, на [0, q/2] имеют аппроксимацию

Sp−1,p,q =
{[q(2k − 1)

2(p − 1)

]
,
[q(2l − 1)

2(p − 1)

]
+ 1: k = 1, . . . ,

[p
2

]
, l = 1, . . . ,

[p− 1

2

]}
.

Так как [q(2k − 1)

2(p − 1)

]
+
[q(2(p − k)− 1))

2(p − 1)

]
= q − 1, k = 1, . . . ,

[p− 1

2

]
,

то

Sp−1,p,q =
{〈[q(2k − 1)

2(p − 1)

]〉
q
: k = 1, . . . , p − 1

}
. (5.1)

Опишем арифметические свойства множества Sp−1,p,q. Будем отдельно рассматривать слу-
чаи нечетного и четного q.

Лемма 4 [11; 12]. Если (p− 1, q) = 1, 〈r(p− 1)〉q = 1, то

{〈[ qk

p− 1

]〉
q
: k = 1, . . . , p − 2

}
=
{
〈rk〉q : k = 1, . . . , p − 2

}
.
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Лемма 5. Если (2(p − 1), q) = 1, 〈2r(p− 1)〉q = 1, то

Sp−1,p,q =
{
〈r(2k − 1)〉q : k = 1, . . . , p − 1

}
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если 〈2r(p− 1)〉q = 1, то по лемме 4
{〈[ qk

2(p − 1)

]〉
q
: k = 1, . . . , 2p − 3

}
=
{
〈rk〉q : k = 1, . . . , 2p − 3

}
,

{〈[ qk

p− 1

]〉
q
: k = 1, . . . , p− 2

}
=
{
〈2rk〉q : k = 1, . . . , p− 2

}
,

поэтому
{〈[q(2k − 1)

2(p − 1)

]〉
q
: k = 1, . . . , p− 1

}
=
{
〈2r(2k − 1)〉q : k = 1, . . . , p − 1

}
.

Лемма 5 доказана.

Лемма 6. Если q = 2n, (p − 1, q) = 1, 〈r(p− 1)〉q = 1, то

Sp−1,p,q =
{
〈r(n− k)〉q : k = 0, . . . , p− 2

}
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (5.1) достаточно доказать, что для z > 1

p−1∏

k=1

(
z − cos

(2π
q

[q(2k − 1)

2(p − 1)

]
)
)
=

p−2∏

k=0

(
z − cos

(2π
q
r(n− k)

))
. (5.2)

Рассмотрим функцию f(z) =

p−1∑

k=1

ln
(
z − cos

(2π
q

[qk − n

p− 1

]))
, z > 1. Так как

[m
q

]
−
[m− 1

q

]
=

{
1, q|m,

0, q ∤ m,

то

f(z) =

q(p−1)+n−1∑

m=p−1+n

ln
(
z − cos

(2π
q

[m− n

p− 1

]))([m
q

]
−
[m− 1

q

])

=

q(p−1)−1∑

s=p−1

ln
(
z − cos

(2π
q

[ s

p− 1

]))([s+ n

q

]
−
[s+ n− 1

q

])
.

Записывая s = t(p− 1) + r, 1 6 t 6 q − 1, 0 6 r 6 p− 2, и используя равенство 〈r(p− 1)〉q = 1,
получим

f(z) =

q−1∑

t=1

ln
(
z − cos

(2π
q
t
)) p−2∑

r=0

([ t(p− 1) + r + n

q

]
−
[ t(p− 1) + r + n− 1

q

])

=

q−1∑

t=1

ln
(
z − cos

(2π
q
rt(p− 1)

))([ t(p − 1) + p− 2 + n

q

]
−
[ t(p− 1) + n− 1

q

])
.

Так как (p− 1, q) = 1, то произведение t(p− 1) пробегает Zq \ {0}, поэтому

f(z) =

q−1∑

k=1

ln
(
z − cos

(2π
q
rk
))([k + p− 2 + n

q

]
−
[k + n− 1

q

])

=
n∑

k=n−p+2

ln
(
z − cos

(2π
q
rk
))

=

p−2∑

k=0

ln
(
z − cos

(2π
q
r(n− k)

))
.

Потенцируя последнее равенство, придем к (5.2). Лемма 6 доказана.

Пусть Fp−1,q(y), y ∈ Zq, — полином (1.4) порядка p−2, экстремальный в дискретной задаче
Фейера (1.2).
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Теорема 7. Если (2(p − 1), q) = 1, 〈2r(p− 1)〉q = 1, x =
p− 1

q
, h =

p

q
, то

(1) множество нулей

Sp−1,p,q =
{
〈r(2k − 1)〉q : k = 1, . . . , p − 1

}
, (5.3)

(2) полином τ(y) =

p−1∏

k=1

(
cos
(2π
q
y
)
− cos

(2π
q
r(2k− 1)

))
> 0, y ∈ Zq, τ̂0 > 0, экстремальный

полином имеет вид t∗(y) = τ(y)/τ̂0,

(3) для любого полинома t ∈ Tp,q справедлива квадратурная формула

Fp−1,q(0)

2 cos
π

q
Fp−1,q(1)

t̂0 − t̂p−1 =

p−1∑

k=1

Akt(r(2k − 1)), Ak > 0, (5.4)

из которой вытекают равенства AT

(p− 1

q
,
p

q

)
= λ(p− 1, p, q) =

Fp−1,q(0)

2 cos
π

q
Fp−1,q(1)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Равенство (5.3) доказано в лемме 5.

Докажем квадратурную формулу (5.4). Коэффициенты Ak в (5.4) определим из условия

p−1∑

k=1

Ak cos
(2π
q
(2k − 1)y

)
=

1

2 cos
π

q
Fp−1,q(1)

cos
(2π
q
y
)
Fp−1,q(2y).

Коэффициенты полинома Fp−1,q(y) положительные, {2rs}p−2
s=1 — его нули на [0, q/2], Fp−1,q(1) =

Fp−1,q(2r(p − 1)) > 0, следовательно, все Ak > 0. Так как в равенстве 2r(p − 1) = ±1 + mq,
m — нечетное, то

p−1∑

k=1

Ak cos
(2π
q
(2k − 1)rs

)
=

1

2 cos
π

q
Fp−1,q(1)

cos
(2π
q
rs
)
Fp−1,q(2rs)

=





Fp−1,q(0)

2 cos
π

q
Fp−1,q(1)

, s = 0,

0, s = 1, . . . , p− 2,

−
1

2
, s = p− 1.

Квадратурная формула (5.4) доказана.

Полином τ(y) — неотрицательный на Zq по построению. Так как τ̂p−1 = 21−p > 0, то из (5.4)
следует, что τ̂0 > 0 и t∗(y) = τ(y)/τ̂0 — экстремальный полином. Теорема 7 доказана.

Теорема 8. Если q = 2n, 2 6 p 6 n, (p− 1, q) = 1, 〈r(p − 1)〉q = 1, x =
p− 1

q
, h =

p

q
, то

(1) множество нулей

Sp−1,p,q = {〈r(n− k)〉q : k = 0, . . . , p− 2}, (5.5)

(2) полином τ(y) =

p−2∏

k=0

(
cos
(2π
q
y
)
− cos

(2π
q
r(n−k)

))
> 0, y ∈ Zq, τ̂0 > 0, экстремаль-

ный полином имеет вид t∗(y) = τ(y)/τ̂0,
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(3) для любого полинома t ∈ Tp,q справедлива квадратурная формула

Fp−1,q(0)

2Fp−1,q(1)
t̂0 − t̂p−1 =

p−2∑

k=0

Bkt(r(n− k)), Bk > 0, (5.6)

из которой вытекают равенства AT

(p− 1

q
,
p

q

)
= λ(p− 1, p, q) =

Fp−1,q(0)

2Fp−1,q(1)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Равенство (5.5) доказано в лемме 6.

Докажем квадратурную формулу (5.6). Если Fp−1,q(y) =

p−2∑

k=0

F̂k cos
(2π
q
ky
)
, F̂0 = 1,— экс-

тремальный полином порядка p− 2 в задаче Фейера (1.2), то положим

Bk =
F̂k

2Fp−1,q(1)
, k = 0, . . . , p− 2.

Так как F̂k > 0, Fp−1,q(rk) = 0, k = 1, . . . , p − 2, Fp−1,q(1) = Fp−1,q(r(p− 1)) > 0, то все Bk > 0
и в силу нечетности r

p−2∑

k=0

Bk cos
(2π
q
r(n− k)s

)
=

(−1)rs

2Fp−1,q(1)

p−2∑

k=0

F̂k cos
(2π
q
krs
)
=





Fp−1,q(0)

2Fp−1,q(1)
, s = 0,

0, s = 1, . . . , p− 2,

−
1

2
, s = p− 1.

Квадратурная формула (5.6) доказана.
Полином τ(y) — неотрицательный на Zq по построению. Так как τ̂p−1 = 21−p > 0, то из (5.6)

следует, что τ̂0 > 0 и t∗(y) = τ(y)/τ̂0 — экстремальный полином. Теорема 8 доказана.

Заключение

В работе приведено достаточно много случаев решения поточечной задачи Турана на торе
и связанной с ней второй дискретной задачи Фейера, сформулированы гипотезы о виде реше-
ния в других случаях. Однако еще предстоит преодолеть значительные технические и, возмож-
но, идейные трудности для получения полного решения этих задач. Первоочередные усилия
во второй дискретной задаче Фейера следует направить на вычисление величины λ(1, p, q) и
начать со случая q = 2(p+1)n+1. Тогда множество нулей экстремального полинома на [0, q/2]
будет иметь наиболее простой вид S1,p,q = {〈n(2k + 1)〉q : k = 1, . . . , p− 1}.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Rudin W. Fourier analysis on groups. N Y: Inter-science Publishers Inc., 1962. 285 p.
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