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В теореме 1 для конечной группы G с цоколем L2(2m) × L2(2n) и нильпотентными подгруппами A
и B доказано, что из условия minG(A,B) 6= 1 следует, что n = m = 2 и подгруппы A и B являются

2-группами. Здесь подгруппа minG(A,B) порождена всеми пересечениями вида A ∩ Bg , g ∈ G, порядок

которых минимален, а подгруппа MinG(A,B) порождена всеми пересечениями вида A ∩ Bg , g ∈ G,

которые минимальны по включению. В теореме 2 для конечной группы G с цоколем A5×A5 и силовской 2-

подгруппой S дается описание подгрупп minG(S, S) и MinG(S, S). На основании теоремы 2 в теореме 3 для

конечной группы G с цоколем A5×A5 с точностью до сопряжения дается описание всех пар нильпотентных

подгрупп (A,B) в G, для которых minG(A,B) 6= 1.
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V. I. Zenkov. On intersections of nilpotent subgroups in finite groups with socle L2(2m)×L2(2n).

In Theorem 1, it is proved for a finite group G with socle L2(2m) × L2(2n) and nilpotent subgroups A
and B that the condition minG(A,B) 6= 1 implies that n = m = 2 and the subgroups A and B are 2-groups.

Here the subgroup minG(A,B) is generated by smallest-order intersections of the form A ∩ Bg , g ∈ G, and

the subgroup MinG(A,B) is generated by all intersections of the form A ∩ Bg , g ∈ G, that are minimal with

respect to inclusion. In Theorem 2, for a finite group G with socle A5 ×A5 and a Sylow 2-subgroup S, we give

a description of the subgroups minG(S, S) and MinG(S, S). On the basis of Theorem 2, in Theorem 3 for a

finite group G with socle A5 × A5 we describe up to conjugation all pairs of nilpotent subgroups (A,B) of G
for which minG(A,B) 6= 1.
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Введение

При изучении конечных групп определяющую роль играют нормальные подгруппы. Под-
группа N группы G называется нормальной в группе G, если для любого элемента x группы G
имеет место соотношение x−1Nx = N , которое обычно записывают в виде Nx = N . Тогда мож-
но рассматривать факторгруппу G = G/N , в которой элементами являются так называемые
смежные классы группы G, т. е. подмножества вида xN , причем для нормальной подгруппы
из соотношения Nx = x−1Nx = N следует, что Nx = xN . Подгруппа G имеет при N 6= 1
меньше элементов, чем G, поэтому появляется возможность использования индукции. Но как
увидеть, что данная конечная группа имеет неединичную нормальную подгруппу?

Существует несколько признаков наличия у группы G такой подгруппы. В контексте на-
стоящей работы нас будет интересовать в первую очередь признак, полученный в 1904 году
Бернсайдом [1], в котором он для бипримарной группы G, т. е. группы, порядок которой (ко-
личество элементов в группе) делится только на два простых числа, доказал существование
такой неединичной подгруппы N . Годом позднее [2] Бернсайд опубликовал вторую свою работу
по бипримарным группам, где он доказал так называемую “вторую pαqβ-теорему”, в которой
при pα > qβ либо в G существует неединичная нормальная p-подгруппа N , либо |G| четен,

1Работа выполнена при финансовой поддержке проекта повышения конкурентоспособности веду-
щих университетов России (соглашение 02.А03.210006 от 27.08.2013).
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а второе простое, делящее |G|, является числом Ферма или Мерсенна. Позднее, уже в 1975
году, В.С.Монахов [3] уточнил эту теорему Бернсайда. Заметим, что из условия pα > qβ

следует, что любая пара силовских p-подгрупп группы G имеет нетривиальное пересечение.
На Международном математическом конгрессе в Ницце в 1954 году Брауэр поставил задачу,
обобщающую формулировку “второй pαqβ-теоремы” на общий случай, а именно, если pα = |P |,
где P — силовская p-подгруппа группы G и (pα)2 > |G|, то группа G имеет собственную
неединичную нормальную подгруппу. Конечно, в этом общем случае любая пара силовских
p-подгрупп имеет нетривиальное пересечение. Именно это обстоятельство побудило Брауэ-
ра поставить своему ученику Ито задачу описания разрешимых конечных групп, в которых
любая пара силовских p-подгрупп имеет нетривиальное пересечение. Формулировку этой тео-
ремы, а также многочисленных результатов, связанных с изучением пересечений силовских
p-подгрупп, можно найти в [4]. Более поздний обзор результатов по этой тематике можно
посмотреть в [5].

Данная работа связана с изучением пересечений пар нильпотентных подгрупп, которые,
в свою очередь являются произведениями своих силовских подгрупп, в духе “второй pαqβ-
теоремы”, т. е. изучением следствий, которые получаются при условии неединичности пересе-
чений пар нильпотентных подгрупп.

Внесем необходимые определения. Пусть G — конечная группа, A и B — подгруппы из G.
Рассмотрим множество всех пересечений вида A ∩ Bg, g ∈ G. Определим в этом множестве
два подмножества: MG(A,B) — множество всех минимальных по включению таких пересе-
чений и mG(A,B) — множество всех минимальных по порядку таких пересечений. Ясно, что
mG(A,B) ⊆ MG(A,B) и для подгрупп minG(A,B) = 〈mG(A,B)〉 и MinG(A,B) = 〈MG(A,B)〉
имеем minG(A,B) ≤ MinG(A,B). Вообще говоря, в некоторых случаях, например в группе
G ≃ Σ4, для подгрупп A ∈ Syl2(G) и C4 ≃ B < A имеем MG(A,B) = {B, 〈t〉f , 〈t〉f

2

}, а
mG(A,B) = {〈t〉f , 〈t〉f

2

}, где t — инволюция из Ω(B), а f — элемент порядка три из G. Следо-
вательно, MinG(A,B) ⊃ minG(A,B) и A = 〈MG(A,B)〉 > 〈mG(A,B)〉 = O2(G).

Подгруппы MinG(A,B) и minG(A,B) будут использоваться при изучении пересечений под-
групп A и B в группе G в силу эквивалентности следующих условий:

1) A ∩Bg 6= 1 для любого элемента g из G; 2) MinG(A,B) 6= 1; 3) minG(A,B) 6= 1.

В частности, если подгруппы A и B абелевы, то, используя отмеченную эквивалентность,
по лемме 2 (см. разд. 1) MinG(A,B) ≤ F (G), где F (G) — подгруппа Фиттинга группы G. То
же самое заключение справедливо по лемме 3, если подгруппа A циклическая и B нильпо-
тентная. Однако, как показывает рассмотренный выше пример группы G ≃ Σ4, заключение
MinG(A,B) ≤ F (G) нарушается даже в том случае, когда подгруппа B циклическая, а A ≃ D8,
т. е. A — минимальная неабелева группа. В случае, когда G — простая неабелева группа, а
подгруппы A и B примарны, по лемме 4 MinG(A,B) = 1. Однако уже, например, для группы
G ≃ Aut(Ln(2)), n ≥ 3, имеем minG(S, S) 6= 1 для S ∈ Syl2(G) (см. [5, теорема B2]). Более того,
в работе [6, теорема 2] приведено описание в G ≃ Aut(Ln(2)) при n ≥ 3 с точностью до сопря-
жения всех упорядоченных пар (A,B) примарных подгрупп, для которых minG(A,B) 6= 1, а в
работе [7, теорема 1] дано описание с точностью до сопряжения всех упорядоченных пар (A,B)
примарных подгрупп нечетного порядка в почти простой группе. Таким образом, за извест-
ными исключениями, если в почти простой группе G для примарных подгрупп A и B имеем
minG(A,B) 6= 1, то A и B — 2-группы.

Если же A и B — нильпотентные подгруппы в почти простой группе G и minG(A,B) 6= 1,
то в случае Soc(G) ≃ An при n ≥ 5 по [8, теорема 2] имеем n = 6 или n = 8, причем в обоих
случаях A и B — 2-группы.

Рассмотренные выше результаты относятся к изучению подгрупп minG(S, S) и MinG(S, S),
где S ∈ Syl(G) в почти простых группах, и на основе изучения этих подгрупп сделаны за-
ключения о подгруппах minG(A,B) и MinG(A,B) в случае примарных или нильпотентных
подгрупп A и B в такой группе.
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Однако уже при изучении пересечений нильпотентных подгрупп в конечных группах со
спорадическим цоколем возникают вопросы, связанные с исследованием подгрупп minG(A,B)
и MinG(A,B) в конечных группах с полупростым цоколем. Такая ситуация имеет место, на-
пример, в группе F5, где централизатор некоторой инволюции имеет секцию с цоколем A5×A5

(см. [9, с. 166]). Отметим, что это единственная группа среди всех спорадических групп, в ко-
торой имеет место это обстоятельство (см. [9]). Мы рассматриваем задачу изучения подгрупп
MinG(A,B) и minG(A,B) в более широком контексте для любого поля характеристики два, и
нами доказаны следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть G — конечная группа, Soc (G) ≃ L2(2
m) × L2(2

n), A и B — нильпо-

тентные подгруппы из G и minG(A,B) 6= 1. Тогда m = n = 2, A и B — 2-подгруппы в G,

содержащие инволюцию i, которая переставляет компоненты группы G.

Теорема 2. Пусть G — конечная группа, Soc(G) ≃ A5 × A5, S — силовская 2-подгруппа

в G. Если minG(S, S) 6= 1, то справедливы следующие утверждения:
(1) G = (K1 ×K2)⋋ 〈i〉, где K1 ≃ K2 ≃ Σ5, i — инволюция из S и Ki

1 = K2, minG(S, S) =
〈iS , jS〉, j — инволюция из K1\K

′
1, лежащая в S, причем подгруппа minG(S, S) содержит

нормальную в S подгруппу V = Z(S ∩K1K2) ≃ E4, такую что S = S/V ≃ E4 ≀C2, 〈i
S
〉 ≃ E8,

minG(S, S) ≃ E8.E4, 〈i
S
〉 ∩ 〈j, j

i
〉 = 〈j · j

i
〉, в частности |minG(S, S)| = 26.

(2) MinG(S, S) = S.

Теорема 3. Пусть G — конечная группа, Soc(G) ≃ A5 × A5, S — силовская 2-подгруппа

в G, A и B — нильпотентные подгруппы в G. Тогда следующие условия эквивалентны:
(1) minG(A,B) 6= 1;
(2) MinG(A,B) 6= 1;
(3) A ∩Bg 6= 1 для любого элемента g из G;
(4) G ≃ Σ5 ≀ C2 и с точностью до сопряжения пара (A,B) совпадает с парой (S, S),

(S,minG(S, S)), (minG(S, S), S).

Наши обозначения в основном взяты из [9], а некоторые, как, например, обозначение Σn

для симметрической группы, взяты из [10]. Обозначение l2(P ) для числа орбит при действии
сопряжением силовской p-подгруппой P группы G на множестве всех силовских p-подгрупп
из G, пересекающихся с P тривиально, можно найти в [5].

1. Предварительные сведения

Согласно эквивалентностям 1)–3), сформулированным в предыдущем разделе, запишем
единообразно следующие известные результаты.

Лемма 1 [8, лемма 1]. Пусть G — конечная группа, G1, A и B — подгруппы из G такие,

что G1 содержит A. Если G2 E G1 и G2 ∩Bg = 1 для некоторого элемента g из G, причем

в факторгруппе G1 = G1

/

G2

имеем A∩ (G1 ∩Bg)g1 = 1 для некоторого элемента g1 ∈ G1, то

A ∩Bgg2 = 1 для любого элемента g2 из смежного класса g1G2.

Лемма 2 [11, теорема 1]. Пусть G — конечная группа, A и B — абелевы подгруппы из G.

Тогда MinG(A,B) ≤ F (G).

Лемма 3 [12, лемма 2.1]. Пусть G — конечная группа, A — циклическая подгруппа и B —

нильпотентная подгруппа из G. Тогда MinG(A,B) ≤ F (G).

Лемма 4 [13, теорема 1]. Пусть G — конечная простая неабелева группа, A и B — при-

марные подгруппы из G. Тогда MinG(A,B) = minG(A,B) = 1.



О пересечениях нильпотентных подгрупп в конечных группах с цоколем 129

Лемма 5 [14, теорема 2]. Пусть G — конечная неразрешимая группа с цоколем, изоморф-

ным L2(q), A и B — нильпотентные подгруппы из G и minG(A,B) 6= 1. Тогда A и B —

2-подгруппы и либо q = 9, либо q — простое число Мерсенна.

Лемма 6 [5, лемма 3.2]. Пусть G — конечная группа, M — p-локальная подгруппа из G,

такая, что M = NG(Op(M)). Если в M найдутся две силовские p-подгруппы Q1 и Q2, такие,

что Q1 ∩ Q2 = Op(M), то в G найдутся две силовские p-подгруппы P1 и P2, такие что

P1 ∩ P2 = Op(M) и P1 ≥ Q1, а P2 ≥ Q2.

2. Доказательство теоремы 1

Положим E(G) = L1 × L2, где L1 ≃ L2(2
m), L2 ≃ L2(2

n), S ∈ Syl 2(G), S0 = S ∩ E(G).
Пусть G — контрпример к теореме 1, порядок G при этом минимален и пару нильпотентных

подгрупп A и B в группе G, для которой minG(A,B) 6= 1, выберем так, чтобы число |A||B|
было минимальным.

Лемма 7. Имеем L1 6E G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что L1 E G. Тогда и L2 E G. Значит, CG(L1) E G и
CG(L2) E G. Так как L1 × L2 = E(G) = Soc (G), то CG(E(G)) = CG(L1) ∩ CG(L2) = 1. Сле-
довательно, G ≃ G/CG(L1)∩CG(L2). Заметим, что G/CG(L1) →֒ Aut (L2) и G/CG(L2) →֒ Aut (L1).
Тогда по теореме Ремака [15, с. 50] G →֒ Aut (L1)×Aut (L2). По лемме 5 minAut (L1)

(A1, B1) =

minAut (L2)
(A2, B2) = 1 для любых нильпотентных подгрупп A1, B1 из Aut (L1) и A2, B2 из

Aut (L2). Следовательно, minG(A,B) = 1 для любых нильпотентных подгрупп A,B из G.
Лемма доказана. �

Лемма 8. Если подгруппа A является 2-группой, то n = 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 7 L1 6E G. Следовательно, Soc (G) = L1 × L2, где
L1 ≃ L2 ≃ L2(2

n), и Lt
1 = L2, где t2 ∈ N(L1) ∩ N(L2). Элемент t без ограничения общности

лежит в A, где A ≤ S.
Если Ω(A) ≤ N(L1) ∩N(L2), то Ω(A) 6= A, так как t 6∈ Ω(A). Но тогда minG(Ω(A), B) 6= 1

в силу того, что A ∩ Bg содержит инволюцию из A для любого g из G. Это противоре-
чит выбору числа |A||B|. Следовательно, t — инволюция. Поэтому G = (K1K2) ⋋ t, где
Soc (K1) = L1 ≃ L2(2

n) ≃ L2 = Soc (K2). Так как согласно лемме 5 minK1
(A1, B1) = 1 для

любых нильпотентных подгрупп A1 и B1 из K1 и G →֒ Aut (L2(2
n)) ≀C2, то для доказательства

того, что n = 2, достаточно установить это при G →֒ Aut (L2(2
n)) ≀ C2 и A = Ω(S). Тогда

K1 ≃ K2 →֒ Aut (L2(2
n)) = L2(2

n)⋋ Cn, где Cn — группа полевых автоморфизмов L2(2
n) (см.

[9, с. XV]). Значит, по аргументу Фраттини (см. [15, с. 50]) NG(S0) = S0 ⋋ ((T ⋋ C) ≀ 〈t〉), где
S0 = S0 ∩ K1 × K2 ≃ (E2n)

2, T ≃ C2n−1, C ≃ Cn, t ≃ C2. Так как A = Ω(S) — 2-группа, то
в подгруппе T ⋋ C для подсчета числа орбит силовских 2-подгрупп, пересекающихся с дан-
ной силовской 2-подгруппой тривиально, достаточно рассмотреть Ω(O2(C)) в качестве этой
силовской 2-подгруппы. Проведем этот подсчет. Поскольку силовская 2-подгруппа в группе
T ⋋ C ≃ C2n−1 ⋋ Cn циклическая, то число силовских 2-подгрупп, пересекающихся с дан-
ной тривиально, не меньше числа инволюций в этой группе, уменьшенного на единицу. Но
для инволюции C2 из Cn согласно [10, (9-1)] имеем CL2(2n)(C2) ≃ L2(2

n/2). Поэтому число

нужных инволюций не меньше, чем (2n − 1)/(2n/2 − 1)− 1 = 2n/2. Следовательно, число орбит
l2(C2n−1⋋Cn) не меньше, чем 2n/2/n. Если n ≥ 5, то 2n > n2 в силу того, что для f(x) = 2x−x2

производная f ′(x) = 2x ln 2− 2x > 2x−1 − 2x > 0 из-за ln(2) > 1/2. Поэтому l2(C2n−1 ⋋Cn) > 1.
Пусть N = NG(S0)/S0. Тогда N ≃ (C2n−1 ⋋ Cn) ≀ C2 и по пп. (2), (3) леммы 3.12 из [5] имеем
l2(N) > 0, т. е. minN (A,B1) = 1 для любой нильпотентной подгруппы B1 из N . Отсюда по
лемме 1 при G1 = N и G2 = S0 следует, что minG(S, S) = 1. Противоречие.
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Если n = 3, то N ≃ (C7 ⋋ C3) ≀ C2 и очевидно, что minN (S, S) = 1. Значит, аналогично
аргументам предыдущего абзаца по лемме 1 minG(A,B) = 1. Противоречие.

Если n = 4, то в группе R = T ⋋ C ≃ C15 ⋋ C4 имеем 15 силовских 2-подгрупп. Но для
инволюции j из C имеем CT (j) ≃ C3 из-за того, что CK ′

1
(j) ≃ L2(4). Следовательно, в подгруп-

пе R точно три силовские 2-подгруппы пересекаются по 〈j〉. Поэтому 15 − 3 = 12 силовских
2-подгрупп из R пересекаются с данной силовской 2-подгруппой тривиально. Следовательно,
l2(R) = 12/4 = 3. Значит, по лемме 3.12 из [5] имеем l2(N) ≥ 3, откуда minN (S,B1) = 1, где
B1 = Sx и S0 ∩ Sx = 1. По лемме 1 minG(S, S) = 1. Противоречие.

Случай n = 2 разобран в следующем разделе. Лемма доказана. �

Лемма 9. Если O(A) 6= 1, то O(A) ∩E(G) 6= 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что O(A) 6= 1 и O(A) ∩ E(G) = 1. Так как O(A) ∩
E(G) = 1 и по лемме 7 G →֒ Aut (L1) ≀C2, то элементы из O(A) индуцируют на каждой из ком-
понент L1 и L2 полевые автоморфизмы. Поскольку O(A) является диагональной подгруппой в
силу нильпотентности A, то она циклическая. Как и в предыдущей лемме, O(A) централизует
в E(G) подгруппу, изоморфную L2(2

n/|O(A)|) × L2(2
n/|O(A)|). Следовательно, без ограничения

общности O(A) ≤ NG(S1). Положим R = S1A. Тогда R — 2-замкнутая подгруппа с точным
действием O(A) на S1. По предыдущей лемме либо O2(R) ∩ Bg = 1 для некоторого g из G,
либо n = 2 и G не контрпример к теореме.

Если O2(R) ∩ Bg = 1, то в силу 2-замкнутости R подгруппа B1 = R ∩ Bg имеет нечетный
порядок и поэтому без ограничения общности лежит в O(A). Так как O(A) является цикли-
ческой холловой подгруппой, то согласно лемме 2 O(A) ∩ O(A)r = 1 для некоторого r из R.
Рассмотрим подгруппу A∩Br

1 ≤ O(A) в силу нечетности B1 и нильпотентности A. Кроме того,
Br

1 ≤ O(A)r в силу того, что B1 ≤ O(A). Следовательно, A ∩ Br
1 ≤ O(A) ∩ O(A)r = 1. Тогда

1 = A ∩ Br
1 = A ∩ (R ∩ Bg)r = A ∩ Bgr. Противоречие. Следовательно, n = 2. Противоречие.

Лемма доказана. �

Лемма 10. Подгруппа A — 2-группа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что A не 2-группа. Тогда O(A) 6= 1. По лемме 9
O(A) ∩ E(G) 6= 1. По лемме 7 G →֒ (L2(2

n) ⋋ Cn) ≀ C2. Согласно условию minG(A,B) 6= 1
влечет, что в группе G существует инволюция i, лежащая в S и такая, что Li

1 = L2. Действи-
тельно, если бы все инволюции лежали в подгруппе G0 индекса 2, изоморфно вложенной в
(L2(2

n)⋋Cn)× (L2(2
n)⋋Cn), то тогда по лемме 5 minG0

(A1, B1) = 1, где A1 = Ω(O2(A))O(A) и
B1 = Ω(O2(B))O(B). Следовательно, minG(A,B) = 1. Противоречие. Поэтому O(A) ∩E(G) —
диагональная подгруппа нечетного порядка, лежащая в CG(i). Но в этом случае |O(A)∩E(G)|
делит порядок тора T в L2(2

n), поэтому в силу сильной изолированности (см. [16, § 12]) A
нормализует подгруппу T × T i и O2(A) ≤ C(d), где d — диагональный элемент из подгруп-
пы T × T i.

Допустим, что O2(A) = 〈t〉. Тогда CG(t) →֒ C2 × Aut (L2(2
n)). Так как Soc (G) — нераз-

решимая подгруппа, то n > 1. Тогда согласно лемме 5 minAut (L2(2n))
(A1, B1) = 1 для любых

нильпотентных подгрупп A1 и B1 из Aut (L2(2
n)). К тому же 〈t〉 ∩ Bg = 1 для некоторого g

из G, что следует из теоремы Бэра — Судзуки. Тогда по лемме 1 A∩Bh = 1 для некоторого h
из G. Противоречие.

Таким образом, O2(A) 6= 〈t〉. Так как подгруппа CSoc (G)〈d〉 имеет нечетный порядок в

связи с сильной изолированностью торов в L2(2
n) (см. [16, § 12]), то инволюция i из Z(A), не

сопряженная с t, индуцирует на компонентах из Soc (G) полевой автоморфизм. Тогда CG(i) →֒
(Aut (L2(2

n/2)) ≀ C2)× C2. При n = 2 G не контрпример к теореме. Случай n = 4 рассмотрен
в лемме 8. Значит, n ≥ 6. При n = 6 O2(A) = 〈t〉, что уже рассмотрено, а при n ≥ 8 в
C = CG(i)/〈i〉 по индукции minC(A,B1) = 1, где B1 = CG(i) ∩ Bg и 〈i〉 ∩ Bg = 1. Тогда по
лемме 1 minG(A,B) = 1. Противоречие. Лемма доказана. �
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3. Доказательство теорем 2 и 3

Перейдем к доказательству теоремы 2. Сохраним обозначения из теоремы 1. По условию
теоремы 2 подгруппа minG(S, S) 6= 1. По теореме 1 G →֒ (K1 ×K2) ⋋ 〈i〉, где K1 ≃ K2 ≃ Σ5,
|i| = 2 и Ki

1 = K2.

Так как K1 6⊳ (K1 ×K2)⋋ 〈i〉, то в силу того что Soc (G) ≃ A5 ×A5, имеем (K ′
1)

t 6= K ′
1 для

некоторого элемента t из G. Далее, подгруппа S0 = S ∩ Soc (G) ≃ E16. Рассмотрим NG(S0).
Так как S0 E S, то NG(S0) накрывает силовскую 2-подгруппу S из G и содержит подгруппу
T = NSoc (G)(S0) ≃ E16⋋E9 ≃ A4×A4. Значит, NG(S0) →֒ Σ4 ≀C2. Так как (K ′

1)
t 6= K ′

1, то N =

NG(S0)/S0 →֒ E9⋋D8 с точным действием D8 на E9. Допустим, что образ S в N не накрывает
при этом вложении подгруппу D8 из E9 ⋋D8. Тогда подгруппа S — абелева. Значит согласно
лемме 2 minN (S, S) = 1. Кроме того, в силу абелевости подгруппы S0 = S ∩ Soc (G) имеем
S0 ∩ Sg = 1 для некоторого элемента g из G. Теперь по лемме 1 при G2 = S0 и G1 = NG(S0)
имеем minG(S, S) = 1. Противоречие с условием теоремы.

Значит, S ≃ D8. Но S ≃ D8 ≃ NG(S0) ∩ Sg. Поэтому NG(Kj)/CG(Kj) ≃ Σ5 для j = 1, 2 и
G ≃ Σ5 ≀ C2. Таким образом, G = (K1 × K2)〈i〉, где i2 = 1 и Ki

1 = K2. Кроме того, согласно
[5, лемма 3.18] имеем l2(Σ5) = 1.

Далее, CK1×K2
(i) ≃ C2 × Σ5. Тогда по лемме 6 〈i〉 = S ∩ Sh ∈ mG(S, S) для некоторого h

из G. Следовательно, 〈iS〉 ∈ mG(S, S) для любого s ∈ S. Поэтому 〈iS〉 ≤ minG(S, S). Рассмот-
рим инволюцию j из S такую, что j ∈ K1\K

′
1. Тогда CG(j) = CK1×K2

(j) ≃ C2 × Σ3 × Σ5 (см.
[9, с. 2]). Снова по лемме 6 〈j〉 = S ∩ Sx ∈ mG(S, S) для некоторого элемента x из G. Но
тогда и 〈jS〉 ≤ minG(S, S), и 〈jS〉 ≃ E16. Подгруппа 〈jS〉 содержит нормальную в S подгруппу
V = Z(S ∩ K1K2) ≃ E4 и, так как S ∩ K1K2 ≃ D8 × D8, факторгруппа S = S/V ≃ E4 ≀ C2.
Поскольку все инволюции в S, лежащие вне базы сплетения, сопряжены в S (см., например,

[5, лемма 3.11]), то 〈i
S
〉 ≃ E8. Инволюции из 〈i

S
〉, лежащие в базе сплетения, являются диаго-

нальными относительно действия i на (S ∩K1K2)/V . Инволюция j не лежит в 〈i
S
〉, так как в

отличие от диагональных i не централизует j. Более того, 〈i
S
〉∩〈j, j

i
〉 = 〈j ·j

i
〉. Следовательно,

|〈iS〉〈jS〉| = 26.

Докажем, что minG(S, S) = 〈iS〉〈jS〉. Выше уже показано, что 〈iS〉〈jS〉 ≤ minG(S, S).

Допустим, что minG(S, S) > 〈iS〉〈jS〉. Тогда найдутся D ∈ mG(S, S) и D 6≤ 〈iS〉〈jS〉. По
определению |D| = 2. Подгруппа D не может лежать в S\(S ∩K1K2), так как все инволюции
из этой разности сопряжены в S к инволюции i. Значит, D ≤ K1K2. В этом случае подгруппа D
не может лежать в (S∩K1K2)\(S ∩K ′

1K
′
2), так как сопряжена либо с 〈j〉, либо с j.ji и в любом

случае лежит в 〈iS〉〈jS〉. Значит, подгруппа D лежит в S ∩ K ′
1K

′
2. Но группа A5 является

TI-группой в силу того, что согласно [9, с. 2] централизаторы инволюций в A5 являются 2-
группами. Следовательно, |(S ∩ K ′

1K
′
2) ∩ (S ∩ K ′

1K
′
2)

g| ≥ 4. Противоречие с тем, что D =
S ∩K ′

1K
′
2 ∩ (S ∩K ′

1K
′
2)

g. Значит, minG(S, S) = 〈iS〉〈jS〉.

Докажем, что MinG(S, S) = S. Рассмотрим силовскую 2-подгруппу S1 = S ∩ K ′
1 из K ′

1.
Тогда NG(S1) ≃ E4×Σ5. Согласно [5, лемма 3.18 (1)] в Σ5 найдется пара силовских 2-подгрупп
с единичным пересечением. Тогда в NG(S1) для Q ∈ Syl 2NG(S1) имеем Q ∩ Qx = S1 для
некоторого x из NG(S1). Согласно лемме 6 имеем S ∩Sg = S1 для некоторого элемента g из G.
Так как |S1| = 4, то S1 6∈ mG(S, S). В то же время |S1 ∩ minG(S, S)| = 2. Поэтому S1 ∈
MG(S, S)\mG(S, S). Поскольку |S : minG(S, S)| = 2, то Min G(S, S) = S. Теорема 2 доказана. �

Перейдем к д о к а з а т е л ь с т в у теоремы 3. Эквивалентность между собой первых
трех условий теоремы 3 проверяется легко. Поэтому достаточно проверить эквивалентность,
скажем, первого и четвертого утверждения теоремы.

Докажем, что из (1) следует (4).

Согласно (1) в группе G с Soc (G) ≃ A5×A5 найдется пара нильпотентных подгрупп A и B
таких, что minG(A,B) 6= 1. Тогда по теореме 1 A и B — 2-подгруппы. Поэтому без ограничения
общности они лежат в S. Так как minG(A,B) 6= 1, то, тем более, minG(S, S) 6= 1. Тогда по



132 В.И. Зенков

теореме 2 G ≃ Σ5 ≀ C2. Пусть D ∈ mG(S, S). По определению D = S ∩ Sg для некоторого
элемента g из G. По теореме 2 |D| = |i| = 2. Кроме того, S ∩ Sg ≥ A ∩ Bg 6= 1. Значит,
2 = |S ∩ Sg| ≥ |A∩Bg| ≥ 2. Следовательно, |S ∩ Sg| = |A ∩Bg|. Поэтому D = S ∩ Sg = A∩Bg.
Так как D — произвольный элемент из mG(S, S), то A ≥ 〈mG(S, S)〉 = minG(S, S). Аналогично
B ≥ minG(S, S). По теореме 2 |S : minG(S, S)| = 2. Поэтому для пары (A,B) существуют
следующие возможности:

(S, S), (minG(S, S), S), (S,minG(S, S)) и (minG(S, S),minG(S, S)).

Покажем, что пара (minG(S, S),minG(S, S)) не удовлетворяет условию (1) теоремы. Для
этого рассмотрим силовскую 2-подгруппу S1 из S ∩ K ′

1. Как отмечено в доказательстве тео-
ремы 2, S1 является TI-подгруппой в G и S1 ∈ Min G(S, S)\minG(S, S). Поскольку подгруппа
S2 ∈ Syl 2(K1), содержащая S1 и лежащая в S, неабелева, то j 6= jx для некоторого x из S1. Но
S2 ≃ D8, поэтому j·jx ∈ S1. Следовательно, minG(S, S)∩S1 = 〈j·jx〉. В свою очередь, S1 = S∩Sg

для некоторого элемента g из G. По теореме 2 G ≃ Σ5 ≀ C2. Поэтому NG(S1) ≃ Σ4 ×Σ5. Тогда
элемент g можно выбрать в виде f · t, где f — элемент порядка 3 из NK1

(S1), а t — элемент
порядка 5 из K2 такой, что Si

1 ∩ (Si
1)

t = 1. Тогда для S1 × Si
1 = S0 ∈ Syl 2(E(G)) имеем

S0 ∩ Sft
0 = (S1 × Si

1) ∩ (S1 × Si
1)

ft = S1. Более того, для S1 ≤ S2 ∈ Syl 2(K1) и Q = S2 × Si
2

имеем Q ∩Qft = (S2 × Si
2) ∩ (S2 × Si

2)
ft = (S2 × Si

2) ∩ (Sf
2 × Sit

2 ) = S1. Рассмотрим подгруппу
S ∩ Sft. Если D = S ∩ Sft 6= S1, то в силу нильпотентности S ∩ Sft имеем ND(S1) > S1. Но
ND(S1) ≤ NG(S1). Следовательно, ND(S1) ≤ NG(S1) ∩ S ∩ Sft = Q ∩Qft = S1. Противоречие.
Значит, S1 = S∩Sft. Так как S1∩minG(S, S) = 〈j ·jx〉, то S∩minG(S, S)

ft ≤ S∩Sft = S1. Поэто-
му S∩(minG(S, S))

ft = S∩minG(S, S)
ft∩S1 = S1∩(S1∩minG(S, S)

ft) = S1∩(S1∩minG(S, S))
ft =

S1 ∩ (j · jx)ft = S1 ∩ (j · jx)f . Тогда minG(S, S) ∩ (minG(S, S))
ft ≤ S ∩ Sft = S1. Следователь-

но, R = minG(S, S) ∩ (minG(S, S))
ft = S1 ∩ minG(S, S) ∩ (minG(S, S))

ft = (S1 ∩ minG(S, S)) ∩
(S1 ∩minG(S, S))

ft = (S1 ∩ 〈j · jx〉) ∩ (S1 ∩ (〈j · jx〉))f . Но элемент f действует транзитивно на
инволюциях из S1. Следовательно, R = 1. Поэтому из (1) вытекает (4).

Из условия (4) теоремы 3 следует условие (1) этой теоремы.
Действительно, пусть выполняется условие (4) теоремы 3. Тогда G ≃ Σ5 ≀C2 и пара (A,B) ∈

{(S, S), (minG(S, S), S), (S,minG(S, S))}.
Если (A,B) = (S, S), то, как указано в доказательстве теоремы 2, условие minG(S, S) 6= 1

следует из п. (4) леммы 3.12 и леммы 3.18 в [5].
Из оставшихся двух, в силу симметричности, докажем, например, что

minG(S,minG(S, S)) 6= 1.

Допустим, что это неверно и S ∩ (minG(S, S))
g = 1 для некоторого элемента g из G. Так как

по теореме 2 |S : minG(S, S)| = 2, то |S ∩ Sg| ≤ 4. Так как minG(S, S) 6= 1, то S ∩ Sg 6= 1.
Поскольку (minG(S, S))

g = minG(S
g, Sg) и |S : minG(S, S)| = 2, то предположение о том,

что S ∩ (minG(S, S))
g = 1, влечет, что |S ∩ Sg| = 2. Значит, инволюция t ∈ S ∩ Sg лежит в

mG(S
g, Sg). Противоречие с тем, что S ∩minG(S

g, Sg) = S ∩ (minG(S, S))
g = 1. Следовательно,

из условия (4) выводим условие (1) теоремы 3. Теорема 3 доказана. �
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