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А. А.Махнев и В.П.Буриченко нашли возможные массивы пересечений дистанционно регулярных

локально циклических графов с числом вершин, не большим 1000. Ими была предложена программа ис-

следования реберно симметричных графов с указанными массивами пересечений. Окрестность вершины

в таком графе является объединением изолированных многоугольников. В работе изучаются автомор-

физмы гипотетического дистанционно регулярного графа с массивом пересечений {18, 15, 1; 1, 5, 18}. В

частности, доказано, что группа автоморфизмов этого графа действует интразитивно на множестве вер-

шин.
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graphs with at most 1000 vertices. They proposed a program for studying arc-transitive graphs with these

intersection arrays. The neighborhood of a vertex in such a graph is the union of isolated polygons. We study

automorphisms of a hypothetical distance-regular graph with intersection array {18, 15, 1; 1, 5, 18}. In particular,

we prove that the automorphism group of this graph acts intransitively on the vertex set.

Keywords: distance-regular graph, graph automorphism.

MSC: 05C25, 20B25

DOI: 10.21538/0134-4889-2018-24-3-62-67

Введение

Мы рассматриваем неориентированные графы без петель и кратных ребер. Для вершины a
графа Γ через Γi(a) обозначим i-окрестность вершины a, т. е. подграф, индуцированный Γ на
множестве всех его вершин, находящихся на расстоянии i от a. Положим Γ(a) = Γ1(a), a

⊥ =
{a}∪Γ(a). Если граф Γ фиксирован, то вместо Γ(a) будем писать [a]. Для множества X вершин
графа Γ через X⊥ обозначим ∩x∈Xx

⊥. Если не оговорено противное, то слово “подграф” будет
означать “индуцированный подграф”.

Пусть F — некоторый класс графов. Граф Γ назовем локально F-графом, если [a] лежит
в F для любой вершины a графа Γ. Если при этом класс F состоит из графов, изоморфных
некоторому графу ∆, то граф Γ назовем локально ∆-графом.

Степенью вершины называется число вершин в ее окрестности. Граф Γ называется ре-

гулярным степени k, если степень любой вершины из Γ равна k. Граф Γ назовем реберно

регулярным с параметрами (v, k, λ), если он содержит v вершин, регулярен степени k и каж-
дое его ребро лежит в λ треугольниках. Граф Γ — вполне регулярный граф с параметрами

(v, k, λ, µ), если он реберно регулярен c соответствующими параметрами и [a]∩ [b] содержит µ
вершин для любых двух вершин a, b, находящихся на расстоянии 2 в Γ. Вполне регулярный
граф диаметра 2 называется сильно регулярным графом.

Если вершины u,w находятся на расстоянии i в Γ, то через bi(u,w) (через ci(u,w)) обо-
значим число вершин в пересечении Γi+1(u) (Γi−1(u)) с [w]. Граф Γ диаметра d называется
дистанционно регулярным с массивом пересечений {b0, b1, . . . , bd−1; c1,
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Граф с массивом пересечений {18, 15, 1; 1, 5, 18} 63

. . . , cd}, если значения bi(u,w) и ci(u,w) не зависят от выбора вершин u,w на расстоянии i в Γ
для любого i = 0, ..., d. Положим ai = k − bi − ci. Заметим, что для дистанционно регулярного
графа b0 — это степень графа, c1 = 1.

Граф Γ диаметра d называется дистанционно транзитивным, если для любого i ∈ {0, ..., d}
и для любых двух пар вершин (u,w) и (y, z) с d(u,w) = d(y, z) = i найдется автоморфизм g
графа Γ такой, что (ug, wg) = (y, z). Для подмножества X автоморфизмов графа Γ через
Fix(X) обозначается множество всех вершин графа Γ, неподвижных относительно любого ав-
томорфизма из X. Далее, через plij(x, y) обозначим число вершин в подграфе Γi(x)∩Γj(y) для
вершин x, y, находящихся на расстоянии l в графе Γ. В дистанционно регулярном графе чис-
ла plij(x, y) не зависят от выбора вершин x, y, обозначаются через plij и называются числами

пересечений графа Γ.

Граф называется реберно симметричным, если его группа автоморфизмов действует тран-
зитивно на множестве его дуг (упорядоченных ребер). Граф Грюнберга— Кегеля группы H —
это граф, множество вершин которого совпадает с π(H) (множество простых делителей |H|)
и две вершины p, r смежны тогда и только тогда, когда H содержит элемент порядка pr.

В работе [1, теорема 2] найдены массивы пересечений дистанционно регулярных локально
циклических графов с числом вершин, не большим 1000.

Продолжается исследование реберно симметричных графов с массивами пересечений из [1,
теорема 2, п. (3)]. Окрестность вершины в таком графе является объединением изолированных
многоугольников. В данной работе изучаются автоморфизмы гипотетического дистанционно
регулярного графа с массивом пересечений {18, 15, 1; 1, 5, 18}.

Пусть Γ является дистанционно регулярным графом с массивом пересечений {18, 15, 1; 1, 5,
18}. Тогда Γ имеет v = 1+18+54+3 = 76 вершин и спектр 181, 338,−118,−619. Порядок коклики
в Γ не превосходит (1 − k/θd)

−1v = 19, а порядок клики в Γ не превосходит 1 − k/θd = 4.
Далее, b− = b1/(θ3 + 1) = −3, b+ = b1/(θ1 + 1) = 3 и если C является 4-кликой в Γ, то по
предложению 4.4.6 из [2] каждая вершина из Γ−C смежна с 0 или с b−+1−k/θ3 = 1 вершинами
из C. Если Γ содержит полный двудольный K4,t-подграф, то снова по предложению 4.4.6 из [2]
имеем 8t/(t+ 4) ≤ 4, поэтому t ≤ 4.

Теорема. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф, имеющий массив пересечений

{18, 15, 1; 1, 5, 18}, G = Aut(Γ), g — элемент из G простого порядка p и Ω = Fix(g). Тогда

π(G) ⊆ {2, 3, 19} и выполняются следующие утверждения:

(1) Ω — пустой граф и либо

(i) p = 19, α3(g) = 0, α1(g) = 19, либо

(ii) p = 2, α3(g) = 4s, s нечетно и α1(g) = 18l + 5s+ 1;

(2) p = 3, Ω является одновершинным графом, антиподальным классом или 4-кликой;

(3) p = 2, Γ содержит t антиподальных классов, пересекающих Ω по s вершинам, α3(g) =
t(4− s) и либо

(i) t = 1, s = 4 и α1(g) = 0, либо

(ii) t = 3, Ω — шестиугольник и α1(g) = 18l − 2, либо

(iii) t = 5, Ω является графом K5,5 с удаленным максимальным паросочетанием и

α1(g) = 18l − 16.

Следствие. Группа автоморфизмов дистанционно регулярного графа с массивом пере-

сечений {18, 15, 1; 1, 5, 18} действует интранзитивно на множестве вершин.

1. Автоморфизмы дистанционно регулярного графа с массивом

пересечений {18, 15, 1; 1, 5, 18}

Доказательство теоремы опирается на метод Хигмена работы с автоморфизмами дистан-
ционно регулярного графа, представленный в третьей главе монографии Камерона [3].
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Подстановочное представление группы G = Aut(Γ) на вершинах графа Γ обычным обра-
зом дает матричное представление ψ группы G в GL(v,C). Пространство C

v является ортого-
нальной прямой суммой собственных подпространств W0,W1, . . . ,Wd матрицы смежности A1

графа Γ. Для любого g ∈ G матрица ψ(g) перестановочна с A, поэтому подпространство Wi

является ψ(G)-инвариантным. Пусть χi — характер представления ψWi
. Тогда (см. [3, § 3.7])

для g ∈ G получим

χi(g) = v−1

d
∑

j=0

Qijαj(g),

где αj(g) — число точек x из X таких, что d(x, xg) = j. Заметим, что значения характеров
являются целыми алгебраическими числами и если правая часть выражения для χi(g) — число
рациональное, то χi(g) — целое число.

Лемма 1. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф с массивом пересечений {18, 15, 1; 1,
5, 18}, G = Aut(Γ). Если g ∈ G, χ1 — характер проекции представления ψ на подпростран-

ство размерности 38, χ2 — характер проекции представления ψ на подпространство раз-

мерности 18, то αi(g) = αi(g
l) для любого натурального числа l, взаимно простого с |g|,

χ1(g) = (19α0(g) + 4α1(g)− 5α3(g))/36 − 19/9,

χ2(g) = (α0(g) + α3(g))/4 − 1 = −(α1(g) + α2(g))/4 + 18.

Если |g| = p — простое число, то χ1(g)− 38 и χ2(g)− 18 делятся на p.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

Q =









1 1 1 1
38 19/3 −19/9 −38/3
18 −1 −1 18
19 −19/3 19/9 −19/3









.

Поэтому χ1(g) = (2α0(g)+α1(g)/3−α2(g)/9−2α3(g)/3)/4. Подставляя α2(g) = 76−α0(g)−
α1(g)− α3(g), получим χ1(g) = (19α0(g) + 4α1(g)− 5α3(g))/36 − 19/9.

Далее, χ2(g) = (18α0(g)−α1(g)−α2(g) + 18α3(g))/76. Учитывая равенство α0(g) +α1(g) +
α2(g) + α3(g) = 76, получим χ2(g) = (α0(g) + α3(g))/4 − 1 = −(α1(g) + α2(g))/4 + 18.

Остальные утверждения леммы следуют из леммы 1 [4]. �

Пусть до конца работы Γ — дистанционно регулярный граф с массивом пересечений {18, 15,
1; 1, 5, 18}, G = Aut(Γ), g — элемент простого порядка p из G и Ω = Fix(g). Заметим, что Γ
содержит 19 антиподальных классов, в каждом из которых 4 вершины.

Если g фиксирует антиподальный класс K и a ∈ Ω, то K пересекает Ω, а если Ω пересе-

кает антиподальные классы K,L, то |K ∩ Ω| = |L ∩ Ω|.

Первое утверждение очевидно. Докажем второе утверждение. Вершина из L∩Ω попадает
в окрестность единственной вершины из K ∩ Ω, поэтому |K ∩ Ω| ≤ |L ∩ Ω|. Симметрично
|L ∩ Ω| ≤ |K ∩ Ω|.

Лемма 2. Если Ω — пустой граф, то α3(g) = 4s и выполняется одно из утверждений:
(1) p = 19, α3(g) = 0, α1(g) = 19;
(2) p = 2, α3(g) = 4s, s нечетно и α1(g) = 18l + 5s+ 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как 76 = 4 · 19, то p = 2 или 19. Из целочисленности χ2(g)
следует, что α3(g) = 4s.

Пусть p = 19. Тогда α3(g) делится на 76 и α3(g) равно 76 или 0. В первом случае получим
противоречие с тем, что 19 не делит r. Во втором случае χ1(g) = (α1(g) − 19)/9, поэтому
α1(g) = 19.



Граф с массивом пересечений {18, 15, 1; 1, 5, 18} 65

Пусть p = 2. Тогда s нечетно и χ1(g) = (α1(g)− 5s− 19)/9, поэтому α1(g) = 18l+ 5s+ 1. �

В леммах 3–5 предполагается, что Ω содержит вершину a. Заметим, что если a, b ∈ Ω и
p > 5, то [a] ∩ [b] ⊂ Ω. Кроме того, при p > 2 имеем λΩ = 2.

Лемма 3. Выполняются следующие утверждения:

(1) если p не равно 2 или 3, то Ω содержит по вершине из [a] и из Γ2(a);

(2) если p > 3, то Γ3(a) ⊂ Ω;

(3) любая вершина из Ω смежна с некоторой вершиной из Γ− Ω.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если p 6= 2 или 3, то p не делит |Γi(a)|, поэтому Ω содержит по
вершине из [a] и из Γ2(a).

Для любой вершины a из Ω подграф Γ3(a) является g-допустимым, и в случае p > 3 имеем
Γ3(a) ⊂ Ω.

Допустим, что Ω содержит [a], тогда любая вершина u ∈ Γ2(a) лежит в [ai]∩ [aj ] для двух
несмежных вершин ai, aj из [a] (иначе [a] ∩ [u] является 5-кликой, противоречие). Если u /∈ Ω,
то u〈g〉 является p-кокликой. Так как [ai]∩ [aj ] содержит a, u, ug для любых двух вершин ai, aj
из [a] ∩ [u], то [a] ∩ [u] является кокликой и ({a} ∪ u〈g〉) ∪ ([a] ∩ [u]) — полный двудольный
K5,p+1-подграф. Отсюда p = 2 и в Γ3(a) есть вершина b из Ω. Заметим, что [b] ⊂ Ω, иначе [b]
содержит вершину x из Γ− Ω и [x] ∩ [xg] содержит b и 5 вершин из [a], противоречие. Теперь
для вершины y ∈ Γ2(a) ∩ Γ2(b)− Ω получим |[y] ∩ [yg] ∩ Ω| ≥ 10, противоречие. �

Лемма 4. Выполняются следующие утверждения:

(1) число p не больше 3;

(2) если p = 3, то Ω является одновершинным графом, антиподальным классом или

4-кликой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть p > 3. Тогда |Ω| = 4r, где r — число антиподальных
классов, попадающих в Ω, Ω — регулярный граф степени r − 1 и p делит 19− r. Число ребер
между Ω и Γ − Ω не меньше 4r(19 − r), но не больше 3(76 − 4r), поэтому r ≤ 3. Если r = 1,
то p = 2 или 3 — противоречие. Если r = 2, то p = 17, противоречие с тем, что λ, µ ≤ 5. Если
r = 3, то p = 2, противоречие.

Пусть p = 3. Тогда |Ω| сравнимо с 1 по модулю 3. Заметим, что любой антиподальный
класс пересекает Ω по 1 или 4 вершинам.

Пусть Γ содержит t антиподальных классов, пересекающих Ω по s вершинам. Тогда t
сравнимо с 1 по модулю 3, |Ω| = st, α3(g) = (4 − s)t, α1(g) + α2(g) = 76 − 4t, χ1(g) = (19st +
4α1(g) − 5(4 − s)t)/36 − 19/9 = (24st− 20t+ 4α1(g) − 76)/36.

Пусть s = 4. Если t = 1, то χ1(g) = α1(g)/9, χ1(g)−38 делится на 3, поэтому α1(g) = 27l+18.
Если t = 4, то Ω — объединение четырех изолированных клик, противоречие с тем, что для
несмежных вершин a, b из разных антиподальных классов, попадающих в Ω, подграф Ω(a)∩ [b]
содержит 2 или 5 вершин.

Пусть s = 1. Тогда Ω является t-кликой. Если t = 1, то χ1(g) = (α1(g)/9−2, α1(g) = 27l+9.
Если t = 4, то χ1(g) = (α1(g) − 15)/9 и Ω является 4-кликой. �

Лемма 5. Если p = 2, то Γ содержит t антиподальных классов, пересекающих Ω по s
вершинам, α3(g) = t(4− s) и выполняется одно из следующих утверждений:

(1) t = 1, s = 4 и α1(g) = 0;

(2) t = 3, Ω — шестиугольник и α1(g) = 18l − 2;

(3) t = 5, Ω является графом K5,5 с удаленным максимальным паросочетанием и α1(g) =
18l − 16.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть p = 2 и Γ содержит t > 0 антиподальных классов, пе-
ресекающих Ω по s вершинам. Тогда Ω — регулярный граф степени t − 1, число |Ω| четно,
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любой антиподальный класс пересекает Ω по 0, 2 или 4 вершинам и t нечетно. Пусть K —
антиподальный класс, содержащий вершину a. Тогда K ∩ Ω = {a, a2, ..., as}.

Заметим, что µΩ ∈ {1, 3, 5}, λΩ ∈ {0, 2}. Далее, α3(g) = t(4− s), поэтому χ2(g) = t−1 четно
и χ1(g) = (24st− 20t+ 4α1(g)− 76)/36.

Пусть t = 1. Тогда Ω лежит в антиподальном классе графа Γ и |Ω| = s, s ∈ {2, 4}. С другой
стороны, если d(u, ug) = 2, то [u] пересекает Ω. Обратно, если a ∈ Ω и u ∈ [a], то d(u, ug) = 2,
иначе [u]∩ [ug] содержит 2 вершины из Ω, противоречие. Значит, α2(g) = 18s, α1(g) = 72−18s.
и χ1(g) = (24s + 4(72 − 18s)− 96)/36 = (−4s+ 16)/3, поэтому s = 4.

Пусть t = 3. Тогда Ω — объединение изолированных циклов. Отсюда s = 2, Ω — ше-
стиугольник или объединение двух треугольников. Так как для несмежных вершин a, bΩ из
разных антиподальных классов подграф Ω(a) ∩ [b] содержит нечетное число вершин, то Ω —
шестиугольник. В этом случае χ1(g) = (2 + α1(g))/9 и α1(g) = 18l − 2.

Пусть t = 5. Тогда Ω(a) — коклика, четырехугольник или объединение изолированной
вершины и треугольника. Если s = 4, то Ω(a) — коклика, Ω — дистанционно регулярный граф
с массивом пересечений {4, 3, 1; 1, 1, 4}, противоречие с тем, что для собственных значений
n,−m этого графа верны равенства k = mn = 4, µ = (m − 1)(n + 1)/r и λ = µ + n − m.
Если s = 2, то Ω(a) не является объединением изолированной вершины и треугольника. Так
как Ω не является локально четырехугольным графом, то Ω(a) — коклика для некоторой
вершины a ∈ Ω и Ω(a∗) — также коклика для антипода a∗ вершины a в Ω. Поэтому Ω является
графом K5,5 с удаленным максимальным паросочетанием. Далее, χ1(g) = (α1(g) + 16)/9 и
α1(g) = 18l − 16.

Пусть t ≥ 7. Если s = 2, то Ω — регулярный граф степени t − 1 и |Ω| = 2t. Поэтому Ω
содержится в a⊥ ∪ a⊥2 . Тогда λΩ + µΩ + 1 = t− 1 ≤ 7, противоречие.

Если s = 4, то число ребер между Γ − Ω и Ω равно st(19 − t), но не больше 5(76 − st),
поэтому t ≤ 5, противоречие. Лемма, а вместе с ней и теорема доказаны. �

2. Граф с массивом пересечений {18, 15, 1; 1, 5, 18}
не является вершинно симметричным

До конца работы предполагается, что Γ является дистанционно регулярным графом с мас-
сивом пересечений {18, 15, 1; 1, 5, 18} и группа G = Aut(Γ) действует транзитивно на множестве
вершин графа Γ.

Лемма 6. Пусть f — элемент порядка 19 из G. Тогда CG(f) = 〈f〉.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если g — элемент порядка p из CG(f), p < 19, то ввиду теоремы
p = 2 и Ω — пустой граф. Противоречие с тем, что α1(f) = 19. �

Завершим доказательство следствия. Так как простых {2, 3, 19}-групп нет, то группа G
разрешима. Но тогда ввиду леммы 6 индекс |G : Ga| не равен 76. Следствие доказано.
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