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Пусть π — некоторое множество простых чисел. Подгруппа H конечной группы G называется холловой
π-подгруппой, если любой простой делитель порядка |H| подгруппы H принадлежит π, а индекс |G : H|
не делится на числа из π. Знаменитая теорема Холла утверждает, что разрешимая конечная группа
всегда содержит холлову π-подгруппу, и любые две холловы π-подгруппы в такой группе сопряжены.
Справедливо обращение теоремы Холла: для любой неразрешимой группы G можно указать множество π

такое, что G не содержит холловых π-подгрупп. Тем не менее, холловы π-подгруппы могут существовать и
в неразрешимой группе. Известны примеры множеств π таких, что в любой конечной группе, содержащей
холлову π-подгруппу, все холловы π-подгруппы сопряжены (и, как следствие, изоморфны). Так в 1987 г.
Ф. Гросс показал, что этим свойством обладает любое множество π нечетных простых чисел. Наряду с
этим, в неразрешимых группах для некоторых π холловы π-подгруппы могут быть несопряженными, но
изоморфными (скажем, в PSL2(7) для π = {2, 3}), и даже неизоморфными (в PSL2(11) для π = {2, 3}).
В работе доказано, что для множества π существование конечной группы с несопряженными холловыми
π-подгруппами влечет существование группы с неизоморфными холловыми π-подгруппами. Обратное
утверждение очевидно.
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W.Guo, A.A.Buturlakin, D. O.Revin. Equivalence of the existence of nonconjugate and noniso-

morphic Hall π-subgroups.

Let π be some set of primes. A subgroup H of a finite group G is called a Hall π-subgroup if any prime divisor
of the order |H| of the subgroup H belongs to π and the index |G : H| is not a multiple of any number in π.
The famous Hall theorem states that a solvable finite group always contains a Hall π-subgroup and any two
Hall π-subgroups of such group are conjugate. The converse of the Hall theorem is also true: for any nonsolvable
group G, there exists a set π such that G does not contain Hall π-subgroups. Nevertheless, Hall π-subgroups
may exist in a nonsolvable group. There are examples of sets π such that, in any finite group containing a
Hall π-subgroup, all Hall π-subgroups are conjugate (and, as a consequence, are isomorphic). In 1987 F. Gross
showed that any set π of odd primes has this property. In addition, in nonsolvable groups for some sets π, Hall
π-subgroups can be nonconjugate but isomorphic (say, in PSL2(7) for π = {2, 3}) and even nonisomorphic (in
PSL2(11) for π = {2, 3}). We prove that the existence of a finite group with nonconjugate Hall π-subgroups
for a set π implies the existence of a group with nonisomorphic Hall π-subgroups. The converse statement is
obvious.
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1. Введение

Мы рассматриваем только конечные группы, и в связи с этим термин “группа” употребля-
ется нами в значении “конечная группа”. Через π обозначается некоторое множество простых
чисел, а через π′ — множество всех простых чисел, не лежащих в π. Подгруппа H группы G

1Первый автор поддержан Национальным естественнонаучным фондом Китая (NNSF), грант
№ 11771409. Второй автор поддержан программой фундаментальных научных исследований СО
РАН No I.1.1., проект № 0314-2016-0001. Третий автор поддержан Стипендиальной инициативой Прези-
дента Китайской академии наук (PIFI), грант № 2016VMA078, и Российским фондом фундаментальных
исследований, грант No 17-51-45025.
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называется холловой π-подгруппой, если любой простой делитель порядка подгруппы H при-
надлежит π (т. е. H является π-группой), в то время как |G : H| не делится на числа из π.

В соответствии с обозначениями Ф.Холла [1] будем говорить, что группа G обладает свой-

ством Eπ, если в G имеется хотя бы одна холлова π-подгруппа. Если в группе G со свой-
ством Eπ любые две холловы π-подгруппы сопряжены, то будем говорить, что G обладает

свойством Cπ. Группу со свойством Eπ или Cπ будем называть также Eπ- или Cπ-группой.
Символы Eπ и Cπ будут использоваться также для обозначения классов всех Eπ- и Cπ-групп
соответственно. По аналогии с данными обозначениями пусть Iπ — класс Eπ-групп, в которых
любые две холловы π-подгруппы изоморфны. Ясно, что

Cπ ⊆ Iπ ⊆ Eπ. (1.1)

Существуют множества π, для которых Eπ = Cπ. Такими будут множество всех простых
чисел, пустое множество и, ввиду теоремы Силова, одноэлементные множества. Ф. Гросс [2]
показал также, что этим свойством обладает любое множество нечетных простых чисел. В то
же время существуют множества π такие, что Eπ 6= Cπ. Таким является множество π = {2, 3},
поскольку группа GL3(2) обладает несопряженными (хотя и изоморфными) холловыми π-
подгруппами: ими будут стабилизаторы прямой и плоскости естественного 3-мерного модуля
над полем из двух элементов.

Пусть Eπ 6= Cπ. В данной работе мы покажем, что в разности Eπ \ Cπ всегда найдется
группа, содержащая неизоморфные холловы π-подгруппы.

Теорема. Для любого множества π простых чисел если Eπ 6= Cπ, то Eπ 6= Iπ.

В работах [3;4] данный результат был доказан в случае, когда π = p′ для некоторого просто-
го числа p. Более точно, обозначим через Aπ класс Eπ-групп G таких, что любые две холловы
π-подгруппы из G сопряжены элементом из Aut(G). Очевидно, что цепочку включений (1.1)
можно уплотнить до следующей:

Cπ ⊆ Aπ ⊆ Iπ ⊆ Eπ. (1.2)

Пусть π = p′. М.Н.Нестеров [3] показал, что в этом случае либо все включения в цепочке (1.2)
одновременно строгие, либо все являются равенствами. Более того, показано, что для данного
простого числа p вопрос о совпадении классов Ep′ и Cp′ сводится к вопросу о представимости
какой-либо степени числа p в виде

pl =
qm − 1

q − 1
,

где q — степень простого числа, а m — нечетное простое число. Это сложная теоретико-
числовая проблема, тесно связанная с такими известными вопросами, как гипотеза Нагелля–
Люнггрена [5]. Вопрос о совпадении классов Eπ и Cπ в общем случае, очевидно, является еще
более сложной проблемой.

В свете выше сформулированной теоремы естественно задаться вопросом: если для мно-
жества π включение Cπ ⊂ Eπ строгое, то будет ли строгим включение Cπ ⊂ Iπ? Авторам
неизвестен ответ на этот вопрос. Возможно, контрпримером будет множество {2, 7}. Как сле-
дует из теоремы С.А.Чунихина (см. лемму 1), строгость включения Cπ ⊂ Eπ эквивалентна
существованию простой группы в разности Cπ \ Eπ. Если π = {2, 7}, то любая простая группа
из этой разности изоморфна некоторой группе Ри 2G2(3

2n+1) и обладает неизоморфными хол-
ловыми подгруппами [6, теорема 8.9]. Вопрос в том, будет ли данное утверждение верно для
произвольной группы G ∈ C{2,7} \ E{2,7}.

Из теоремы получаем

Следствие 1. Для любого множества π простых чисел эквивалентны следующие утвер-

ждения.
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(1) Существует группа с несопряженными холловыми π-подгруппами.

(2) Существует группа с неизоморфными холловыми π-подгруппами.

Разность классов Eπ \Cπ, если только она непуста для данного множества π, всегда содер-
жит примеры групп c достаточно “патологическими” холловыми π-подгруппами, поведение
которых резко отличается от привычного поведения холловых подгрупп в разрешимых груп-
пах. Свойства групп в этой разности исследовались в работах [7–10], см. также обзор [6] и
монографию [11, гл. 2]. Основной упор в этих работах сделан на изучении пронормальности
холловых подгрупп.

Напомним, что согласно определению Ф.Холла [12] подгруппа H группы G называется про-

нормальной, если для любого элемента g ∈ G подгруппы H и Hg сопряжены в 〈H,Hg〉. Хотя
холлова подгруппа, вообще говоря, непронормальна [7, теорема 3], именно в терминах пронор-
мальности удается сформулировать наиболее сильные общие свойства холловых подгрупп в
произвольных группах. Так, оказывается, что холловы π-подгруппы пронормальны в простых
группах [13, теорема 1] и в Cπ-группах [7, теорема 2] и, более того, существование в конечной
группе G холловой π-подгруппы (т. е. G ∈ Eπ) означает существование в G и в каждой ее нор-
мальной подгруппе холловой π-подгруппы, пронормальной в G [14, теорема 1 и следствие 2].
Формальным следствием2 этого утверждения является аналог аргумента Фраттини для хол-
ловых подгрупп [15, теорема 1]: если G ∈ Eπ, то в любой нормальной подгруппе A группы G
найдется холлова π-подгруппа H такая, что G = ANG(H). С другой стороны, существование
для данного множества π групп с несопряженными холловыми π-подгруппами эквивалентно
существованию группы с непронормальными холловыми π-подгруппами [10, предложение 1].
М.Н.Нестеров [8] нашел примеры холловых подгрупп, непронормальных не только во всей
группе, но даже в своем нормальном замыкании. Более того, оказалось [9, теорема], что для
данного π существование групп с несопряженными холловыми π-подгруппами эквивалентно
не только существованию групп с непронормальными холловыми π-подгруппами, но и су-
ществованию групп, в которых имеются холловы π-подгруппы, не пронормальные в своем
нормальном замыкании.

Объединяя последний результат с результатами данной работы, получаем

Следствие 2. Для любого множества π простых чисел эквивалентны следующие утвер-

ждения.

(1) Существует группа с несопряженными холловыми π-подгруппами.

(2) Существует простая группа с несопряженными холловыми π-подгруппами.

(3) Существует группа с холловыми π-подгруппами, не сопряженными в группе автомор-

физмов.

(4) Существует группа с неизоморфными холловыми π-подгруппами.

(5) Существует группа с непронормальной холловой π-подгруппой.

(6) Существует группа с холловой π-подгруппой, не пронормальной в своем нормальном

замыкании.

2Здесь речь идет именно о формальном следствии, поскольку в доказательстве результатов из [14]
используются результаты работы [15]. Другие многочисленные утверждения, вытекающие из [14, тео-
рема 1], можно найти в обзоре [16].
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2. Предварительные результаты

Лемма 1 (теорема С.А.Чунихина) [17, гл. 5, (3.12); 11, гл. 2, лемма 2.4]. Если N✂G и N,
G/N ∈ Cπ, то G ∈ Cπ.

Лемма 2 [2, теорема A]. Если 2 /∈ π, то Eπ = Cπ.

Лемма 3. Пусть 3 /∈ π и G ∈ Eπ \ Cπ — простая группа. Тогда справедливы следующие

утверждения.

(1) G ∼= 2G2(q) для некоторого q = 32n+1.

(2) {2, 7} = π ∩ π(G).

(3) G содержит ровно два класса сопряженных холловых π-подгрупп. Подгруппы в одном из

классов являются группами Фробениуса порядка 56 с ядром порядка 8. Подгруппы друго-

го класса содержат нормальную силовскую 7-подгруппу. В частности, несопряженные

холловы π-подгруппы в G неизоморфны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 2 можно считать, что 2 ∈ π. Из [6, теоремы 8.1 и
8.2] следует, что G — группа лиева типа. Обозначим через p характеристику поля определе-
ния группы G. Предположим, что p ∈ π. Тогда [6, теорема 8.3] влечет, что любая холлова
π-подгруппа содержится в подгруппе Бореля. Поскольку все подгруппы Бореля сопряжены и
разрешимы, из теоремы Холла следует, что все холловы π-подгруппы в G сопряжены; проти-
воречие. Таким образом, p 6∈ π. Теперь заключение леммы прямо следует из [6, теорема 8.9]. �

Лемма 4. Пусть G = GL3(2) и V — естественный F2G-модуль. Пусть H и K соответ-

ственно — стабилизаторы в G некоторых прямой и плоскости из пространства V . Обозна-

чим через G∗ естественное полупрямое произведение V G. Тогда

(1) H и K — несопряженные холловы {2, 3}-подгруппы в G.

(2) H∗ = V H и K∗ = V K — холловы {2, 3}-подгруппы в G∗.

(3) Z(H∗) 6= 1, в то время как Z(K∗) = 1. В частности, H∗ и K∗ неизоморфны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждения леммы доказаны в [4, с. 415, 416] при построении
примера группы с неизоморфными p-дополнениями. �

Лемма 5 [7, следствие 4; 8, следствие 1; 9, теорема; 10, предложение 1]. Для любого мно-

жества π простых чисел эквивалентны следующие утверждения.

(1) Существует группа с несопряженными холловыми π-подгруппами.

(2) Существует группа с непронормальной холловой π-подгруппой.

(3) Существует группа с холловой π-подгруппой, не пронормальной в своем нормальном

замыкании.
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3. Доказательство основных результатов

Ключевым фактом в доказательстве теоремы является

Лемма 6. Пусть G — транзитивная группа подстановок на некотором множестве Ω,

содержащем более одного элемента, и H — стабилизатор точки. Пусть K — подгруппа

группы G и S — неабелева простая группа. Рассмотрим подстановочное сплетение G∗ = S ≀G
и обозначим через H∗ и K∗ полные прообразы относительно естественного эпиморфизма

G∗ → G подгрупп H и K. Следующие утверждения эквивалентны:

(1) H∗ и K∗ изоморфны;

(2) H∗ и K∗ сопряжены в G∗;

(3) H и K сопряжены в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Импликации (3) ⇒ (2) и (2) ⇒ (1) очевидны. Докажем (1) ⇒ (3).
Пусть X — база сплетения G∗ = S ≀ G. Тогда X = S1 × · · · × Sn, где Si

∼= S — и все
подгруппы Si сопряжены в G∗ = GX. Подгруппа X нормализует каждую из подгрупп Si и,
значит, лежит в ядре действия группы G∗ сопряжениями на множестве

Ω′ = {Si | i = 1, . . . , n}.

Мы можем пропустить соответствующий гомоморфизм G∗ → Sym(Ω′) через G так, что будет
коммутативна диаграмма

G∗

$$❏
❏

❏

❏

❏

❏

❏

❏

❏

// G

��

Sym(Ω′) .

Из определения подстановочного сплетения следует, что возникающее при этом действие груп-
пы G на Ω′ эквивалентно естественному действию G как группы подстановок множества Ω.
Отсюда CG∗(X) ≤ X, а поскольку S — неабелева простая группа, получаем

CG∗(X) = CX(X) = 1,

и поэтому CH∗(X) = CK∗(X) = 1. Это означает, что3

X = Soc(H∗) = Soc(K∗).

Допустим в соответствии с утверждением (1), что подгруппы H∗ и K∗ изоморфны. Тогда,
так как цоколь — характеристическая подгруппа, имеем

H ∼= H∗/Soc(H∗) ∼= K∗/Soc(K∗) ∼= K.

Пусть множество Ω распадается на орбиты Γ1, . . . ,Γs относительно действия группы H
и на орбиты ∆1, . . . ,∆t относительно действия K. Ввиду вышесказанного, числа s и t соот-
ветственно равны также количеству орбит групп H∗ = HX и K∗ = KX на множестве Ω′

компонент их общего цоколя X. Поскольку H∗ ∼= K∗, имеем s = t. Из тех же соображений

{|Γi| | i = 1, . . . , s} = {|∆j | | j = 1, . . . , t}.

3Напомним, что для конечной группы G цоколем Soc(G) называется (характеристическая) под-
группа, порожденная всеми минимальными субнормальными подгруппами. Все такие минимальные
субнормальные подгруппы группы G поэлементно коммутируют, и если все они неабелевы, то цоколь
группы G является их прямым произведением, а сама G действует сопряжениями на их множестве.
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Поскольку H = Gα — стабилизатор в G некоторой точки α ∈ Ω, подгруппа H имеет одно-
элементную орбиту Γi = {α}. Тогда и K имеет одноэлементную орбиту ∆j = {β} и, значит,
содержится в стабилизаторе Gβ единственной точки β ∈ ∆j. Этот стабилизатор сопряжен с H
ввиду транзитивности группы G. Так как |H| = |K|, получаем Gβ = K. Тем самым H и K
сопряжены в G. ✷

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы. Пусть Eπ 6= Cπ. Из леммы 1 следует, что существует
простая неабелева группа G ∈ Eπ \ Cπ. Рассмотрим пять случаев для множества π.

С л у ч а й I: 2 /∈ π. Из леммы 2 следует, что Eπ = Cπ, поэтому данный случай можно не
рассматривать.

С л у ч а й II: 3 /∈ π. Из леммы 3 следует, что G ∼= 2G2(q), и несопряженные холловы
π-подгруппы группы G неизоморфны. Поэтому G ∈ Eπ \ Iπ.

С л у ч а и III и IV: 2, 3, 5 ∈ π или 2, 3, 7 ∈ π. Пусть H и K — несопряженные холловы
π-подгруппы в G. Ввиду простоты группу G можно рассматривать как транзитивную группу
подстановок, в которой подгруппа H будет стабилизатором точки. Рассмотрим подстановочное
сплетение G∗ = S ≀G, где S = A5, если 2, 3, 5 ∈ π, или S = GL3(2), если 2, 3, 7 ∈ π, и обозначим
через H∗ и K∗ полные прообразы относительно естественного эпиморфизма G∗ → G подгрупп
H и K. Так как S — π-группа, база сплетения G∗ = S ≀G также является π-группой, и поэтому
H∗ и K∗ — холловы π-подгруппы в G∗. Из несопряженности подгрупп H и K в группе G и
леммы 6 следует, что H∗ и K∗ неизоморфны. Таким образом, G∗ ∈ Eπ \ Iπ.

С л у ч а й V: 2, 3,∈ π, 5, 7 /∈ π. Пусть G = GL3(2) и V — естественный F2G-модуль.
Пусть H и K — стабилизаторы в G некоторых прямой и плоскости из пространства V . Тогда
H и K — несопряженные холловы π-подгруппы в G. В естественном произведении G∗ = V G
подгруппы H∗ = V H и K∗ = V K также будут холловыми π-подгруппами и H∗ 6∼= K∗ по
лемме 4. Поэтому G∗ ∈ Eπ \ Iπ. ✷

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 1. Импликация (2) ⇒ (1) очевидна. Импликация
(1) ⇒ (2) доказана в теореме. ✷

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия 2. Утверждения (1) и (2) эквивалентны по теореме
Чунихина (лемма 1). Эквивалентность утверждений (1), (3) и (4) установлена в следствии 1.
Эквивалентность утверждений (1), (5) и (6) составляет утверждение леммы 5. ✷
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