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О ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ЧАСТИ ГРУППЫ ШУНКОВА,
НАСЫЩЕННОЙ СПЛЕТЕННЫМИ ГРУППАМИ1

А. А.Шлепкин

Группа G насыщена группами из множества групп X, если любая конечная подгруппа K из G со-
держится в подгруппе группы G, изоморфной некоторой группе из X. Группа G называется группой
Шункова (сопряженно бипримитивно конечной группой), если для любой конечной подгруппы H из G
в фактор-группе NG(H)/H любые два сопряженных элемента простого порядка порождают конечную
группу. Пусть G — группа. Если все элементы конечных порядков из G содержатся в периодической под-
группе группы G, то она называется периодической частью группы G и обозначается через T (G). Как
известно, группа Шункова не обязана обладать периодической частью. В работе доказано существование
периодической части группы Шункова, насыщенной конечными сплетенными группами, и установлена ее
структура.
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A. A. Shlepkin. On a periodic part of a Shunkov group saturated with wreathed groups.

A group G is saturated with groups from a set of groups X if any finite subgroup K of G is contained
in a subgroup of G isomorphic to some group from X. A group G is called a Shunkov group (a conjugately
biprimitively finite group) if, for any finite subgroup H of G, any two conjugate elements of prime order in the
quotient group NG(H)/h generate a finite group. Let G be a group. If all elements of finite orders from G are
contained in a periodic subgroup of G, then it is called a periodic part of G and is denoted by t(G). It is known
that a Shunkov group may have no periodic part. The existence of a periodic part of a Shunkov group saturated
with finite wreathed groups is proved and the structure of the periodic part is established.
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1. Введение

Группа G насыщена группами из множества групп X, если любая конечная подгруппа K
из G содержится в подгруппе группы G, изоморфной некоторой группе из X. Множество X

будем называть насыщающим множеством для G [1].
Условие насыщенности не предполагает периодичности группы G, поэтому вопрос о рас-

положении элементов конечного порядка в группе G с условием насыщенности приходится
решать отдельно для каждой конкретной группы.

Группа G называется группой Шункова (сопряженно бипримитивно конечной группой),
если для любой конечной подгруппы H из G в фактор-группе NG(H)/H любые два сопряжен-
ных элемента простого порядка порождают конечную группу [2].

Как показано в [3], группа Шункова не обязана обладать периодической частью (если все
элементы конечных порядков из группы G содержатся в периодической подгруппе группы G,
то она называется периодической частью группы G и обозначается через T (G) [4, c. 90]).
В статье [5] получена структура периодической группы Шункова, насыщенной сплетенными
группами (под сплетенной группой будем понимать конечную группу G = (A ×B)⋋ 〈v〉, где
A — циклическая группа, B = Av, v — инволюция). Однако вопрос о существовании периоди-
ческой части и ее строении для групп Шункова, насыщенных сплетенными группами, в ней
не обсуждался. Эта проблема исследуется в настоящей статье.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 18-31-00257).
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Теорема. Пусть G — группа Шункова, насыщенная сплетенными группами. Тогда G
обладает периодической частью T (G) и T (G) = (A×B)⋋ 〈v〉, где A — локально циклическая

группа, v — инволюция, Av = B.

Ниже приведем обозначения, используемые в работе.
Пусть G — группа, K — подгруппа G, X — множество групп. Через XG(K) будем обозна-

чать множество всех подгрупп группы G, содержащих K и изоморфных группам из X. Если
1 — единичная подгруппа группы G, то XG(1) будет обозначать множество всех подгрупп
группы G, изоморфных группам из X. Если из контекста ясно, о какой группе идет речь, то
вместо XG(K) будем писать X(K), соответственно вместо XG(1) будем писать X(1).

Пусть G — группа, X — множество групп. Запись G ∈̃ X означает, что G изоморфна некото-
рой группе из X. Соответственно запись G ˜6∈ X означает, что G не изоморфна никакой группе
из X.

2. Доказательство теоремы

Предположим обратное, и пусть G — контрпример. Определим множество сплетенных
групп M = {(〈a〉 × 〈b〉)⋋ 〈t〉}, где |t| = 2, |a| < ∞, at = b и |a| не фиксируется.

Лемма 1. G содержит бесконечно много элементов конечного порядка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим обратное. По лемме Дицмана [6] и определению
периодической части группа G обладает конечной периодической частью T (G). По условию
насыщенности T (G) ∈̃ M. Противоречие с тем, что G — контрпример. �

Лемма 2. Без ограничения общности можно считать, что G не содержит элементов

нечетного порядка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть a ∈ G, |a| = p — простое нечетное число. Так как G —
группа Шункова, 〈a, ag〉 — конечная группа. По условию теоремы 〈a, ag〉 < K ∈ M(〈a, ag〉).
Следовательно, K ≃ (〈c〉 × 〈d〉) ⋋ 〈v〉, где cv = d, v2 = e. Значит, 〈a, ag〉 < (〈c〉 × 〈d〉). По-
следнeе означает, что 〈aG〉 — абелева нормальная подгруппа в G. Отсюда и из определения
группы Шункова нетрудно показать, что все элементы нечетных порядков образуют в G абе-
леву нормальную подгруппу N. Фактор-группа G = G/N является группой Шункова (см. [7,
предложение 5; 8, следствие 2.4.4]), все элементы конечного порядка которой суть 2-элементы.
Кроме того, G насыщена сплетенными 2-группами. Если G обладает периодической частью
T (G), то T (G) — локально конечная группа [5]. По [4, теорема 23.1.1] полный прообраз T (G) в
G есть локально конечная группа, совпадающая с T (G). Несложно видеть, что T (G) насыщена
группами из множества M. По [5] подгруппа T (G) — из утверждения теоремы. Противоречие.
Итак, G не обладает периодической частью. Положим G = G. �

Лемма 3. Пусть R — группа Шункова с бесконечным числом элементов конечного по-

рядка, в которой все элементы конечного порядка являютя 2-элементами. Тогда для любой

конечной подгруппы K < R найдется такая конечная подгруппа H < R, что K < H < R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 1 данной статьи, лемме 1 из [9], предложению 9
из [7] все силовские 2-подгруппы в R бесконечны. Следовательно, в R найдется бесконеч-
ная 2-подгруппа M , содержащая подгруппу K. По [10, предложение 4] NM (K) 6= K. Возьмем
b ∈ NM (K) \K. Тогда 〈b,K〉 = H — требуемая конечная подгруппа группы R. �

Лемма 4. Для любой конечной подгруппы K < G найдется такая подгруппа M < G,

что K < M и

M = (A×B)⋋ 〈v〉,

где A — квазициклическая группа, Av = B, v — инволюция.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 2 G — группа Шункова, все элементы конечного
порядка которой являются 2-элементами. По лемме 3 K < H < G, |H| < ∞. По условию
насыщенности H < K1,K1 ∈ M(1). Применяя указанную процедуру, строим бесконечную
цепочку конечных подгрупп группы G K < K1 < · · · < Ki < · · · такую, что Ki ∈̃ M(1) для
любого значения индекса i. Положим M = ∪Ki. Ясно, что M — локально конечная группа с
насыщающим множеством {Ki}. По [5] M = (A×B)⋋ 〈v〉, где A — квазициклическая группа,
Av = B, v — инволюция. �

Лемма 5. Пусть M — группа из леммы 4. Тогда для любого натурального n в G найдется

подгруппа M1 6= M такая, что M1 ≃ M и (〈a〉 × 〈b〉) < M1 ∩M , где |a| = |b| = 2n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем инволюции a1 ∈ A, b1 ∈ B, x ∈ G \ M . Ясно, что
〈a1, x〉 = L1 — конечная группа [7, предложение 4]. Положим D1 = M ∩ L1. Возьмем элемент
x1 ∈ NL1

(D1) \ D1 такой, что x21 ∈ D1. Возьмем инволюцию a1b1 = z ∈ Z(M). Так как
G — группа Шункова, то 〈z, x1,D1〉 = L2 — конечная группа. Ясно, что L2 6< M . Положим
D2 = L2 ∩M . Тогда (〈a1〉 × 〈z〉) = (〈a1〉 × 〈b1〉) < D2 = L2 ∩M.

Возьмем в D2 максимальную подгруппу вида (〈an〉×〈bn〉), где an ∈ A, bn ∈ B, со свойством

(〈an〉 × 〈bn〉) < (A×B).

По лемме 4 L1 < M1 ≃ M. Если k ≤ n, то все доказано. Пусть n < k и для определенности
an+1 — такой элемент из A, что a2n+1 = an, bn+1 — такой элемент из B, что b2n+1 = bn и
an+1 /∈ D2. Ясно, что либо an+1 /∈ D2, либо bn+1 /∈ D2 (так как в противном случае

(〈an+1〉 × 〈bn+1〉) < (A×B) ∩D2,

что невозможно ввиду выбора 〈an〉 × 〈bn〉). Пусть для определенности an+1 /∈ D2. Если D2 <
A×B, то an+1 ∈ NG(D2). Если нет, то an+1bn+1 = z ∈ NA×B(D2), z /∈ D2, но z2 = a2n+1b

2
n+1 =

anbn ∈ D2. Таким образом, всегда найдется элемент g ∈ N(A×B)(〈an〉 × 〈bn〉) такой, что g2 ∈
(〈an〉 × 〈bn〉). Возьмем элемент x2 ∈ NL2

(D2) \D2 такой, что x21 ∈ D2. Поскольку G — группа
Шункова, то 〈g, x2,D2〉 = L3 — конечная группа. Ясно, что L3 6< M . Положим D3 = L3 ∩M .
Предположим, что

(〈an+1〉 × 〈bn+1〉) 6< D3.

С другой стороны, всегда

〈(〈an〉 × 〈bn〉), g〉 < D3.

Если D3 < A × B, то g = an+1. Элемент z = an+1bn+1 ∈ NA×B(D3), и z2 ∈ D3, но z 6∈ D3.
Возьмем элемент x3 ∈ NL3

(D3) \ D3 такой, что x23 ∈ D3. Так как G — группа Шункова, то
〈z, x3,D3〉 = L4 — конечная группа. Ясно, что L4 6< M . Положим D4 = L4 ∩M . Тогда

(〈an+1〉 × 〈z〉) = (〈an+1〉 × 〈bn+1〉) < D4 = L4 ∩M.

По лемме 4 L4 < M4 ≃ M.
Если D3 6< A × B, то g = z = an+1bn+1. Элемент an+1 ∈ NA×B(D3), и a2n+1 ∈ D3, но

an+1 6∈ D3. Действительно, если y ∈ (A × B), то yan+1 = y, а для любого элемента y ∈
D3 \ (A×B), y = hv, где h ∈ D3 ∩ (A×B),

yan+1 = (hv)an+1 = han+1van+1 = hvan+1 = ha−1
n+1van+1 = ha−1

n+1van+1vv

= ha−1
n+1bn+1v = ha−1

n+1b
−1
n+1bn+1bn+1v = a−1

n+1b
−1
n+1bn+1bn+1hv = (a−1

n+1b
−1
n+1bn+1bn+1)y.

Но a−1
n+1b

−1
n+1 = z−2 ∈ (A×B) ∩D3, bn+1bn+1 = b2n+1 = bn ∈ (A×B) ∩D3. Следовательно,

yan+1 = (a−1
n+1b

−1
n+1bn+1bn+1)y ∈ D3).



284 А.А.Шлепкин

Возьмем элемент x3 ∈ NL3
(D3) \ D3 такой, что x23 ∈ D3. Так как G — группа Шункова, то

〈an+1, x3,D3〉 = L4 — конечная группа. Ясно, что L4 6< M . Положим D4 = L4 ∩M . Тогда

(〈an+1〉 × 〈z〉) = (〈an+1〉 × 〈bn+1〉) < D4 = L4 ∩M.

По лемме 4 L4 < M4 ≃ M. Если k = n+ 1, то все доказано. Если нет, то, повторяя указанный
выше процесс конечное число раз, получаем утверждение леммы. �

Лемма 6. Пусть M = (A×B)⋋ 〈v〉 — группа из условия леммы 4, a1 — инволюция из A,

b1 — инволюция из B, R = 〈a1〉×〈b1〉. Тогда CG(R) обладает периодической частью T (CG(R))
и T (CG(R)) = A×B.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть K — конечная подгруппа из CG(R). Тогда K1 = 〈R, K〉 —
конечная группа. По условию насыщенности K1 < K2 ∈̃ M. Ясно, что CK2

(R) — абелева
группа. Поскольку K1 < CK2

(R), то K1 — абелева группа. Следовательно, CG(R) обладает
насыщающим множеством, состоящим из конечных абелевых групп. По [7, предложение 7]
CG(R) обладает периодической частью T (CG(R)), которая является локально конечной абеле-
вой группой 2-ранга 2. Так как (A×B) < CG(R), то T (CG(R)) = A×B. �

Лемма 7. Пусть R — группа из условия леммы 6. Тогда NG(R) обладает периодической

частью T (NG(R)) и T (NG(R)) = (A×B)⋋ 〈v〉 — группа из условия леммы 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду леммы 6 NG(R) обладает характеристической подгруп-
пой A × B. Фактор-группа NG(R) = NG(R)/(A × B) — группа Шункова (см. [7, предло-
жение 5; 8, следствие 2.4]). Покажем, что все элементы из NG(R) являются инволюциями.
Действительно, пусть y — элемент порядка 4 из NG(R), а y — его прообраз в NG(R). Так
как G — 2-группа, то y2 ∈ T (CG(R) = A × B. Таким образом, y2 = 1. Поскольку в группе
Шункова произведение двух инволюций есть элемент конечного порядка, а G — 2-группа, то
T (NG(R)) = 〈v〉NG(R) = 〈v〉. Следовательно, T (NG(R)) = (A×B)⋋ 〈v〉. �

Завершим д о к а з т е л ь с т в о теоремы. Пусть M = (A×B)⋋ 〈v〉 — группа из условия
леммы 4. По лемме 5 для любого натурального k в G найдется подгруппа M1 6= M такая, что
M1 ≃ M и (〈a〉 × 〈b〉) < M1 ∩M , где |a| = |b| = 2k. Следовательно, M1 = (A1 ×B1)⋋ 〈v1〉, где
A1 — квазициклическая 2-группа, Av1

1 = B1, v1 — инволюция и для k > 4

R1 < (A×B) ∩ (A1 ×B1).

По лемме 7 M = (A×B)⋋ 〈v〉 = (A1 ×B1)⋋ 〈v1〉 = M1. Противоречие с выбором M1. �

Заключение

При исследовании групп с условиями насыщенности важное место занимает класс групп
Шункова. Отдельная проблема состоит в исследовании групп Шункова, насыщенных конеч-
ными группами лиева типа, а также другими классами конечных групп. В группах лиева типа
(и не только) очень часто встречаются подгрупповые конструкции, являющиеся сплетенными
группами. Таким образом, полученный результат будет востребован при исследовании групп
Шункова с условиями насыщенности.
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