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1. Введение

Настоящая работа посвящена вопросам построения нетривиальных решений и исследова-
ния некоторых качественных свойств построенных решений для следующего класса нелиней-
ных многомерных уравнений типа свертки в R

n:

Q(ϕ(x1, . . . , xn)) =

∫

Rn

K1(x1 − t1) . . . Kn(xn − tn)ϕ(t1, . . . , tn)dtn . . . dt1,

(x1, . . . , xn) ∈ R
n := R× R× . . .× R,

(1.1)

— относительно искомой вещественной измеримой и ограниченной на R
n функции ϕ(x1, . . . , xn).

В уравнении (1.1) Q(u) — определенная на R непрерывная нечетная функция, удовлетво-
ряющая следующим условиям: существуют числа η > 0, ξ ∈ (0, η) и α ∈ (0, 1) такие, что

I) Q(u) ↑ на отрезке [0, η];

II) 0 ≤ Q(u) ≤ αu при u ∈ [0, ξ];

III) Q(η) = η, причем число η является первым положительным корнем функционального
уравнения Q(u) = u.

1Работа выполнена при финансовой поддержке ГКН МОН РА в рамках научного проекта
№ SCS 16YR-1A002.
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Ядра {Ki(x)}ni=1 определены на множестве R и обладают следующими свойствами:

A) Ki(x) > 0, x ∈ R,

∞∫

−∞

Ki(x)dx = 1, i = 1, 2, . . . , n;

B) Ki ∈ L∞(R), Ki(−x) = Ki(x), x ≥ 0, Ki(x) ↓ по x на R
+ := [0,+∞), i = 1, 2, . . . , n;

C) mi :=

∞∫

0

xKi(x)dx < +∞, i = 1, 2, . . . , n ,

где L∞(R) — пространство существенно ограниченных функций на R.

Уравнение (1.1) возникает в p-адической теории открыто-замкнутых струн (см. [1–3]).
В случае, когда

n = 1, Ki(x) := K(x) =
1√
π
e−x2

, Q(u) = up, p > 2, — нечетное число,

уравнением описывается динамика (роллинг) p-адических струн для скалярного поля тахио-
нов; вопросам существования нечетных ограниченных решений для таких уравнений посвя-
щены работы В.С.Владимирова (см. [2–5]). В работе [6] развит специальный итерационный
метод для изучения и решения уравнения (1.1) в том случае, когда

n = 1, Ki(x) := K(x) =
1√
4πa

e
−x2

4a , Q(u) = au3 + (1− a)u, a ∈ (0, 1].

Уравнение (1.1) с общим ядром K(x) и с общей нелинейностью Q(u) в одномерном случае
(n = 1) изучено в недавних работах одного из авторов (см. [7–9]), где обобщены соответствую-
щие результаты работ В.С.Владимирова и Л.В.Жуковской [2] и [6]. Соответствующая одно-
мерная система уравнений с кубической нелинейностью вида Q(u) = au3+(1−a)u исследована
в работе [10].

В настоящей работе исследуется многомерное уравнение (1.1) в случае, когда функцияQ(u)
удовлетворяет условиям I)–III), а функции {Ki(x)}ni=1 — условиям A)–C). Доказывается су-
ществование нетривиального непрерывного монотонного (по каждому аргументу) и ограни-
ченного решения уравнения (1.1). Вычисляется предел построенного решения ϕ(x1, x2, . . . , xn)
при x1 → ±∞, x2 → ±∞, . . . , xn → ±∞. При дополнительном ограничении на функцию Q об-
суждаются вопросы построения интегральной асимптотики решения, когда n = 2 и x1 → ±∞,
x2 → ±∞. С помощью построенных решений исследуется одна нелинейная задача для много-
мерного уравнения теплопроводности. В конце приводятся частные примеры уравнения (1.1),
имеющие применение в p-адической теории открыто-замкнутых струн.

Отметим трудности, которые возникают при построении нетривиального решения n–мерно-
го уравнения (1.1) (n > 1) :

1. Cведение уравнения (1.1) к уравнению (2.1) на R
n
+ := R

+ × . . .× R
+ (см. лемму 2.1).

2. Доказательство нижней оценки (3.4) для последовательных приближений (3.1) (см.
разд. 3., подразд. 3.2).

3. Установление непрерывности по совокупности аргументов построенного решения (в од-
номерном случае (n = 1) этот факт сразу вытекает из непрерывности свертки суммируемой и
ограниченной функций).

4. Доказательcтво теоремы 5.1 (в одномерном случае ранее теорема была доказана иным
методом только для функции Q вида Q(u) = au3 + (1− a)u, a ∈ [0, 1] (см. [8])).



Вопросы разрешимости одного класса нелинейных интегральных уравнений 249

2. Вспомогательные факты

2.1. Сведение интегрального уравнения (1.1) к уравнению

с суммарно-разностным ядром

Наряду с уравнением (1.1) рассмотрим следующее нелинейное уравнение на R
n
+ := R

+ ×
R
+ × . . .× R

+ :

Q(f(x1, . . . , xn)) =

∫

Rn
+

( n∏

i=1

(
Ki(xi − ti)−Ki(xi + ti)

))
f(t1, . . . , tn)dtn . . . dt1, (x1, . . . , xn) ∈ R

n
+,

(2.1)
— относительно искомой непрерывной на R

n
+ функции f(x1, . . . , xn). Прямой проверкой можно

убедиться в справедливости следующей леммы, которая в дальнейшем будет использована.

Лемма 2.1. Пусть f(x1, . . . , xn) — непрерывное на R
n
+ решение уравнения (2.1) и

1) f1(x1, . . . , xn) =

{
f(x1, . . . , xn), если (x1, . . . , xn) ∈ R

n
+,

−f(−x1, x2, . . . , xn), если x1 < 0, (x2, . . . , xn) ∈ R
n−1
+ ;

2) f2(x1, . . . , xn) =

{
f1(x1, . . . , xn), если x1 ∈ R, (x2, x3, . . . , xn) ∈ R

n−1
+ ,

−f1(x1,−x2, . . . , xn), если x1 ∈ R, x2 < 0, (x3, . . . , xn) ∈ R
n−2
+ ;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

n-1) fn−1(x1, . . . , xn) =





fn−2(x1, . . . , xn), если (x1, . . . , xn−2) ∈ R
n−2,

xn−1 ∈ R
+, xn ∈ R

+,

−fn−2(x1, . . . xn−2,−xn−1, xn), если (x1, . . . , xn−2) ∈ R
n−2,

xn−1 < 0, xn ∈ R
+.

Тогда если Q — непрерывная и нечетная функция на R, а ядра {Ki(x)}ni=1 удовлетворяют
условиям A)–C), то нечетное продолжение функции fn−1(x1, x2, . . . , xn) по переменной xn
на (−∞, 0) :

n) ϕ(x1, . . . , xn) =

{
fn−1(x1, . . . , xn), если (x1, . . . , xn−1) ∈ R

n−1, xn ∈ R
+,

−fn−1(x1, . . . ,−xn), если (x1, . . . , xn−1) ∈ R
n−1, xn < 0,

— будет непрерывным на R
n решением уравнения (1.1).

З а м е ч а н и е 2.1. Из леммы 2.1, в частности, следует, что если f ∈ L∞(Rn
+), то ϕ ∈

L∞(Rn).

2.2. Характеристические уравнения. Априорные оценки

Рассмотрим следующие характеристические уравнения:

∞∫

0

Ki(t)e
−ptdt =

α1/n

2
, i = 1, 2, . . . , n, (2.2)

— относительно неотрицательного числа p, где α ∈ (0, 1) — наперед заданное число, а ядерные
функции {Ki(x)}ni=1 удовлетворяют условиям A)–C).

Имеет место

Лемма 2.2. Пусть выполняются условия A)–C). Тогда для каждого i ∈ {1, 2, . . . , n} ха-
рактеристическое уравнение (2.2) имеет единственное решение pi > 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Для каждого фиксированного i ∈ {1, 2, . . . , n} рассмотрим функ-
цию:

χi(p) :=

∞∫

0

Ki(t)e
−ptdt− 1

2
α1/n, p ∈ R

+. (2.3)

Очевидно, что χi ∈ C(R+). Из условий A)–C) немедленно следует, что

χi(0) =

∞∫

0

Ki(t)dt−
1

2
α1/n =

1

2

(
1− α1/n

)
> 0, χi(+∞) := lim

p→+∞
χi(p) = −1

2
α1/n < 0.

Так как Ki(x) > 0, x ∈ R, i = 1, 2, . . . , n, то из (2.3) вытекает, что χi(p) ↓ по p на R
+. Следова-

тельно, согласно известной теореме Больцано (см. [11]) существует единственное положитель-
ное число p := pi > 0 такое, что χi(pi) = 0. Лемма доказана.

Зафиксируем полученные положительные числа p1, p2, . . . , pn.
Следующая лемма, доказательство которой содержится в недавней работе одного из авто-

ров (см. [8]), играет важную роль в наших дальнейших рассуждениях.

Лемма 2.3 [8]. При условиях A)–C) имеют место следующие неравенства:

∞∫

0

(Ki(x− t)−Ki(x+ t)) (1− e−pit)dt ≥ α1/n(1− e−pix), i = 1, . . . , n, x ∈ R
+.

2.3. Предельный переход в операции типа свертки

Ниже приведем важный факт о предельном переходе в операции свертки.
Известно, что (см., например, [12]) если 0 ≤ K ∈ L1(R) ∩ L∞(R), а ψ ∈ L∞(R+) и суще-

ствует λ := lim
t→+∞

ψ(t) < +∞, то существует

lim
t→+∞

∞∫

0

K(t− τ)ψ(τ)dτ = λ

∞∫

−∞

K(u)du < +∞. (2.4)

Из этого предельного соотношения легко следует, что при условиях A)–C) если ψ ∈ L∞(R+)
и lim

t→+∞
ψ(t) = λ < +∞, то для каждого i ∈ {1, 2, . . . , n} имеет место равенство

lim
x→+∞

∞∫

0

[Ki(x− t)−Ki(x+ t)]ψ(t)dt = λ. (2.5)

Действительно, сперва заметим, что

∣∣∣∣

∞∫

0

Ki(x+ t)ψ(t)dt

∣∣∣∣ ≤
∞∫

0

Ki(x+ t) |ψ(t)| dt ≤ sup
t∈R+

∣∣ψ(t)
∣∣

∞∫

0

Ki(x+ t)dt

= sup
t∈R+

|ψ(t)|
∞∫

x

Ki(u)du → 0, когда x→ +∞.

С другой стороны, в силу (2.4) и A)–C) имеем

lim
x→+∞

∞∫

0

Ki(x− t)ψ(t)dt = λ

∞∫

−∞

K(x)dx = λ, i = 1, 2, . . . , n.

Следовательно (2.5) выполняется. Предельное соотношение (2.5) существенным образом будет
использовано в дальнейшем.
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3. О нетривиальной разрешимости уравнения (2.1)

3.1. Последовательные приближения для уравнения (2.1).
Монотонность по номеру, непрерывность каждой итерации

Для уравнения (2.1) рассмотрим последовательные приближения

Q(f (m+1)(x1, . . . , xn)) =

∫

Rn
+

( n∏

i=1

(Ki(xi − ti)−Ki(xi + ti))
)
f (m)(t1, . . . , tn)dtn . . . dt1,

f (0)(x1, . . . , xn) = η, m = 0, 1, . . . , (x1, . . . , xn) ∈ R
n
+,

(3.1)

где η > 0 — первый положительный корень уравнения Q(u) = u. Индукцией по m убедимся,
что

f (m)(x1, x2, . . . , xn) ↓ по m и f (m)(x1, x2, . . . , xn) ≥ 0,
m = 0, 1, 2, . . . , (x1, x2, . . . , xn) ∈ R

n
+.

(3.2)

В случае m = 0 неравенство (3.2) очевидно. Из (3.1), в силу того что Q(u) ↑ по u на [0, η]
и Q(0) = 0 (последнее вытекает из непрерывности и нечетности функции Q на R), имеем

Q(f (1)(x1, x2, . . . , xn)) = η

n∏

j=1

( xj∫

−∞

Kj(u)du−
∞∫

xj

Kj(u)du

)
≥ 0 = Q(0) ⇒

⇒ f (1)(x1, x2, . . . , xn) ≥ 0,

Q(f (1)(x1, x2, . . . , xn)) ≤ η = Q(η) ⇒ f (1)(x1, x2, . . . , xn) ≤ f (0)(x1, x2, . . . , xn).

Предполагая, что утверждение (3.2) имеет место при некотором натуральном m, снова исполь-
зуя монотонность функции Q, равенство Q(0) = 0 и следующее легко проверяемое неравенство
для ядерных функций {Ki(x)}ni=1:

Ki(x− t) ≥ Ki(x+ t), i = 1, 2, . . . , n, (x, t) ∈ R
2
+, (3.3)

(которое немедленно следует из условий A)–C)), из (3.1) будем иметь

Q(f (m+1)(x1, . . . , xn)) ≥ 0 = Q(0) ⇒ f (m+1)(x1, . . . , xn) ≥ 0,

Q(f (m+1)(x1, . . . , xn)) ≤
∫

Rn
+

( n∏

i=1

(Ki(xi − ti)−Ki(xi + ti))
)
f (m−1)(t1, . . . , tn)dtn . . . dt1

= Q(f (m)(x1, . . . , xn)) ⇒ f (m+1)(x1, . . . , xn) ≤ f (m)(x1, . . . , xn).

Индукцией по m также можно убедиться, что f (m) ∈ C(Rn
+). Действительно, в случае

m = 0 оно очевидно. Предполагая, что f (m) ∈ C(Rn
+), используя при этом суммируемость

и ограниченность ядерных функций {Ki(x)}ni=1 на R, а также непрерывность и монотон-
ность функции Q в (3.1) путем замены переменных xj − tj = uj , j = 1, 2, . . . , n, получаем,
что f (m+1) ∈ C(Rn

+). Из (3.2) следует поточечная сходимость последовательности функций
{f (m)(x1, x2, . . . , xn)}∞m=0 :

lim
m→∞

f (m)(x1, x2, . . . , xn) = f(x1, x2, . . . , xn).

Однако следует отметить, что неотрицательность каждого элемента из последовательности
{f (m)(x1, x2, . . . , xn)}∞m=0 вовсе не обеспечивает нетривиальность предельной функции
f(x1, x2, . . . , xn). С этой целью в следующем подразделе мы докажем одно важное неравен-
ство для последовательности {f (m)(x1, x2, . . . , xn)}∞m=0, из которого будет следовать, что

и f(x1, x2, . . . , xn) ≥ 0, и f(x1, x2, . . . , xn) 6≡ 0.
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3.2. Нижняя оценка для последовательности

функций {f (m)(x1, x2, . . . , xn)}∞m=0

Убедимся в справедливости следующей оценки снизу:

f (m)(x1, x2, . . . , xn) ≥ ξ(1− e−p1x1)(1− e−p2x2) . . . (1− e−pnxn),

(x1, x2, . . . , xn) ∈ R
n
+, m = 0, 1, 2, . . . ,

(3.4)

где положительные числа p1, p2, . . . , pn определяются из характеристических уравнений (2.2),
а число ξ — из условий I)–III), наложенных на функцию Q.

В случае m = 0 неравенство (3.4) следует из принадлежности ξ ∈ (0, η). Предположим,
что оценка (3.4) имеет место при некотором m ∈ N. Тогда в силу леммы 2.3, неравенства (3.3),
условий I)–III) из (3.1) будем иметь

Q(f (m+1)(x1, x2, . . . , xn)) ≥ ξ

n∏

j=1

∞∫

0

(Kj(xj − tj)−Kj(xj + tj)) (1− e−pjtj )dtj

≥ ξ

n∏

j=1

(
α1/n(1− e−pjxj )

)
= αξ(1− e−p1x1)(1 − e−p2x2) . . . (1− e−pnxn)

≥ Q
(
ξ(1− e−p1x1)(1− e−p2x2) . . . (1− e−pnxn)

)
,

откуда ввиду монотонности функции Q получим, что

f (m+1)(x1, x2, . . . , xn) ≥ ξ(1− e−p1x1)(1 − e−p2x2) . . . (1− e−pnxn).

В неравенстве (3.4), устремляя m → ∞, получаем для предельной функции f(x1, x2, . . . , xn)
следующее неравенство снизу:

f(x1, x2, . . . , xn) ≥ ξ(1− e−p1x1)(1− e−p2x2) . . . (1− e−pnxn), (x1, x2, . . . , xn) ∈ R
n
+.

Согласно предельной теореме Б. Леви (см. [13]) f удовлетворяет уравнению (2.1). Теперь на
основе вышеизложенного можем утверждать следующее.

Теорема 3.1. При условиях I)–III) и A)–C) уравнение (2.1) обладает нетривиальным
ограниченным и по каждому аргументу монотонно неубывающим решением f(x1, x2, . . . , xn),
причем

ξ(1− e−p1x1)(1− e−p2x2) . . . (1− e−pnxn) ≤ f(x1, x2, . . . , xn) ≤ η, (x1, x2, . . . , xn) ∈ R
n
+, (3.5)

где числа p1, p2, . . . , pn определяются из характеристических уравнений (2.2), а числа ξ и η —
из условий, налагаемых на функцию Q.

3.3. Монотонность предельной функции

Сперва индукцией по m докажем, что если xj > x̃j ≥ 0 (j = 1, 2, . . . , n), то

f (m)(x1, x2, . . . , xj−1, xj , xj+1, . . . , xn) ≥ f (m)(x1, x2, . . . , xj−1, x̃j , xj+1, . . . , xn). (3.6)

При m = 0 неравенство (3.6) очевидно. Предполагая, что (3.6) имеет место при некотором
m ∈ N и записывая итерации (3.1) следующим образом:

Q(f (m+1)(x1, x2, . . . , xn)) =

∞∫

0

. . .

∞∫

0

xj∫

−∞

∞∫

0

. . .

∞∫

0

(K1(x1 − t1)−K1(x1 + t1))
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× (K2(x2 − t2)−K2(x2 + t2)) . . . (Kj−1(xj−1 − tj−1)−Kj−1(xj−1 + tj−1))

×(Kj(u)−Kj(2xj − u)) (Kj+1(xj+1 − tj+1)−Kj+1(xj+1 + tj+1)) . . . (Kn(xn − tn)−Kn(xn + tn))

× f(t1, . . . , tj−1, xj − u, tj+1, . . . , tn)dtn . . . dtj+1dudtj−1 . . . dt1,

f (0)(x1, x2, . . . , xn) = η, m = 0, 1, 2, . . . ,

будем иметь

Q(f (m+1)(x1, x2, . . . , xj−1, xj , xj+1, . . . , xn))

≥
∞∫

0

. . .

∞∫

0

x̃j∫

−∞

∞∫

0

. . .

∞∫

0

(K1(x1 − t1)−K1(x1 + t1)) . . . (Kj−1(xj−1 − tj−1)−Kj−1(xj−1 + tj−1))

×(Kj(u)−Kj(2x̃j − u)) (Kj+1(xj+1 − tj+1)−Kj+1(xj+1 + tj+1)) . . . (Kn(xn − tn)−Kn(xn + tn))

× f (m)(t1, . . . , tj−1, x̃j − u, tj+1, . . . , tn)dtn . . . dtj+1dudtj−1 . . . dt1

= Q(f (m+1)(x1, . . . , xj−1, x̃j , xj+1, . . . , xn)).

Из полученного неравенства с учетом монотонности функции Q выводим

f (m+1)(x1, . . . , xj−1, xj , xj+1, . . . , xn) ≥ f (m+1)(x1, . . . , xj−1, x̃j , xj+1, . . . , xn).

3.4. Непрерывность предельной функции f

Здесь мы докажем, что f ∈ C(Rn
+). Для простоты изложения доказательство проведем для

случая n = 2. Пусть x∗ = (x∗1, x
∗
2) ∈ R

2
+ — произвольная точка, а {x(m) = (x

(m)
1 , x

(m)
2 )}∞m=0 —

последовательность точек из R
2
+, пределом которой является x∗ = (x∗1, x

∗
2) :

‖x(m) − x∗‖ =

√(
x
(m)
1 − x∗1

)2
+

(
x
(m)
2 − x∗2

)2
→ 0, когда m→ ∞. (3.7)

Тогда, во-первых, из (3.7) следует, что 0 ≤ |x(m)
i −x∗i | ≤ ‖x(m)−x∗‖ → 0 при m→ ∞, i = 1, 2.

Далее, учитывая A) и (3.5), из уравнения (2.1) при n = 2 будем иметь

∣∣∣Q(f(x
(m)
1 , x

(m)
2 ))−Q(f(x∗1, x

∗
2))

∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

∞∫

0

∞∫

0

(
K1(x

(m)
1 − t1)−K1(x

(m)
1 + t1)

)(
K2(x

(m)
2 − t2)−K2(x

(m)
2 + t2)

)
f(t1, t2)dt2dt1

−
∞∫

0

∞∫

0

(
K1(x

∗
1 − t1)−K1(x

∗
1 + t1)

)(
K2(x

∗
2 − t2)−K2(x

∗
2 + t2)

)
f(t1, t2)dt2dt1

∣∣∣∣∣

≤
∞∫

0

(
K1(x

(m)
1 − t1)−K1(x

(m)
1 + t1)

)

×
∣∣∣∣∣

∞∫

0

(
K2(x

(m)
2 − t2)−K2(x

∗
2 − t2) +K2(x

∗
2 + t2)−K2(x

(m)
2 + t2)

)
f(t1, t2)dt2

∣∣∣∣∣dt1

+

∞∫

0

(
K2(x

∗
2 − t2)−K2(x

∗
2 + t2)

)
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×
∣∣∣∣∣

∞∫

0

(
K1(x

(m)
1 − t1)−K1(x

∗
1 − t1) +K1(x

∗
1 + t1)−K1(x

(m)
1 + t1)

)
f(t1, t2)dt1

∣∣∣∣∣dt2

≤ η

∞∫

0

∣∣K2(x
(m)
2 − t2)−K2(x

∗
2 − t2)

∣∣dt2 + η

∞∫

0

∣∣K2(x
∗
2 + t2)−K2(x

(m)
2 + t2)

∣∣dt2

+ η

∞∫

0

∣∣K1(x
(m)
1 − t1)−K1(x

∗
1 − t1)

∣∣dt1 + η

∞∫

0

∣∣K1(x
∗
1 + t1)−K1(x

(m)
1 + t1)

∣∣dt1 → 0,

когда ‖xm − x∗‖ −→
m→∞

0 в силу теоремы Лебега.

Таким образом, из вышеприведенных суждений следует, что

Q(f(x
(m)
1 , x

(m)
2 )) −→

m→∞
Q(f(x∗1, x

∗
2)).

В силу непрерывности и монотонности функции Q приходим к предельному соотношению

lim
m→+∞

f(x
(m)
1 , x

(m)
2 ) = f(x∗1, x

∗
2),

из которого получаем непрерывность на R
2
+ по совокупности аргументов решения f(x1, x2)

уравнения (2.1) (при n = 2). Доказательство непрерывности в случае n > 2 осуществляется
аналогичными рассуждениями.

Итак, справедлива

Теорема 3.2. При условиях теоремы 3.1 построенное решение уравнения (2.1) обладает
свойством монотонности по каждому аргументу и является непрерывным на R

n
+ по сово-

купности своих аргументов.

З а м е ч а н и е 3.1. Так как f (m) ∈ C(Rn
+), m = 0, 1, 2, . . . , f ∈ C(Rn

+), то в силу из-
вестной теоремы Дини [11] можем утверждать, что сходимость последовательности функций
{f (m)(x1, x2, . . . , xn)}∞m=0 к f(x1, x2, . . . , xn) в каждом компакте из R

n
+ равномерна.

В следующем разделе мы вычислим предел решения уравнения (2.1) и сформулируем основной
результат настоящей работы.

4. Основной результат

4.1. Предел решения

Из ограниченности и монотонности по каждому аргументу xj , j = 1, 2, . . . , n, предельной
функции f(x1, x2, . . . , xn) следует существование предела, т. е.

λ := lim
x1→+∞

lim
x2→+∞

. . . lim
xn→+∞

f(x1, x2, . . . , xn) < +∞.

Учитывая (2.5) и последовательно переходя к пределу в (2.1), когда xn → +∞, xn−1 →
+∞, . . . , x1 → +∞, в силу непрерывности функции Q получим

Q(λ) = λ.

Поскольку λ ∈ (0, η] и число η является первым положительным корнем уравнения Q(u) = u,
то λ = η.
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Таким образом, учитывая полученные результаты для уравнения (2.1), лемму 2.1 и нечет-
ность функции Q, выводим, что существует нетривиальное ограниченное непрерывное и мо-
нотонное по каждому аргументу xj , j = 1, 2, . . . , n, решение уравнения (1.1), причем если хотя
бы одна из координат x1, x2, . . . , xn равна нулю, то ϕ(x1, x2, . . . , xn) = 0 и

lim
|x1|→+∞

lim
|x2|→+∞

. . . lim
|xn|→+∞

ϕ(x1, x2, . . . , xn) =

{
η, если l > 0,
−η, если l < 0,

где l = x1x2 . . . xn.

4.2. n-параметрическое семейство решений уравнения (1.1)

Ниже докажем, что построенное решение ϕ(x1, x2, . . . , xn) уравнения (1.1) порождает n-
параметрическое семейство нетривиальных решений.

С этой целью убедимся, что функция

Fc1,c2,...,cn(x1, x2, . . . , xn) := ϕ(x1 + c1, x2 + c2, . . . , xn + cn)

при любых c1, c2, . . . , cn ∈ R также является решением уравнения (1.1). Действительно, из (1.1)
будем иметь

∞∫

−∞

∞∫

−∞

. . .

∞∫

−∞

K1(x1 − t1)K2(x2 − t2) . . . Kn(xn − tn)Fc1,c2,...,cn(t1, t2, . . . , tn)dtndtn−1 . . . dt1

=

∞∫

−∞

∞∫

−∞

. . .

∞∫

−∞

K1(x1 + c1 − u1)K2(x2 + c2 − u2) . . . Kn(xn + cn − un)ϕ(u1, u2, . . . , un)dun . . . du1

= Q(ϕ(x1 + c1, x2 + c2, . . . , xn + cn)) = Q(Fc1,c2,...,cn(x1, x2, . . . , xn)).

Итак, нами доказана следующая теорема.

Теорема 4.1. При условиях I)–III и A)–C) уравнение (1.1) обладает n-параметрическим
семейством нетривиальных непрерывных ограниченных по каждому аргументу решений
{Fc1,c2,...,cn(x1, x2, . . . , xn)}c1,c2,...,cn∈R, причем

lim
|x1|→+∞

lim
|x2|→+∞

. . . lim
|xn|→+∞

Fc1,c2,...,cn(x1, x2, . . . , xn) =

{
η, если l > 0,
−η, если l < 0,

∀c1, c2, . . . , cn ∈ R.

З а м е ч а н и е 4.1. Прямой проверкой можно убедиться, что уравнение (1.1) наряду с
решениями {Fc1,c2,...,cn(x1, x2, . . . , xn)}c1,c2,...,cn∈R обладает также решением вида

Φc1,c2,...,cn(x1, x2, . . . , xn) = −Fc1,c2,...,cn(x1, x2, . . . , xn).

Этот факт сразу следует из нечетности функции Q.

5. Одно дополнительное свойство построенных решений при n = 2

5.1. Суммируемость последовательности

функций {η − f (m)(+∞, x2)}∞m=0 и {η − f (m)(x1,+∞)}∞m=0

Рассмотрим уравнение (2.1) и последовательные приближения вида (3.1) при n = 2. На
функцию Q вместо условия II) наложим выполнение следующего (более сильного) условия:
существует число a ∈ (0, 1] такое, что

0 ≤ Q(u) ≤ au3

η2
+ (1− a)u, u ∈ [0, η]. (5.1)
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При условиях I), III), (5.1) и A)–C) по индукции докажем, что

η − f (m)(+∞, x2) ∈ L1(R
+), m = 0, 1, 2, . . . , (5.2)

η − f (m)(x1,+∞) ∈ L1(R
+), m = 0, 1, 2, . . . . (5.3)

Докажем, например, включения (5.2). При m = 0 включение (5.2) очевидно. Предположим,
что η − f (m)(+∞, x2) ∈ L1(R

+) при некотором m ∈ N. Тогда, учитывая (3.5), (5.1), (2.5) и
условия A)–C), из (3.1) (при n = 2) будем иметь

0 ≤ η − a
(
f (m+1)(+∞, x2)

)3

η2
+ (1− a)f (m+1)(+∞, x2) ≤ η −Q(f (m+1)(+∞, x2))

= η −
∞∫

0

(
K2(x2 − t2)−K2(x2 + t2)

)
f (m)(+∞, t2)

∞∫

−∞

K1(u)dudt2

≤ 2η

∞∫

x2

K2(t)dt+

∞∫

0

K2(x2 − t2)
(
η − f (m)(+∞, t2)

)
dt2; x2 ∈ R

+.

Из полученного неравенства, в частности, следует, что

a
(
η3 −

(
f (m+1)(+∞, x2)

)3)
+ (1− a)η2

(
η − f (m+1)(+∞, x2)

)

≤ 2η3
∞∫

x2

K2(t)dt+ η2
∞∫

0

K2(x2 − t2)
(
η − f (m)(+∞, t2)

)
dt2, x2 ∈ R

+

откуда имеем
0 ≤ η2(η − f (m+1)(+∞, x2))

≤ (η − f (m+1)(+∞, x2))
(
η2 + aηf (m+1)(+∞, x2)) + a

(
f (m+1)(+∞, x2)

)2)

≤ 2η3
∞∫

x2

K2(t)dt+ η2
∞∫

0

K2(x2 − t2)
(
η − f (m)(+∞, t2)

)
dt2. (5.4)

Так как в силу условия C)

∫ ∞

x2

K2(t)dt ∈ L1(R
+) (последнее включение получается приме-

нением теоремы Фубини [13]), то из (5.4) в силу индукционного предположения имеем, что
η − f (m+1)(+∞, x2) ∈ L1(R

+). Аналогично доказываются (5.3) включения.

5.2. Равномерные интегральные оценки

Так как K2(x) > 0 и

∫ ∞

−∞
K2(x)dx = 1, то для любого конечного положительного чис-

ла r > 0

h(r) :=

r∫

−∞

K2(u)du < 1.

Интегрируя обе части неравенства (5.4) по x2 в пределах от 0 до +∞, учитывая монотонность
по m функциональной последовательности {f (m)(+∞, x2)}∞m=0, будем иметь

∞∫

0

(
η − f (m+1)(+∞, x2)

) (
η2 + aηf (m+1)(+∞, x2) + a

(
f (m+1)(+∞, x2)

)2)
dx2
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≤ 2η3
∞∫

0

∞∫

x2

K2(t2)dt2dx2 + η2
∞∫

0

∞∫

0

K2(x2 − t2)
(
η − f (m+1)(+∞, t2)

)
dt2dx2

≤ 2η3m2 + η2
r∫

0

(
η − f (m+1)(+∞, t2)

)
t2∫

−∞

K2(u)dudt2

+ η2
∞∫

r

(
η − f (m+1)(+∞, t2)

)
dt2 ≤ 2η3m2

+ η2h(r)

r∫

0

(
η − f (m+1)(+∞, t2)

)
dt2 + η2

∞∫

r

(
η − f (m+1)(+∞, t2)

)
dt2.

Итак,

∞∫

0

(
η − f (m+1)(+∞, x2)

) (
η2 + aηf (m+1)(+∞, x2) + a

(
f (m+1)(+∞, x2)

)2)
dx2

≤ 2η3m2 + η2h(r)

r∫

0

(
η − f (m+1)(+∞, t2)

)
dt2 + η2

∞∫

r

(
η − f (m+1)(+∞, t2)

)
dt2. (5.5)

Заметим, что из условий (5.1) следует условие II). Действительно, при выполнении усло-

вий (5.1) в качестве α можно выбрать α = 1− a

2
, а ξ =

η√
2
. Таким образом, неравенство (3.4)

примет следующий вид:

f (m)(x1, x2) ≥ η
(1− e−p1x1)(1− e−p2x2)√

2
, m = 0, 1, 2, . . . , (x1, x2) ∈ R

2
+. (5.6)

В левой части неравенства (5.5), используя (5.6), получим

η2
r∫

0

(
η − f (m+1)(+∞, x2)

)
dx2 +

(
η2 +

aη2√
2
(1− e−p2r) +

aη2

2
(1− e−p2r)2

)

×
∞∫

r

(
η − f (m+1)(+∞, x2)

)
dx2 ≤ 2η3m2 + η2h(r)

r∫

0

(
η − f (m+1)(+∞, x2)

)
dx2

+ η2
∞∫

r

(
η − f (m+1)(+∞, x2)

)
dx2,

откуда следует, что

[1− h(r)] η2
r∫

0

(
η − f (m+1)(+∞, x2)

)
dx2 +

(aη2√
2
(1− e−p2r) +

aη2

2
(1− e−p2r)2

)

×
∞∫

r

(
η − f (m+1)(+∞, x2)

)
dx2 ≤ 2η3m2. (5.7)

Обозначим через

0 < ε(r) := min
(
(1− h(r)) ,

( a√
2
(1− e−p2r) +

a

2
(1− e−p2r)2

))
.
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Тогда из (5.7) получаем следующую равномерную оценку:

∞∫

0

(
η − f (m+1)(+∞, x2)

)
dx2 ≤

2ηm2

ε(r)
. (5.8)

Устремляя m → ∞ в (5.8), с учетом теоремы Б. Леви приходим к следующему неравенству
для f(+∞, x2) :

∞∫

0

(η − f(+∞, x2)) dx2 ≤
2ηm2

ε(r)
. (5.9)

Аналогично доказывается, что

∞∫

0

(η − f(x1,+∞)) dx1 ≤
2ηm1

δ(r)
, g(r) :=

r∫

−∞

K1(u)du < 1, (5.10)

где

0 < δ(r) := min

(
(1− g(r)) ,

(
a√
2

(
1− e−p1r

)
+
a

2

(
1− e−p1r

)2
))

.

Из (5.9) и (5.10), в силу того что f(x1, x2) ≤ η, (x1, x2) ∈ R
2
+, заключаем, что η − f(+∞, x2) ∈

L1(R
+), η− f(x1,+∞) ∈ L1(R

+). Таким образом, комбинируя полученные результаты разд. 5
и при этом используя лемму 2.1, для случая n = 2 приходим к следующей теореме.

Теорема 5.1. При условиях I), III), (5.1) и A)–C) решение ϕ(x1, x2) уравнения (1.1) при
n = 2 обладает следующими свойствами:

η ± ϕ(+∞, x2) ∈ L1(R
∓), η ± ϕ(−∞, x2) ∈ L1(R

±),

η ± ϕ(x1,+∞) ∈ L1(R
∓), η ± ϕ(x1,−∞) ∈ L1(R

±).

З а м е ч а н и е 5.1. Полученные результаты можно обобщить для произвольного нату-
рального n.

6. Некоторые конкретные приложения уравнения (1.1)

6.1. Псевдодифференциальное уравнение в p-адической

теории струны

Рассмотрим следующее нелинейное псевдодифференциальное уравнение в R
n :

Q(ψ(t, x1, x2, . . . xn−1)) = eAψ(t, x1, x2, . . . xn−1), t, xj ∈ R, j = 1, 2, . . . , n− 1, (6.1)

относительно искомой вещественнозначной функции ψ(t, x1, x2, . . . xn−1), где A — n-мерный
эллиптический оператор вида

A := α0
∂2

∂t2
+ α1

∂2

∂x21
+ . . .+ αn−1

∂2

∂x2n−1

,

αj > 0, j = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

Дадим уравнению (6.1) точный смысл. Уравнение (6.1) является псевдо-дифференциальным
уравнением с символом вида

e−α0κ
2
0−α1κ

2
1−···−αn−1κ

2
n−1 , κj ∈ R, j = 0, 1, 2, . . . , n− 1,
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которое для положительных αj > 0, j = 0, 1, 2, . . . , n − 1, можно представить как нелинейное
интегральное уравнение (см. [2]):

1

(2π)n−1

∫

Rn

ψ̃(τ, ~ξ)Hα0(t− τ)e−α1ξ21−···−αn−1ξ2n−1−i(~x,~ξ)dτdξ1dξ2 . . . dξn−1

= Q(ψ(t, x1, x2, . . . xn−1)), t ∈ R, xj ∈ R, j = 1, 2, . . . , n− 1,

(6.2)

где введены следующие обозначения:

~x := (x1, x2, . . . , xn−1), ~ξ := (ξ1, ξ2, . . . , ξn−1),

(~x, ~ξ) := x1ξ1 + x2ξ2 + . . .+ xn−1ξn−1,

Hαj
(u) =

1√
4παj

e
− u2

4αj , u ∈ R, j = 0, 1, . . . , n− 1,

а

ψ̃(τ, ~ξ) :=

∫

Rn−1

ψ(τ, ~y)ei(~y,
~ξ)dy1dy2 . . . dyn−1. (6.3)

Решение ψ(t, x1, x2, . . . , xn−1) уравнения (6.1) (или (6.2)) следует искать в классе обобщенных
функций медленного роста S′(Rn) ⊂ D′(Rn). О пространствах S′(Rn) и D′(Rn) подробно см.,
например, в [14]. Уравнение (6.1) возникает в p-адической теории открыто-замкнутых струн в
случае, когда функция Q допускает следующие представления (см. [1; 6]):

Q(u) = up, Q(u) = au3 + (1− a)u, Q(u) = aup + (1− a)u,

где p > 2 — нечетное число, a ∈ (0, 1] — числовой параметр.
Нетрудно проверить, что вышеприведенные частные примеры функции Q удовлетворя-

ют условиям I)–III) и (5.1). Ниже с помощью некоторых простых выкладок уравнение (6.2)
приведем к виду (1.1). С этой целью сперва вычислим следующий интеграл:

∫

Rn−1

e−α1ξ21−···−αn−1ξ2n−1−i(~x,~ξ)+i(~y,~ξ)dξ1dξ2 . . . dξn−1

=

∞∫

−∞

. . .

∞∫

−∞

exp
{ n−1∑

j=1

(−αjξ
2
j − ixjξj + iyjξj)

}
dξ1dξ2 . . . dξn−1

=

n−1∏

j=1

∞∫

−∞

exp{−αjξ
2
j − ixjξj + iyjξj}dξj

=

n−1∏

j=1

∞∫

−∞

e
αj

(
ξj−

i(xj−yj)

2αj

)2
e
− (xj−yj)

2

4αj dξj = π
n−1
2

n−1∏

j=1

1
√
αj
e
− (xj−yj)

2

4αj .

Учитывая полученное соотношение, теорему Фубини из (6.2) и (6.3) будем иметь

∫

Rn

Hα0(t− τ)Hα1(x1 − y1) . . . Hαn−1(xn−1 − yn−1)ψ(τ, y1, . . . yn−1)dτdy1 . . . dyn−1

= Q(ψ(t, x1, . . . xn−1)), t ∈ R, xj ∈ R, j = 1, 2, . . . , n− 1. (6.4)

Заметим, что ядра {Hαj
(u)}n−1

j=0 удовлетворяют всем условиям A)–C).
Отметим, что уравнение (6.4) исследовалось в недавней работе одного из авторов (см. [16]).
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6.2. Связь с уравнением теплопроводности

Заметим, что уравнение

Q(ϕ(x, y, z)) =

∫

R3

Pa(x− x1)Pa(y − y1)Pa(z − z1)ϕ(x1, y1, z1)dx1dy1dz1,

a > 0, (x, y, z) ∈ R
3, (6.5)

с ядром Pa(u) :=
1

2a
√
πT
e
− u2

4a2T , u ∈ R, эквивалентно следующей задаче для уравнения тепло-
проводности

ut = a2 (uxx + uyy + uzz) , 0 < t < T, (x, y, z) ∈ R
3,

u(x, y, z, T ) = Q(u(x, y, z, 0)), (x, y, z) ∈ R
3. (6.6)

Проверим этот простой, но важный факт. Как известно (см. [15]), функция u(x, y, z, t) выра-
жается интегралом Пуассона с помощью ϕ(x, y, z) := u(x, y, z, 0) :

u(x, y, z, t) =
1

(2a
√
πt)

3

∫

R3

e
− (x−x1)

2+(y−y1)
2+(z−z1)

2

4a2t ϕ(x1, y1, z1)dx1dy1dz1.

В этой формуле подстановкой t = T и с учетом (6.6) приходим к уравнению (6.5). Следует
отметить, что этот факт для одномерного уравнения теплопроводности ut = a2uxx с функцией
Q(u) = up получен в работе [2].

Выражаем благодарность рецензенту за полезные замечания.
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