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Четвертая из цикла статей, результаты которого влекут справедливость усиленной версии гипотезы
Симса о конечных примитивных группах подстановок. Данная статья посвящена рассмотрению случая
примитивных групп подстановок с простым цоколем ортогонального лиева типа и непараболическим ста-
билизатором точки. Пусть G — конечная группа и M1, M2 — различные сопряженные максимальные под-
группы группы G. Для каждого i ∈ N индуктивно определим подгруппы (M1,M2)i и (M2,M1)i из M1∩M2,
называемые нами i-ми взаимными ядрами подгруппы M1 относительно M2 и подгруппы M2 относительно
M1 соответственно. Положим (M1,M2)1 = (M1 ∩M2)M1

и (M2,M1)1 = (M1 ∩M2)M2
. Для i ∈ N, предпо-

лагая, что (M1,M2)i и (M2,M1)i уже определены, положим (M1,M2)i+1 = ((M1,M2)i ∩ (M2,M1)i)M1

и (M2,M1)i+1 = ((M1,M2)i ∩ (M2,M1)i)M2
. Нас интересует случай, когда (M1)G = (M2)G = 1 и

1 < |(M1,M2)2| ≤ |(M2,M1)2|. Множество всех таких троек (G,M1,M2) обозначается через Π. Мы рас-
сматриваем тройки из Π с точностью до следующей эквивалентности: тройки (G,M1,M2) и (G′,M ′

1
,M ′

2
)

из Π эквивалентны, если существует изоморфизм G на G′, отображающий M1 на M ′

1 и M2 на M ′

2.

В данной статье доказана следующая теорема.

Теорема. Пусть (G,M1,M2) ∈ Π, L = Soc(G) — простая ортогональная группа степени ≥ 7 и

M1 ∩ L — непараболическая подгруппа в L. Тогда L ∼= O+

8
(r), где r — некоторое нечетное простое

число, (M1,M2)3 = (M2,M1)3 = 1 и выполняется одно из следующих утверждений:

(a) r ≡ ±1 (mod 8), группа G изоморфна O+

8
(r) : Z3 или O+

8
(r) : S3, (M1,M2)2 = Z(O2(M1)) и

(M2,M1)2 = Z(O2(M2)) — элементарные абелевы группы порядка 23, (M1,M2)1 = O2(M1) и (M2,M1)1 =
O2(M2) — специальные группы порядка 29, группа M1/O2(M1) изоморфна L3(2) × Z3 или L3(2) × S3

соответственно и M1 ∩M2 — силовская 2-подгруппа в M1;

(b) r ≤ 5, группа G/L либо содержит Outdiag(L), либо изоморфна Z4, (M1,M2)2 =
Z(O2(M1 ∩ L)) и (M2,M1)2 = Z(O2(M2 ∩ L)) — элементарные абелевы группы порядка 22,
(M1,M2)1 =[O2(M1 ∩ L), O2(M1 ∩ L)] и (M2,M1)1 = [O2(M2 ∩ L), O2(M2 ∩ L)] — элементарные абелевы

группы порядка 25, O2(M1 ∩ L)/[O2(M1 ∩ L), O2(M1 ∩ L)] — элементарная абелева группа порядка 26,
группа (M1 ∩ L)/O2(M1 ∩ L) изоморфна S3, |M1 : M1 ∩ M2| = 24, |M1 ∩ M2 ∩ L| = 211 и элемент по-

рядка 3 из M1 ∩M2 (при G/L ∼= A4 или G/L ∼= S4) индуцирует на группе L ее стандартный графовый

автоморфизм.

В каждом из случаев (a) и (b) тройки (G,M1,M2) существуют и образуют один класс эквивалентно-

сти.

Ключевые слова: конечная примитивная группа подстановок, стабилизатор точки, гипотеза Симса,
почти простая группа, группа ортогонального лиева типа.

A. S.Kondrat’ev, V. I. Trofimov. Stabilizers of vertices of graphs with primitive automorphism

groups and a strong version of the Sims conjecture. IV.

This is the fourth in a series of papers whose results imply the validity of a strengthened version of the Sims
conjecture on finite primitive permutation groups. In this paper, the case of primitive groups with simple socle of
orthogonal Lie type and nonparabolic point stabilizer is considered. Let G be a finite group, and let M1 and M2

be distinct conjugate maximal subgroups of G. For any i ∈ N, we define inductively subgroups (M1,M2)i and
(M2,M1)i of M1 ∩ M2, which will be called the ith mutual cores of M1 with respect to M2 and of M2 with
respect to M1, respectively. Put (M1,M2)1 = (M1 ∩ M2)M1

and (M2,M1)1 = (M1 ∩ M2)M2
. For i ∈ N,

assuming that (M1,M2)i and (M2,M1)i are already defined, put (M1,M2)i+1 = ((M1,M2)i ∩ (M2,M1)i)M1

and (M2,M1)i+1 = ((M1,M2)i ∩ (M2,M1)i)M2
. We are interested in the case when (M1)G = (M2)G = 1 and

1 < |(M1,M2)2| ≤ |(M2,M1)2|. The set of all such triples (G,M1,M2) is denoted by Π. We consider triples
from Π up to the following equivalence: triples (G,M1,M2) and (G′,M ′

1
,M ′

2
) from Π are equivalent if there

exists an isomorphism from G to G′ mapping M1 to M ′

1
and M2 to M ′

2
. In the present paper, the following

theorem is proved.

1Работа выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект 14-11-00061-П).
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Theorem. Suppose that (G,M1,M2) ∈ Π, L = Soc(G) is a simple orthogonal group of degree ≥ 7, and

M1∩L is a nonparabolic subgroup of L. Then L ∼= O+

8
(r), where r is an odd prime, (M1,M2)3 = (M2,M1)3 = 1,

and one of the following statements holds:

(a) r ≡ ±1 (mod 8), the group G is isomorphic to O+

8
(r) : Z3 or O+

8
(r) : S3, (M1,M2)2 = Z(O2(M1)) and

(M2,M1)2 = Z(O2(M2)) are elementary abelian groups of order 23, (M1,M2)1 = O2(M1) and (M2,M1)1 =
O2(M2) are special groups of order 29, the group M1/O2(M1) is isomorphic to L3(2) × Z3 or L3(2) × S3,

respectively, and M1 ∩M2 is a Sylow 2-subgroup in M1;

(b) r ≤ 5; G/L either contains Outdiag(L) or is isomorphic to Z4, (M1,M2)2 =
Z(O2(M1 ∩ L)) and (M2,M1)2 = Z(O2(M2 ∩ L)) are elementary abelian groups of order 22,
(M1,M2)1 = [O2(M1 ∩ L), O2(M1 ∩ L)] and (M2,M1)1 = [O2(M2 ∩ L), O2(M2 ∩ L)] are elementary abelian

groups of order 25, O2(M1 ∩ L)/[O2(M1 ∩ L), O2(M1 ∩ L)] is an elementary abelian group of order 26; the

group (M1 ∩L)/O2(M1 ∩L) is isomorphic to the group S3, |M1 : M1 ∩M2| = 24, |M1 ∩M2 ∩L| = 211, and an

element of order 3 from M1 ∩ M2 (in the case G/L ∼= A4 or G/L ∼= S4) induces on the group L its standard

graph automorphism.

In any of cases (a) and (b), the triples (G,M1,M2) from Π exist and form one class up to equivalence.

Keywords: finite primitive permutation group, stabilizer of a point, Sims conjecture, almost simple group,
group of orthogonal Lie type.

MSC: 20B15, 20D06, 05C25
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Введение

Пусть G — группа и M1, M2 — подгруппы группы G. Следуя [3], для каждого i ∈ N
индуктивно определим подгруппы (M1,M2)

i и (M2,M1)
i из M1 ∩ M2, называемые нами

i-ми взаимными ядрами подгруппы M1 относительно M2 и подгруппы M2 относительно M1

соответственно. Положим

(M1,M2)
1 = (M1 ∩M2)M1

, (M2,M1)
1 = (M1 ∩M2)M2

.

Для i ∈ N, предполагая, что (M1,M2)
i и (M2,M1)

i уже определены, положим

(M1,M2)
i+1 = ((M1,M2)

i ∩ (M2,M1)
i)M1

, (M2,M1)
i+1 = ((M1,M2)

i ∩ (M2,M1)
i)M2

.

Нас интересует случай, когда G — конечная группа, M1 и M2 — различные сопряженные
максимальные подгруппы группы G, (M1)G = (M2)G = 1 и 1 < |(M1,M2)

2| ≤ |(M2,M1)
2| (со-

ответствующую мотивировку, связанную с усиленной версией гипотезы Симса, см. в [4, ч. I]).
Множество всех таких троек (G,M1,M2) обозначается через Π. Мы рассматриваем тройки
из Π с точностью до следующей эквивалентности: тройки (G,M1,M2) и (G′,M ′

1,M
′
2) из Π эк-

вивалентны, если существует изоморфизм G на G′, отображающий M1 на M ′
1 и M2 на M ′

2. От-
метим, что согласно [4, ч. I, предложение 1.1(а)] вторые взаимные ядра (M1,M2)

2 и (M2,M1)
2

являются p-группами для некоторого простого числа p.

Цель нашего цикла статей — описать множество Π. Это описание существенно усилит
результаты из [3]. Ранее нами рассмотрены случаи, когда группа G не является почти простой
группой или имеет простой знакопеременный цоколь и когда G — группа с простым цоколем
Soc(G) неортогонального лиева типа и M1 ∩ Soc(G) — непараболическая подгруппа в Soc(G)
(см. [4]). Данная статья цикла посвящена рассмотрению случая, когда G — группа с простым
ортогональным цоколем Soc(G) и M1 ∩ Soc(G) — непараболическая подгруппа в Soc(G).

Доказана следующая

Теорема. Пусть (G,M1,M2) ∈ Π, L = Soc(G) — простая ортогональная группа сте-

пени ≥ 7 и M1 ∩ L — непараболическая подгруппа в L. Тогда L ∼= O+
8 (r), где r — некото-

рое нечетное простое число, (M1,M2)
3 = (M2,M1)

3 = 1 и выполняется одно из следующих

утверждений:

(a) r ≡ ±1 (mod 8), группа G изоморфна O+
8 (r) : Z3 или O+

8 (r) : S3, (M1,M2)
2 = Z(O2(M1))

и (M2,M1)
2 = Z(O2(M2)) — элементарные абелевы группы порядка 23, (M1,M2)

1 = O2(M1)
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и (M2,M1)
1 = O2(M2) — специальные группы порядка 29, группа M1/O2(M1) изоморфна

L3(2) × Z3 или L3(2) × S3 соответственно и M1 ∩M2 — силовская 2-подгруппа в M1;
(b) r ≤ 5, группа G/L либо содержит Outdiag(L), либо изоморфна Z4, (M1,M2)

2 =
Z(O2(M1 ∩ L)) и (M2,M1)

2 = Z(O2(M2 ∩ L)) — элементарные абелевы группы порядка 22,
(M1,M2)

1 = [O2(M1∩L), O2(M1∩L)] и (M2,M1)
1 = [O2(M2∩L), O2(M2∩L)] — элементарные

абелевы группы порядка 25, O2(M1∩L)/[O2(M1∩L), O2(M1∩L)] — элементарная абелева группа

порядка 26, группа (M1∩L)/O2(M1∩L) изоморфна S3, |M1 : M1∩M2| = 24, |M1∩M2∩L| = 211

и элемент порядка 3 из M1 ∩M2 (при G/L ∼= A4 или G/L ∼= S4) индуцирует на группе L ее

стандартный графовый автоморфизм.

В каждом из случаев (a) и (b) тройки (G,M1,M2) существуют и образуют один класс эк-

вивалентности.

В конце статьи указаны опечатки в [4, ч. III].

1. Обозначения и предварительные результаты

Используемые в статье терминология и обозначения в основном стандартны (см., напри-
мер, [6; 8; 9; 12; 13]). Следуя [6], простая ортогональная группа степени n над полем GF (q)
обозначается через On(q) для нечетного n и через Oε

n(q) для четного n, где ε ∈ {+,−}.
В доказательстве теоремы мы используем следующее общее утверждение о взаимных ядрах

подгрупп.

Лемма 1.1. Пусть G — конечная группа и L — нормальная подгруппа в G. Тогда для

произвольных подгрупп M1, M2 группы G и произвольного целого положительного числа i
имеем

(M1,M2)
i ∩ L ≤ (M1 ∩ L,M2 ∩ L)i.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку

(M1,M2)
1 ∩ L =

(
∩g∈M1

((M1 ∩M2)
g)
)
∩ L ≤

(
∩g∈M1∩L ((M1 ∩M2)

g)
)
∩ L

= ∩g∈M1∩L

(
(M1 ∩M2 ∩ L)g

)
= (M1 ∩ L,M2 ∩ L)1,

утверждение справедливо для i = 1. Предположим, что утверждение справедливо для i = i0,
где i0 — некоторое целое положительное число, и покажем, что тогда утверждение справедливо
и для i = i0 + 1. Для этого замечаем, что

(M1,M2)
i0+1 ∩ L =

(
∩g∈M1

(
(M1,M2)

i0 ∩ (M2,M1)
i0
)g)

∩ L

≤ (M1,M2)
i0 ∩

(
∩g∈M1∩L

(
((M2,M1)

i0)g
))

∩ L

=
(
(M1,M2)

i0 ∩ L
)
∩
(
∩g∈M1∩L

((
(M2,M1)

i0 ∩ L
)g))

≤ (M1 ∩ L,M2 ∩ L)i0 ∩
(
∩g∈M1∩L

(
((M2 ∩ L,M1 ∩ L)i0)g

))

= ∩g∈M1∩L

((
(M1 ∩ L,M2 ∩ L)i0 ∩ (M2 ∩ L,M1 ∩ L)i0

)g)
= (M1 ∩ L,M2 ∩ L)i0+1.

�

В дальнейшем пусть (G,M1,M2) ∈ Π, Soc(G) — простая ортогональная группа On(q) (n ≥ 7
и nq нечетно) или Oε

n(q) (n ≥ 8 четно и ε ∈ {+,−}), где q — степень простого числа r,
M1 ∩ Soc(G) — непараболическая подгруппа в Soc(G) и M2 = Mg

1 = gM1g
−1, где g ∈ G.

Положим для краткости L = Soc(G) (мы считаем, что L = Inn(L) E G ≤ Aut(L)), M = M1,
M0 = M ∩ L, K1 = (M1,M2)

2, K2 = (M2,M1)
2, T1 = K1 ∩ L, T2 = K2 ∩ L, R1 = Op((M1,M2)

1)
и R2 = Op((M2,M1)

1). Ввиду [4, ч. I, предложение 1.1; 4, ч. II, предложение 1.1] подгруппа M
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есть p-локальная максимальная подгруппа в G c F ∗(M) = Op(M) для некоторого простого
числа p (отличного от r), F ∗(M0) = Op(M0), G = ML, K1K2 ≤ R1∩R2 ≤ Op(M1)∩Op(M2), где
R1 = Op((M1,M2)

1), R2 = Op((M2,M1)
1) и K1 6= K2. Поскольку G = ML, будем считать, что

g ∈ L. Пусть V — векторное пространство размерности n над полем F = Fq с невырожденной
квадратичной формой, ассоциированное с ортогональной группой L. Естественным образом
считаем, что L = O(V ) ≤ PSO(V ) ≤ PGO(V ) ≤ PCGO(V ) ≤ PΓO(V ) ≤ Aut(L), причем
G ≤ PΓO(V ) при L ≇ O+

8 (q) (мы используем обозначения из [8]).

Для произвольной подгруппы H группы PΓO(V ) через H̃ обозначается полный прооб-
раз H при естественном гомоморфизме ΓO(V ) → PΓO(V ). Для произвольного элемента h
группы PΓO(V ) через h̃ обозначается (некоторый) его прообраз при естественном гомомор-
физме ΓO(V ) → PΓO(V ). Для произвольного элемента h группы ΓO(V ) через h̄ обозначается
его образ при естественном гомоморфизме ΓO(V ) → PΓO(V ).

Для векторного пространства мы используем как синонимы термины “одномерное подпро-
странство” и “прямая”.

Под графовым автоморфизмом группы O+
8 (q) будем понимать ее автоморфизм, определен-

ный в [13, определение 2.5.13(b)], под стандартным графовым автоморфизмом группы O+
8 (q) —

ее автоморфизм, Aut(O+
8 (q))-сопряженный c автоморфизмом из [13, теорема 2.5.1(d)].

Лемма 1.2. Выполняется одно из следующих утверждений:

(i) подгруппы K1 и K2 имеют нетривиальные пересечения с L;

(ii) L ∼= O+
8 (q), q нечетно, p = 2, LE = Inndiag(L) < G для некоторой четверной под-

группы E, M = NL(E) и G содержит графовый автоморфизм порядка 3 группы L.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что п. (i) не верен, и пусть K1 ∩ L = 1 (слу-
чай K2 ∩ L = 1 рассматривается аналогично). Поскольку K1 — неединичная нормальная
p-подгруппа в M , существует минимальная неединичная нормальная в M подгруппа E, со-
держащаяся в K1. Ясно, что M0 = CL(E).

Ввиду минимальности E, равенства G = ML и [13, 2.5.12] либо LE = Inndiag(L) и вы-
полняется п. (ii), либо подгруппа E порождается некоторым элементом x порядка p. Таким
образом, можно считать, что выполняется второй случай и, следовательно, M0 = CL(x) и
M = NG(〈x〉). Элемент x индуцирует на L внешний автоморфизм порядка p. Согласно [13,
2.5.12] этот автоморфизм внутренне-диагональный, графовый, полевой или графово-полевой.
Ввиду [13, 4.5.1, 4.7.3, 4.8.2, 4.9.1] и максимальности в G подгруппы M это противоречит
равенству F ∗(M0) = Op(M0). �

2. Доказательство теоремы в случае, когда группа L не изоморфна O+
8 (q)

В данном разделе предполагается, что группа L не изоморфна O+
8 (q).

Согласно теореме 2.2.19 из [8], являющейся уточненной версией теоремы Ашбахера [5],
группа M принадлежит одному из классов Ашбахера Ci(G) геометрических подгрупп груп-
пы G для 1 ≤ i ≤ 8, которые мы определяем как факторгруппы по Z(G̃) геометрических
подгрупп группы G̃ из соответствующих ее классов Ci, определенных в [8, разд. 2.2]. Возмож-

ное строение M̃1 ∩ Ω(V ) приведено в [8, табл. 2.3, 2.5–2.11].

Далее мы рассмотрим возможность включения подгруппы M в каждый класс Ci(G),
1 ≤ i ≤ 8, в отдельности.

Лемма 2.1. M /∈ C1(G).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что лемма не верна. Тогда ввиду равенства
F ∗(M0) = Op(M0) и [8, табл. 2.3; 15, разд. 2.9, 4.1; 13, теорема 4.5.1] имеем L ∼= O7(3),
M0

∼= SO3(3)× SO+
4 (3)

∼= S4 × ((SL2(3) ◦ SL2(3)).2).
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Ввиду леммы 1.2 подгруппы T1 и T2 нетривиальны. Положим Zi = Z(O2(Mi ∩L)) и 〈zi〉 =
[O2(Mi∩L), O2(Mi∩L)] для i ∈ {1, 2}. Можно считать, что zg1 = z2. Поскольку T1T2 ≤ R1∩R2,
имеем [Ti, Ti] ≤ 〈z1〉 ∩ 〈z2〉 = 1 для i ∈ {1, 2}. Поэтому подгруппы T1 и T2 абелевы, а значит,
подгруппы Z1T1 и Z2T2 абелевы.

Покажем, что Ti ≤ Zi для i ∈ {1, 2}. Предположим противное, т. е. что Ti � Zi для неко-
торого i ∈ {1, 2}. Подгруппа Mi ∩ L действует неприводимо на O2(Mi ∩ L)/Zi, следовательно,
ZiTi = O2(Mi∩L), что противоречит некоммутативности подгруппы O2(Mi∩L). Поэтому наше
утверждение доказано.

Ввиду [6] подгруппа M0 содержит некоторую силовскую 2-подгруппу S группы L и
NL(S) < M0. Теорема Бернсайда [12, теорема 7.1.1] влечет, что подгруппа 〈z1〉 сильно замкнута
в Z(S) относительно L. Поэтому подгруппа 〈z1〉 сильно замкнута в Z(O2(M)∩L) относитель-
но L, а следовательно, подгруппа 〈z2〉 сильно замкнута в Z(O2(M2) ∩ L) относительно L .

Предположим, что T2 не лежит в Z1. Тогда CO2(M)∩L(T2) = Z1T2 ≤ M1 ∩ M2 и, следо-
вательно, Z1 < Z1T2 ≤ R1. Подгруппа M1 ∩ L действует неприводимо на O2(M1 ∩ L)/Z1,
поэтому R1 ∩ L = O2(M1 ∩ L) и, следовательно, коммутант и центр подгруппы R1 ∩ L равны
〈z1〉 и Z1 соответственно. Подгруппа T2 нормальна в R1 и не содержится в Z1, следовательно,
〈z1〉 ≤ [T2, R1 ∩ L] ≤ T2. Но тогда по предыдущему абзацу имеем 〈z1〉 = 〈z2〉, что невозможно.

Итак, T2 лежит в Z1. Ясно, что T2 < Z1. Аналогично получаем, что T1 < Z2. Тогда
|T1|, |T2| ≤ 4. Если |T1| = 2, то T1 = 〈z1〉 < Z2 и, следовательно, 〈z1〉 = 〈z2〉, что невозмож-
но. Аналогично получаем, что |T2| 6= 2. Поэтому Ti — единственная четверная минимальная
нормальная подгруппа в Mi ∩L для i ∈ {1, 2}. Но тогда Z1 ∩Z2 = T1 = T2, что невозможно. �

Лемма 2.2. M /∈ C6(G).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что лемма не верна. Тогда согласно [8, табл. 2.9]
имеем, что Op(M0) — (нетривиальная) элементарная абелева группа, на которой группа
M0/Op(M0) действует неприводимо. Так как согласно лемме 1.2 для каждого i ∈ {1, 2} нор-
мальная p-подгруппа Ti группы Mi неединична, то отсюда следует, что Ti = Op(Mi ∩ L) для
каждого i ∈ {1, 2} и, в частности, |T1| = |T2|. Но T2 ≤ Op(M1)∩L = Op(M1∩L). Следовательно,
T1 = T2, что невозможно. �

Лемма 2.3. M /∈ Ci(G) для i ∈ {3, 4, 5, 7, 8}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Лемма следует из равенства F ∗(M0) = Op(M0) и [8, табл. 2.6–2.8,
2.10, 2.11; 15, разд. 2.9, 4.3, 4.4, 4.5, 4.7, 4.8]. �

Лемма 2.4. M /∈ C2(G).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что лемма не верна. Согласно [8, теоре-

ма 2.2.19.(i).(b)] подгруппа M̃1 есть стабилизатор в G ортогонального разложения V =
V1 + . . . + Vt пространства V на изометричные невырожденные подпространства V1, . . . , Vt,
где t ≥ 2 и dimVi = m = n/t для всех 1 ≤ i ≤ t, одного из перечисленных в [8, табл. 2.4] типов.
В [8, табл. 2.5] для каждого из этих типов указано строение группы M0 = M1 ∩ L (точнее,

группы M̃0 ∩Ω(V ) — стабилизатора разложения в группе Ω(V )), см. [8, теорема 2.2.19.(i).(b)].
Из этого строения и равенства F ∗(M0) = Op(M0) следует, что m ≤ 4 и t ≥ 3. Отметим
также, что согласно [8, табл. 2.5] (см. также [8, лемма 2.2.4]) группа M0 индуцирует на мно-
жестве {V1, . . . , Vt} симметрическую или знакопеременную группу подстановок. Кроме того, в
силу леммы 1.2 подгруппы K1 ∩ L и K2 ∩ L нетривиальны.

Положим C1 = {h ∈ G : h(Vi) = Vi для всех 1 ≤ i ≤ t} — ядро действия M1 на множе-
стве {V1, . . . , Vt}, C2 = gC1g

−1 — ядро действия M2 на множестве {g(V1), . . . , g(Vt)}. Имеет
место включение

Op(M1) ≤ C1. (2.1)
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Действительно, из строения группы M0 (см. [8, табл. 2.5]) легко следует справедливость (2.1) в
случае m ≥ 3, а также в случае t ≥ 5 (в последнем случае достаточно воспользоваться тем, что
M0 индуцирует на {V1, . . . , Vt} либо симметрическую группу, либо знакопеременную группу).
Что касается случая, когда m ≤ 2 и t ≤ 4, то он невозможен в силу n ≥ 7 и L 6∼= O+

8 (q).

Поскольку K1 и K2 являются подгруппами группы Op(M1) ∩Op(M2), то из (2.1) следует

〈K1,K2〉 ≤ C1 ∩ C2. (2.2)

Так как {V1, . . . , Vt} 6= {g(V1), . . . , g(Vt)} (поскольку M1 6= M2), будем, не теряя общности,
предполагать, что g(V1) 6∈ {V1, . . . , Vt}. Тогда найдется w ∈ g̃(V1) такой, что w = w1 + . . .+wt,
где wi ∈ Vi для каждого 1 ≤ i ≤ t, причем wk 6= 0 6= wl для некоторых 1 ≤ k < l ≤ t.

С л у ч а й m = 1. Поскольку 1 6= K1∩L E M1 (см. лемму 1.2), причем K1 ≤ C1 (см. (2.2)), а
M1 индуцирует на множестве {V1, . . . , Vt} группу подстановок, содержащую знакопеременную
группу, то согласно [8, табл. 2.5] некоторый элемент h ∈ K1 ∩ L не стабилизирует подпро-
странство 〈wk + wl〉 векторного пространства V . Но тогда (учитывая, что h ∈ C1) элемент h
не стабилизирует и подпространство 〈w1+ . . .+wt〉 = 〈w〉 = g(V1) векторного пространства V .
Полученное противоречие c K1 ≤ C2 (см. (2.2)) завершает рассмотрение случая m = 1.

С л у ч а й m = 2. Согласно [8, табл. 2.5] для G̃ и M̃1 имеет место случай O
ε, тип GOε1

2 (q)≀St.
Далее, согласно [8, табл. 2.4] Vi невырождено и ε1 = sgn(Vi) для каждого 1 ≤ i ≤ t, а ε = −
лишь при ε1 = − и нечетном t.

Если ε1 = +, то, с учетом [8, табл. 2.5] и O(V ) = [PGO(V ), PGO(V )], для каждого 1 ≤ i ≤ t
стабилизатор Vi в группе M1 ∩ O(V ) = M0, индуцирует на множестве одномерных подпро-
странств пространства Vi группу PGO(Vi) ∼= PGO+

2 (q)
∼= D(2,q)(q−1). Более того, для произ-

вольных различных 1 ≤ i1, i2 ≤ t в M0 имеется подгруппа Ri1,i2 , стабилизирующая все одно-
мерные подпространства пространств Vj , 1 ≤ j ≤ t, i1 6= j 6= i2, и индуцирующая на множестве
одномерных подпространств пространства Vi1 группу PGO(Vi1), а на множестве одномерных
подпространств пространства Vi2 группу PGO(Vi2). Отметим, что группа PGO(Vi), 1 ≤ i ≤ t,
действует транзитивно на множестве (из q−1) несингулярных прямых Vi в случае четного q, а
в случае нечетного q имеет на этом множестве в точности две орбиты, длиной (q−1)/2 каждая,
являющиеся множеством несингулярных прямых Vi, значения квадратичной формы на векто-
рах которых являются квадратами в поле F , и множеством прямых Vi, значения квадратичной
формы на ненулевых векторах которых не являются квадратами в поле F .

Если ε1 = −, то для каждого 1 ≤ i ≤ t подпространство Vi пространства V не содержит
ненулевых сингулярных векторов и, с учетом [8, табл. 2.5] и O(V ) = [PGO(V ), PGO(V )], огра-
ничение на множество прямых Vi стабилизатора Vi в группе M1 ∩ O(V ) = M0, есть группа
PGO(Vi) ∼= PGO−

2 (q)
∼= D(2,q)(q+1), индуцированная группой GO(Vi) ∼= GO−

2 (q)
∼= D2(q+1) и

действующая транзитивно как на множестве прямых Vi, значения квадратичной формы на
векторах которых являются квадратами в поле F , так и, в случае нечетного q, на множе-
стве прямых Vi, значения квадратичной формы на ненулевых векторах которых не являются
квадратами в поле F .

Из равенства F ∗(M1 ∩ L) = Op(M1 ∩ L) с учетом [8, предложение 2.3.6] и [11] следует, что
при ε1 = + либо q = 9 (при этом p = 2), либо q — простое нечетное число > 3 и q − 1 —
степень 2 (при этом p = 2), либо q — степень 2 и q − 1 — простое нечетное число (при этом
p = q−1), а при ε1 = − либо q = 8 (при этом p = 3), либо q — простое нечетное число и q+1 —
степень 2 (при этом p = 2), либо q — степень 2 и q + 1 — простое нечетное число (при этом
p = q + 1).

Рассмотрим отдельно случаи нечетного и четного q.

Предположим, что q нечетно (и, следовательно, p = 2). При этом предположении из
вида M0 (см. [8, табл. 2.5]) и 1 6= K1 ∩ L E M1 (см. лемму 1.2) следует существование для

произвольных различных 1 ≤ i1, i2 ≤ t элемента hi1,i2 группы K̃1 ∩ L̃, который действует тож-
дественно на каждом из подпространств Vi, 1 ≤ i ≤ t, i1 6= i 6= i2, векторного пространства V и
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инвертирует подпространства Vi1 и Vi2 . Кроме того, из вида M0 и 1 6= g−1(K2 ∩L)g E M1 (см.

лемму 2.2) следует, что g̃hi1,i2 g̃
−1 ∈ K̃2 ∩ L̃ ≤ O2((M1,M2)

1) для всех 1 ≤ i1, i2 ≤ t, i1 6= i2. В
частности, учитывая (2.2), для произвольных различных 1 ≤ i1, i2 ≤ t получаем, что элементы

hi1,i2 и g̃hi1,i2 g̃
−1 содержатся в C̃1 ∩ C̃2 ∩ L̃.

Покажем, что если g̃(Vi) 6∈ {V1, . . . , Vt}, где 1 ≤ i ≤ t, то для некоторых 1 ≤ i′ < i′′ ≤ t
имеем dim(g̃(Vi) ∩ Vi′) = 1 = dim(g̃(Vi) ∩ Vi′′), и что, аналогично, если Vi 6∈ {g̃(V1), . . . , g̃(Vt)},
где 1 ≤ i ≤ t, то для некоторых 1 ≤ i′ < i′′ ≤ t имеем dim(Vi ∩ g̃(Vi′)) = 1 = dim(Vi ∩ g̃(Vi′′)).

Следующие рассуждения аналогичны рассуждениям из доказательства леммы 2.8 (в слу-
чае m = 2) в [4, ч. III]. Пусть g̃(Vi) 6∈ {V1, . . . , Vt}, где 1 ≤ i ≤ t. Тогда найдется v ∈ g̃(Vi)
такой, что v = v1 + . . . + vt, где vj ∈ Vj для всех 1 ≤ j ≤ t, причем vi′ 6= 0 6= vi′′ для
некоторых 1 ≤ i′ < i′′ ≤ t. Докажем, что g̃(Vi) ∩ Vi′ = 〈vi′〉 и g̃(Vi) ∩ Vi′′ = 〈vi′′〉, для чего,

очевидно, достаточно доказать, что g̃(Vi) содержит vi′ и vi′′ . Но с учетом hi′,i′′ ∈ C̃2 имеем

vi′ + vi′′ = 1
2(v − hi′,i′′(v)) ∈ g̃(Vi), что с учетом hi′,j′ ∈ C̃2, где 1 ≤ j′ ≤ t, i′1 6= j′ 6= i′′,

влечет vi′ =
1
2 (vi′ + vi′′ − hi′,j′(vi′ + vi′′)) ∈ g̃(Vi) и vi′′ =

1
2(vi′ + vi′′ + hi′,j′(vi′ + vi′′)) ∈ g̃(Vi),

завершая доказательство первой части утверждения. Вторая часть утверждения доказыва-
ется сходным образом. Пусть Vi 6∈ {g̃(V1), . . . , g̃(Vt)}, где 1 ≤ i ≤ t. Тогда найдется v ∈ Vi

такой, что v = v1 + . . . + vt, где vj ∈ g̃(Vj) для всех 1 ≤ j ≤ t, причем vi′ 6= 0 6= vi′′ для
некоторых 1 ≤ i′ < i′′ ≤ t. Докажем, что Vi ∩ g̃(Vi′) = 〈vi′〉 и Vi ∩ g̃(Vi′′) = 〈vi′′〉, для че-
го, очевидно, достаточно доказать, что Vi содержит vi′ и vi′′ . Но с учетом g̃hi′,i′′ g̃

−1 ∈ C̃1

(выше было замечено, что g̃hi1,i2 g̃
−1 ∈ C̃1 для произвольных 1 ≤ i1, i2 ≤ t, i1 6= i2) имеем

vi′ + vi′′ =
1
2 (v − g̃hi′,i′′ g̃

−1(v)) ∈ Vi, что с учетом g̃hi′,j′ g̃
−1 ∈ C̃1, где 1 ≤ j′ ≤ t, i′1 6= j′ 6= i′′,

влечет vi′ =
1
2 (vi′ + vi′′ − g̃hi′,j′ g̃

−1(vi′ + vi′′)) ∈ Vi и vi′′ =
1
2 (vi′ + vi′′ + g̃hi′,j′ g̃

−1(vi′ + vi′′)) ∈ Vi,
завершая доказательство утверждения.

Из доказанного утверждения вытекает справедливость следующих утверждений: w =
wk + wl, g̃(V1) = 〈wk, wl〉, 〈wk〉 = Vk ∩ g̃(V1) и 〈wl〉 = Vl ∩ g̃(V1), причем wk и wl не являются
сингулярными (поскольку (wk, wl) = 0, а g̃(V1) невырождено) и лишь 〈wk〉 и 〈wl〉 являются од-
номерными подпространствами как некоторых Vi, 1 ≤ i ≤ t, так и g̃(V1). Кроме того, поскольку
dim(Vk ∩ g(V1)) = 1, из доказанного утверждения вытекает существование такого 2 ≤ i0 ≤ t,
что dim(Vk ∩ g(Vi0)) = 1.

Пусть 1 ≤ j ≤ t, k 6= j 6= l. Тогда элемент hk,j инвертирует вектор wk и стабилизирует
вектор wl. Ясно, что hk,j нетривиально действует на множестве одномерных подпространств из
g̃(V1), и, следовательно, не стабилизирует отличных от 〈wk〉, 〈wl〉 одномерных подпространств
из g̃(V1).

Если ε1 = + и q > 5 (и тогда, см. выше, q ≥ 9) или ε1 = − и q > 3 (и тогда, см. выше,
q ≥ 7), то для группы Rg

1,j′ , где 2 ≤ j′ ≤ t и j′ 6= i0, стабилизирующей все одномерные
подпространства пространств g̃(Vi), где 1 ≤ i ≤ t и 1 6= i 6= j′, содержащая 〈wk〉 орбита на
множестве одномерных подпространств пространства g̃(V1) имеет длину > 2, и потому для
некоторого h ∈ Rg

1,j′ элемент h̄k,j не стабилизирует h(〈wk〉), т. е.

h−1h̄k,jh(〈wk〉) 6= 〈wk〉. (2.3)

В силу h ∈ Rg
1,j′ ≤ Mg

1 = M2 и h̄k,j ∈ K1 ≤ (M2,M1)
1 имеем h−1h̄k,jh ≤ (M2,M1)

1 ≤ M1.

Таким образом, элемент h̃−1hk,jh̃ стабилизирует разложение V = V1 + . . . + Vt. Кроме того,
элемент h̃−1hk,jh̃ стабилизирует подпространство g̃(V1) пространства V , поскольку элементы
h̃ и hk,j стабилизируют g̃(V1). Так как лишь 〈wk〉 и 〈wl〉 являются одномерными подпростран-
ствами как некоторых Vi, 1 ≤ i ≤ t, так и g̃(V1), из (2.3) следует, что h̃−1hk,jh̃(〈wk〉) = 〈wl〉, а
значит, h̃−1hk,jh̃(Vk) = Vl. Однако последнее равенство противоречит тому, что, поскольку эле-
мент h̃ стабилизирует каждое одномерное подпространство пространства g̃(Vi0) и элемент hk,j
стабилизирует каждое одномерное подпространство пространства Vk, имеет место равенство
h̃−1hk,jh̃(Vk ∩ g̃(Vi0)) = Vk ∩ g̃(Vi0).
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Пусть ε1 = + и q = 5. Тогда для 1 ≤ i ≤ t группа PGO(Vi) имеет на множестве несингуляр-
ных прямых пространства Vi две орбиты длины 2. А именно, если {e, f} — гиперболическая
пара гиперболической плоскости Vi, то PGO(Vi)-орбитами на множестве несингулярных пря-
мых Vi являются X−

i = {〈e+ f〉, 〈e− f〉} и X+
i = {〈e+ 2f〉, 〈e− 2f〉}, т. е. в точности все пары

ортогональных несингулярных прямых Vi. Если v — ненулевой вектор прямой из X−
i , то (v, v)

не есть квадрат в поле F , а если v — вектор прямой из X+
i , то (v, v) есть квадрат в поле F .

Сходная ситуация имеет место при ε1 = − и q = 3. В этом случае для 1 ≤ i ≤ t груп-
па PGO(Vi) имеет на множестве прямых пространства Vi две орбиты X−

i и X+
i длины 2 со

следующими свойствами: если v — ненулевой вектор прямой из X−
i , то (v, v) не есть квадрат в

поле F , а если v — вектор прямой из X+
i , то (v, v) есть квадрат в поле F . При этом множества

X−
i , X+

i и только они являются парами ортогональных прямых Vi.

Дальнейшие рассуждения применимы как в случае ε1 = + и q = 5, так и в случае ε1 = −
и q = 3. Для 1 ≤ i ≤ t ограничение на множество прямых Vi стабилизатора этого множества в
группе M1 содержит группу PGO(Vi) (см. выше), но отлично от PGO(Vi), что можно усмот-
реть из [15, предложение 6.2.11] и [8]. (Если ограничение на множество прямых Vi стабилизато-

ра этого множества в группе M1 есть группа PGO(Vi), то группа M̃1 содержится в стабилизато-
ре ортогонального разложения V в сумму образов 〈wk〉 под действием элементов из G̃, причем
содержится собственным образом, поскольку этот стабилизатор индуцирует на множестве сла-
гаемых разложения группу, содержащую знакопеременную группу An, а группа M1 не имеет
секций, изоморфных An.) Следовательно, для 1 ≤ i ≤ t ограничение на множество прямых Vi

стабилизатора этого множества в группе M1 есть группа PCGO(Vi). Но тогда, учитывая, что

M̃0 индуцирует на множестве слагаемых разложения V = V1+ . . .+Vt симметрическую группу
(см. [8, табл. 2.5]), заключаем, что в M1 имеется элемент h ∈ PCGO(V ) \ PGO(V ), который
для каждого 1 ≤ i ≤ t оставляет на месте множество прямых подпространства Vi. Элемент h
меняет при этом местами множества X−

i и X+
i для каждого 1 ≤ i ≤ t. Действительно, в про-

тивном случае имеются такие 1 ≤ i1, i2 ≤ t, i1 6= i2, что h меняет местами множества X−
i1

и X+
i1

,

а множества X−
i2

и X+
i2

стабилизирует. Но в группе M̃0 найдется элемент, меняющий местами

Vi1 и Vi2 , и коммутатор этого элемента и элемента h̃ меняет местами множества X−
i2

и X+
i2

, что

противоречит [M̃0, h̃] ≤ L̃.

Пусть g̃(Vi) 6∈ {V1, . . . , Vt}, где 1 ≤ i ≤ t. Тогда, как было доказано выше, найдутся 1 ≤
i′, i′′ ≤ t, i′ 6= i′′, такие, что dim(g̃(Vi)∩Vi′) = 1 = dim(g̃(Vi)∩Vi′′). Покажем, что для некоторого
1 ≤ i∗ ≤ t, i∗ 6= i, также имеем dim(g̃(Vi∗) ∩ Vi′) = 1 = dim(g̃(Vi∗) ∩ Vi′′), причем {g̃(Vi) ∩

Vi′ , g̃(Vi∗) ∩ Vi′} = Xξ
i′ и {g̃(Vi) ∩ Vi′′ , g̃(Vi∗) ∩ Vi′′} = Xξ

i′′ для некоторого ξ ∈ {−,+}.

Так как Vi′ 6∈ {g̃(V1), . . . , g̃(Vt)} (поскольку dim(g̃(Vi) ∩ Vi′) = 1), то из доказанного вы-
ше следует существование такого 1 ≤ i∗ ≤ t, i∗ 6= i, что dim(g̃(Vi∗) ∩ Vi′) = 1. Ясно, что
g̃(Vi) ∩ Vi′ и g̃(Vi∗) ∩ Vi′ несингулярны (поскольку Vi′ = 〈g̃(Vi) ∩ Vi′ , g̃(Vi∗) ∩ Vi′〉 невырожде-

но). Пусть j′ ∈ {1, . . . , t} \ {i, i∗}. Тогда элемент g̃hi,j′ g̃
−1 из K̃2 ∩ L̃ ≤ O2((M1,M2)

1)
:

∩ L̃ (см.
выше) инвертирует g̃(Vi) и централизует g̃(Vi∗), а следовательно, меняет местами несингу-
лярные прямые подпространства Vi′ пространства V , отличные от g̃(Vi) ∩ Vi′ и g̃(Vi∗) ∩ Vi′ .
Поскольку определенный выше элемент h группы M1 меняет местами множества X−

i и X+
i ,

отсюда следует, что содержащийся в O2((M1,M2)
1)

:

∩ L̃ ≤ C̃1 ∩ M̃2 ∩ L̃ элемент h̃g̃hi,j′ g̃
−1h̃−1

меняет местами прямые g̃(Vi) ∩ Vi′ и g̃(Vi∗) ∩ Vi′ . Но тогда элемент h̃g̃hi,j′ g̃
−1h̃−1 меняет ме-

стами g̃(Vi) и g̃(Vi∗), оставляя на месте Vi′ и Vi′′ . Отсюда следует, что dim(g̃(Vi∗) ∩ Vi′′) = 1.

Кроме того, с учетом h̃g̃hi,j′ g̃
−1h̃−1 ∈ L̃ отсюда следует, что {g̃(Vi) ∩ Vi′ , g̃(Vi∗) ∩ Vi′} = Xξ

i′ и

{g̃(Vi) ∩ Vi′′ , g̃(Vi∗) ∩ Vi′′} = Xξ′

i′′ для некоторых ξ, ξ′ ∈ {−,+}. Остается доказать, что ξ = ξ′.

Элемент hi′,j′ ∈ L̃ инвертирует Vi′ и централизует Vi′′ , а следовательно, меняет местами несин-
гулярные прямые подпространства g̃(Vi) пространства V , отличные от g̃(Vi)∩ Vi′ и g̃(Vi)∩ Vi′′ .

Но тогда g̃(Vi) ∩ Vi′ ∈ Xξ′′

i′ и g̃(Vi) ∩ Vi′′ ∈ Xξ′′

i′′ для некоторого ξ′′ ∈ {−,+}. Таким образом,
ξ = ξ′′ = ξ′.
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Так как dim(g̃(V1) ∩ Vk) = 1 = dim(g̃(V1) ∩ Vl) (см. выше), то из доказанного утверждения
следует существование такого 2 ≤ i0 ≤ t, что dim(g̃(Vi0) ∩ Vk) = 1 = dim(g̃(Vi0) ∩ Vl), причем

{g̃(V1) ∩ Vk, g̃(Vi0) ∩ Vk} = Xξ0
k и {g̃(V1) ∩ Vl, g̃(Vi0) ∩ Vl} = Xξ0

l для некоторого ξ0 ∈ {−,+}.

Если a ∈ O2((M1,M2)
1)∩L, то согласно (2.1) элемент a стабилизирует каждое из множеств

прямых X−
i и X+

i для каждого 1 ≤ i ≤ t. Покажем, что при этом для любого ξ ∈ {−,+} эле-

мент a либо стабилизирует каждую прямую из ∪1≤i≤tX
ξ
i , либо сдвигает каждую прямую из

∪1≤i≤tX
ξ
i . Предположим, что, напротив, для некоторого a ∈ O2((M1,M2)

1) ∩ L и некоторого
ξ ∈ {−,+} найдутся 1 ≤ i′, i′′ ≤ t, i′ 6= i′′ такие, что элемент a меняет местами прямые из

Xξ
i′ и стабилизирует каждую прямую из Xξ

i′′ . Так как группа M̃0 индуцирует на {V1, . . . , Vt}
симметрическую группу (см. выше), то, заменяя в случае необходимости элемент a на эле-
мент, сопряженный с ним в группе M1, будем без потери общности предполагать, что i′ = k
и i′′ = l. Далее, заменяя в случае необходимости элемент a на элемент hah−1, будем без по-
тери общности предполагать, кроме того, что ξ = ξ0. Но тогда ãg̃(V1) 6∈ {g̃(V1), . . . , g̃(Vt)} и,
следовательно, a 6∈ M2, что противоречит a ∈ O2((M1,M2)

1) ≤ M2.

Теперь мы можем завершить рассмотрение случая ε1 = +, q = 5 и случая ε1 = −, q = 3.
Для произвольных 1 ≤ i1, i2 ≤ t, i1 6= i2, элемент gh̄i1,i2g

−1 ∈ K2 ∩ L ≤ O2((M1,M2)
1 ∩ L

стабилизирует согласно (2.2) каждое из множеств прямых X−
i и X+

i для любого 1 ≤ i ≤ t,
причем, учитывая только что доказанное, для произвольного ξ ∈ {−,+} либо стабилизирует

каждую прямую из ∪1≤i≤tX
ξ
i , либо сдвигает каждую прямую из ∪1≤i≤tX

ξ
i . В частности, для

произвольных j′ ∈ {2, . . . , t} \ {i0} и ξ′ ∈ {−,+} \ {ξ0} (i0 и ξ0 были определены выше) эле-
мент g̃h1,j′ g̃

−1, который инвертирует подпространство g̃(V1) пространства V и централизует

подпространство g̃(Vi0) пространства V , меняет местами прямые из Xξ′

i для каждого 1 ≤ i ≤ t.
Мы покажем, однако, что последнее невозможно.

Пусть i — некоторый элемент из {2, . . . , t} \ {i0}. Тогда (см. выше) справедливо одно из
следующих утверждений:

1) g̃(Vi) ∈ {V1, . . . , Vt};

2) найдутся 1 ≤ i′, i′′ ≤ t, i′ 6= i′′, и 1 ≤ i∗ ≤ t, i∗ 6= i, такие, что dim(g̃(Vi) ∩ Vi′) =
dim(g̃(Vi∗) ∩ Vi′) = 1 = dim(g̃(Vi) ∩ Vi′′) = dim(g̃(Vi∗) ∩ Vi′′).

Если имеет место 1), то, полагая выше j′ = i, получаем, что элемент g̃h1,j′ g̃
−1 инвертирует

подпространство g̃(Vi) ∈ {V1, . . . , Vt} пространства V и потому стабилизирует все прямые это-
го подпространства. Противоречие. Если имеет место 2), то, выбирая j′ ∈ {2, . . . , t} \ {i0, i, i

∗}
(при этом мы пользуемся тем, что L 6∼= O+

8 (q) и, следовательно, t > 4), получаем, что элемент
g̃h1,j′ g̃

−1 централизует подпространства g̃(Vi) и g̃(Vi∗) пространства V , а потому с учетом
〈g̃(Vi), g̃(Vi∗)〉 = 〈Vi′ , Vi′′〉 централизует и подпространства Vi′ и Vi′′ пространства V . Противо-
речие.

Предположим, что q четно. Рассмотрим раздельно случаи ε1 = + и ε1 = −.

Предположим, что ε1 = +. При этом предположении согласно [8, предложение 2.3.6] имеем

q ≥ 8. Из вида M̃1 ∩ Ω(V ) (см. [8, табл. 2.5]) и 1 6= K1 ∩ L E M1 (см. лемму 1.2) следует

существование для произвольных различных 1 ≤ i1, i2 ≤ t элемента hi1,i2 группы K̃1, который
действует тождественно на каждом из подпространств Vi, 1 ≤ i ≤ t, i1 6= i 6= i2, векторного
пространства V , не стабилизирует ни одну из несингулярных прямых подпространств Vi1 и Vi2

векторного пространства V и умножает векторы сингулярных прямых подпространств Vi1 и
Vi2 векторного пространства V на неединичные элементы поля F (различные, вообще говоря,
для различных прямых). Заметим, что hi1,i2 стабилизирует каждое подпространство g̃(Vi),
1 ≤ i ≤ t, векторного пространства V , поскольку h̄i1,i2 ∈ K1 ≤ Op(M2) ≤ C2 (см. (2.1)).
Заменяя в случае необходимости вектор w на вектор w+hk,l(w) ∈ g̃(V1), будем в дальнейшем,
не теряя общности, предполагать, что w = wk + wl. Выберем 1 ≤ j ≤ t, отличное от k и l.
Если ни один из векторов wk, wl не является сингулярным, то содержащиеся в g̃(V1) векторы
w, hk,j(w) и hl,j(w) линейно независимы. Противоречие с dim(g̃(V1)) = 2. Следовательно, wk

или wl является сингулярным. Пусть, для определенности, вектор wk сингулярен. Тогда из
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w + hk,j(w) ∈ g̃(V1) вытекает wk ∈ g̃(V1), что, в свою очередь, влечет wl = w + wk ∈ g̃(V1).
Таким образом, гиперболическая плоскость g̃(V1) содержит ортогональные векторы wk ∈ Vk и
wl ∈ Vl, причем вектор wk сингулярен, что невозможно. Полученное противоречие завершает
рассмотрение случая ε1 = + для четного q.

Предположим теперь, что ε1 = −. Из вида M̃1 ∩Ω(V ) (см. [8, табл. 2.5]) и 1 6= K1 ∩L E M1

(см. лемму 2.2) следует существование для произвольных различных 1 ≤ i1, i2 ≤ t эле-

мента hi1,i2 группы K̃1, который действует тождественно на каждом из подпространств Vi,
1 ≤ i ≤ t, i1 6= i 6= i2, и не стабилизирует ни одну из прямых подпространств Vi1 и Vi2 вектор-
ного пространства V . Выбирая 1 ≤ j ≤ t, отличное от k и l, получаем теперь (рассматривая
“проекции” векторов w, hk,j(w) и hl,j(w) на Vk+Vl для разложения V = V1+ . . .+Vt и учитывая
K1 ≤ C2, см. (2.2)), что содержащиеся в g̃(V1) векторы w, hk,j(w) и hl,j(w) линейно независимы.
Противоречие с dim(g̃(V1)) = 2 завершает рассмотрение случая ε1 = − для четного q.

С л у ч а й m = 3. Случай невозможен ввиду равенства F ∗(M1 ∩ L) = Op(M1 ∩ L) и
[8, предложение 2.3.6].

С л у ч а й m = 4. В силу равенства F ∗(M1∩L) = Op(M1∩L) и [8, предложение 2.3.6] для

G̃ и M̃1 имеет место случай O
ε, тип GOε1

4 (q) ≀ St, из [8, табл. 2.4], где ε = + (и, следовательно,
sgn(V ) = +), ε1 = + (и, следовательно, sgn(Vi) = + для каждого 1 ≤ i ≤ t) и q = 3, p = 2.
При этом согласно [8, табл. 2.5] справедливы приводимые ниже утверждения 1)–3). (Предва-
рительно напомним, что |SO+

4 (3) : Ω+
4 (3)| = |GO+

4 (3) : SO+
4 (3)| = |CGO+

4 (3) : GO+
4 (3)| = 2,

причем Ω+
4 (3)

∼= F1 ◦ F2, где F1
∼= F2

∼= SL2(3) и Z(F1) = Z(F2), SO
+
4 (3)

∼= (F1 ◦ F2)〈a1〉, где
a1 нормализует F1 и F2, причем F1〈a1〉 ∼= F2〈a1〉 ∼= GL2(3), GO+

4 (3) = SO+
4 (3)〈a2〉, где a2 при

сопряжении меняет местами F1 и F2, и, наконец, CGO+
4 (3) = GO+

4 (3)〈a3〉, где a3 нормализует
подгруппу SO+

4 (3) группы GO+
4 (3) и SO+

4 (3)〈a3〉
∼= GL2(3) ◦GL2(3).)

1) Группа M̃1∩Ω(V ) имеет вид Ω+
4 (3)

t.22(t−1).St (и при действии сопряжением индуцирует
на множестве {V1, . . . , Vt} симметрическую группу St).

2) Группа C̃1 ∩ Ω(V ) имеет вид Ω+
4 (3)

t.22(t−1) и для каждого 1 ≤ i ≤ t индуцирует на Vi

группу GO(Vi) ∼= GO+
4 (3), причем содержит подгруппу, индуцирующую на Vi группу Ω(Vi) ∼=

Ω+
4 (3) и действующую тривиально на каждом подпространстве из {V1, . . . , Vt} \ {Vi}.

3) Группа C̃1 для каждого 1 ≤ i ≤ t индуцирует на Vi либо группу GO(Vi) ∼= GO+
4 (3), либо

группу CGO(Vi) ∼= CGO+
4 (3).

Из 1) и 3) следует, что O2(M̃1) = O2(C̃1) ∼= O2(Ω
+
4 (3)

t). С учетом 2) это влечет суще-

ствование для произвольных различных 1 ≤ i1, i2 ≤ t элемента hi1,i2 группы C̃1, который
действует тождественно на каждом из подпространств Vi, 1 ≤ i ≤ t, i1 6= i 6= i2, векторного
пространства V и инвертирует подпространства Vi1 и Vi2 , причем элемент h̄i1,i2 принадлежит
каждой неединичной нормальной подгруппе группы M1 ∩ Ω(V ) = M0. В частности, с учетом
K1 ∩ L 6= 1 6= K2 ∩ L (см. лемму 2.2) для произвольных различных 1 ≤ i1, i2 ≤ t имеем

hi1,i2 ∈ K̃1 и hi1,i2 ∈ g̃−1K̃2g̃.
Докажем справедливость для произвольных λ ∈ {−1, 1} и 1 ≤ i ≤ t равенства

Vi = (Vi ∩ g̃λ(V1)) + (Vi ∩ g̃λ(V2)) + . . .+ (Vi ∩ g̃λ(Vt)). (2.4)

Если v = v1+. . .+vt, где v ∈ Vi и v1 ∈ g̃λ(V1), . . . , vt ∈ g̃λ(Vt), то для произвольного j ∈ {1, . . . , t}
и произвольных различных j′, j′′ из {1, . . . , t} \ {j} очевидным образом имеем

vj =
1

2

(1
2
(v − g̃λhj,j′ g̃

−λ(v)) − g̃λhj,j′′ g̃
−λ

(1
2
(v − g̃λhj,j′ g̃

−λ(v))
))

,

откуда в силу g̃λhj,j′ g̃
−λ, g̃λhj,j′′ g̃

−λ ∈ O2(M̃1) ≤ C̃1 (см. (2.1) и предыдущий абзац) заключаем,
что vj ∈ Vi. Это доказывает (2.4).

Согласно 2) существует подгруппа A группы C̃1∩Ω(V ), индуцирующая на V1 группу Ω(V1)
и действующая тривиально на каждом из подпространств V2, . . . , Vt векторного простран-
ства V . Ясно, что тогда g̃Ag̃−1 — подгруппа группы C̃2 ∩Ω(V ), индуцирующая на g̃(V1) груп-
пу Ω(g̃(V1)) ∼= Ω+

4 (3) и действующая тривиально на каждом из подпространств g̃(V2), . . . , g̃(Vt)
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пространства V . Пусть j ∈ {1, . . . , t} \ {k, l}. Элемент hk,j группы K̃1 ≤ C̃2 (см. (2.2)) ин-
вертирует ненулевое (в силу (2.4) для λ = −1 и i = 1) подпространство g̃(V1) ∩ Vk и цен-
трализует ненулевое (в силу (2.4) для λ = −1 и i = 1) подпространство g̃(V1) ∩ Vl простран-

ства g̃(V1). Поэтому подгруппа B := 〈xhk,jx
−1 | x ∈ g̃Ag̃−1〉 группы C̃2 индуцирует на g̃(V1)

группу, содержащую O2(Ω(g̃(V1))), и, в частности, действует неприводимо на g̃(V1). Следова-
тельно, учитывая, что 0 6= g̃(V1) ∩ Vk 6= g̃(V1), для некоторого b ∈ B имеем b(Vk) 6= Vk. Но из

hk,j ∈ K̃1, K1 ≤ (M2,M1)
1 E M2 и g̃Ag̃−1 ≤ M̃2 следует, что B ≤ (M2,M1)

1
:

≤ M̃1, и потому
B стабилизирует разложение V = V1 + . . . + Vt. Следовательно, b(Vk) = Vk′ для некоторого
k′ ∈ {1, . . . , t} \ {k}. Далее, согласно (2.4) имеем

Vk = (Vk ∩ g̃(V1)) + (Vk ∩ g̃(V2)) + . . .+ (Vk ∩ g̃(Vt)),

Vk′ = (Vk′ ∩ g̃(V1)) + (Vk′ ∩ g̃(V2)) + . . .+ (Vk′ ∩ g̃(Vt)).

Для произвольного i ∈ {2, . . . , t} группа B стабилизирует каждое одномерное подпространство
векторного пространства Vk ∩ g̃(Vi). Действительно, для любого x ∈ g̃Ag̃−1 элемент xhk,jx

−1

стабилизирует каждое одномерное подпространство векторного пространства Vk ∩ g̃(Vi), по-

скольку x действует тривиально на g̃(Vi), а hk,j инвертирует Vk. Но тогда с учетом B ≤ C̃2

для произвольного i ∈ {2, . . . , t} имеем

Vk ∩ g̃(Vi) = b(Vk ∩ g̃(Vi)) = b(Vk) ∩ b(g̃(Vi)) = Vk′ ∩ g̃(Vi),

что в силу Vk ∩ Vk′ = {0} влечет Vk ∩ g̃(Vi) = {0}. Таким образом,

Vk = (Vk ∩ g̃(V1)) + (Vk ∩ g̃(V2)) + . . . + (Vk ∩ g̃(Vt)) = Vk ∩ g̃(V1)

и, следовательно, Vk = g̃(V1), что противоречит выбору V1 с условием g̃(V1) 6∈ {V1, . . . , Vt}.
Полученное противоречие завершает рассмотрение случая m = 4. �

Справедливость теоремы в рассматриваемом в данном разделе случае следует из
лемм 2.1–2.4.

3. Доказательство теоремы в случае, когда группа L изоморфна O+
8 (q)

В дальнейшем доказательстве теоремы будем предполагать, что группа L изоморфна
O+

8 (q), где q = re. Группа Out(L) имеет следующее копредставление (см. [8, разд. 1.7.1]):
〈τ, γ, ϕ | τ3 = γ2 = (γτ)2 = ϕe = [τ, ϕ] = [γ, ϕ] = 1〉 при четном q и 〈τ, γ, ϕ, δ, δ′ | τ3 = γ2 =
(γτ)2 = δ2 = δ′2 = 1, δτ = δ′, (δ′)τ = δδ′, (δγ)2 = δ′, ϕe = [δ, ϕ] = [τ, ϕ] = [γ, ϕ] = 1〉 при
нечетном q. Здесь δ и δ′ — диагональные автоморфимы, порождающие Inndiag(L), τ и γ —
графовые автоморфизмы и ϕ — полевой автоморфим порядка e группы L. Группа 〈δ′〉 рас-
ширяет Inn(L) = O(V ) до PSO(V ), 〈δ′, γ〉 расширяет O(V ) до PGO(V ), 〈δ′, γ, δ〉 расширяет
O(V ) до PCGO(V ), 〈δ′, γ, δ, ϕ〉 расширяет O(V ) до PΓO(V ). Обозначим через через c число
L-классов подгрупп, сопряженных с M0 в Aut(L), а через S стабилизатор L-класса подгрупп
с представителем M0 относительно действия группы Out(L).

Ввиду равенства F ∗(M0) = Op(M0), [8, табл. 8.50] и [6] выполняется один из следующих
случаев, которые упорядочены как в [8, табл. 8.50]:

(i) q = 2, M0
∼= Ω−

2 (3) × GU3(2).2 ∼= Z3 × (31+2
+ : 2S4), M ∼= 31+4

+ : 2S4 или 31+4
+ .(2S4 × Z2),

S = Out(L);

(ii) q = r ≡ ±3 (mod 8), M̃0 ∩ Ω(V ) ∼= 27.A8, M0
∼= 26.A8, c = 2, S = 〈γ, δ′〉, G/L � 〈γδ′〉;

(iii) q = r ≡ ±3 (mod 8), M̃0 ∩ Ω(V ) ∼= 21+6
+ .A8, M0

∼= 26.A8, c = 4, S = 〈γ, δ′〉;

(iv) q = r ≡ ±1 (mod 8), M̃0 ∩ Ω(V ) ∼= 27.S8, c = 4, S = 〈γ〉;

(v) q = r ≡ ±1 (mod 8), M̃0 ∩ Ω(V ) ∼= 21+6
+ .S8, c = 8, S = 〈γ〉
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(vi) q = r ≥ 3, M̃0 ∩ Ω(V ) ∼= 24.26.L3(2), M0
∼= 23.26.L3(2), c = 4, G/L ∼= Z3 или S3,

S = 〈γ, τ〉;

(vii) q ≥ 5, M̃0 ∩ Ω(V ) ∼= Ω+
2 (q)

4.[2(2, q − 1)]3.S4, c = 1, G/L не содержится в подгруппе из
Out(L), сопряженной с 〈γ, δ′〉 или 〈τ, γ〉 при q = 5;

(viii) M̃0∩Ω(V ) ∼= Ω−
2 (q)

4.[2(2, q−1)]3.S4, c = 1, G/L не содержится в подгруппе из Out(L),
сопряженной с 〈τ, δ′〉 или 〈τ, γ〉 при q = 3;

(ix) q = 3, M̃0 ∩ Ω(V ) ∼= Ω+
4 (3)

2.[4].S2, M0
∼= 2.((A4 ≀ 2) ≀ 2) ∼= (SL2(3) ◦ SL2(3)).D8, c = 1;

(x) M̃0 ∩ Ω(V ) ∼= (D2(q2+1)/(2,q−1))
2.[2(2, q − 1)].S2, c = 1.

Лемма 3.1. Подгруппы K1 и K2 имеют нетривиальные пересечения с L.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. Тогда ввиду леммы 1.2 число q нечет-
но, LE = Inndiag(L) < G для некоторой четверной подгруппы E, M = NL(E) и, следователь-
но, выполняется один из случаев (vii)-(x). Если подгруппа M0 = CL(E) максимальна в L, то
M0 = CL(x) для любой инволюции x из E, что противоречит [13, 4.5.1]. Поэтому выполня-
ется либо случай (vii) с q = 5, либо случай (viii) с q = 3. Но тогда E централизует силов-
скую 2-подгруппу в M0, которая является силовской 2-подгруппой в L, и ввиду [14] имеем
M0 < Y < X < L, где Y ∼= 26 : A8 и X ∼= Ω+

8 (2). Отсюда следует, что подгруппа E нормализу-
ет O2(Y ) в противоречии с [14; 8, табл. 8.50]. �

Рассмотрим далее каждый из случаев (i)-(x).

Пусть выполняется случай (i). Рассуждая, как в случае (iv) доказательства леммы 2.2 из
[4, ч. III], приходим к противоречию.

Пусть выполняется один из случаев (ii)-(v). Тогда Mi ∩ L неприводимо действует на
O2(Mi ∩ L) для i ∈ {1, 2} и, следовательно, Ti = O2(Mi ∩L) для i ∈ {1, 2}. Но T2 ≤ O2(M1 ∩L)
и, следовательно, T1 = T2, что невозможно.

Пусть выполняется случай (ix). Тогда O2(Mi ∩L) ∼= 21+16
+ и Mi ∩L неприводимо действует

на O2(Mi ∩ L)/Z(O2(Mi ∩ L)) для i ∈ {1, 2}. Поскольку Ti ⊳ Mi для i ∈ {1, 2}, отсюда следует,
что Ti = Z(O2(Mi ∩L)) для i ∈ {1, 2}. Поскольку T1 < T1T2 ≤ R1 ∩L, имеем R1 ∩L = O2(M0).
Но тогда T2 ⊳ O2(M0) и, следовательно, T1 = T2, что невозможно.

Пусть выполняется случай (x). Используя [11], получаем, что M0 — p-замкнутая группа,
p > 2 и подгруппа Op(M0) абелева. Поскольку 1 6= T2 ≤ Op(M0), имеем Op(M0) ≤ NL(T2) =
M2∩L. Но подгруппа M2∩L, равная gM0g

−1, также p-замкнута, поэтому Op(M0) = Op(M2∩L),
что невозможно.

Пусть выполняется случай (vi). Тогда из [14] и [8, табл. 8.50] видно, что M0 < Y < X < L,
где Y ∼= 26 : A8 и X ∼= Ω+

8 (2). Можно считать, что X = Φ(k), где Φ — корневая система типа D4

и k = GF (2). Ввиду [1, табл. IV] Φ имеет фундаментальную систему корней Π = {α1, α2, α3, α4}
со схемой Дынкина

❝

❝

❝

❝

✁
✁

✁
✁

❚
❚
❚
❚

α1

α2

α3

α4

и множеством положительных корней Φ+ = {α1, α2, α3, α4, α1 + α2, α3 + α2, α4 + α2, α1 +
α2 + α3, α1 + α2 + α4,α2 + α3 + α4, α1 + α2 + α3 + α4, α1 + 2α2 + α3 + α4}. Пусть
Xα = 〈xα(1)〉 — корневая подгруппа группы X, соответствующая корню α ∈ Φ. Поло-
жим для краткости xα = xα(1). Пусть U =

∏
α∈Φ+ Xα — унипотентная подгруппа груп-

пы X. Используя коммутаторную формулу Шевалле (см. [9, теорема 5.2.2]), легко прове-
ряется, что все нетривиальные коммутаторы пар порождающих xα, α ∈ Φ+, группы U



Стабилизаторы вершин графов с примитивными группами автоморфизмов 121

(с точностью до перестановки элементов пары) исчерпываются следующими: [xα1
, xα2

] =
xα1+α2

, [xα1
, xα2+α3

] = [xα3
, xα1+α2

] = xα1+α2+α3
, [xα1

, xα2+α4
] = [xα4

, xα1+α2
] =

xα1+α2+α4
, [xα1

, xα2+α3+α4
] = [xα3

, xα1+α2+α4
] = [xα4

, xα1+α2+α3
] = xα1+α2+α3+α4

,
[xα3

, xα2
] = xα2+α3

, [xα4
, xα2

] = xα2+α4
, [xα3

, xα1+α2
] = xα1+α2+α3

, [xα2
, xα1+α2+α3+α4

] =
[xα1+α2

, xα2+α3+α4
] = [xα2+α3

, xα1+α2+α4
] = [xα2+α4

, xα1+α2+α3
] = xα1+2α2+α3+α4

.

Поскольку |M0|2 = |X|2, можно считать, что U < M0. Ясно, что U является подгруппой
Бореля, а M0 — параболической подгруппой в X. Положим Pi = 〈U,X−α | α ∈ Π \ {αi}〉
и Ψi = {

∑4
j=1 kjαj ∈ Φ+ | ki > 0} для i ∈ {1, 3, 4}. Ввиду [9, разд. 8.3] P1, P2, P3, P4 —

все параболические максимальные подгруппы в X, содержащие U , и для i ∈ {1, 3, 4} имеем
Pi = UiLi, где Ui =

∏
α∈Ψi

Xα — унипотентный радикал и Li = 〈X±α | α ∈ Π \ {αi}〉 —
дополнение Леви в Pi, причем Li

∼= GL4(2) ∼= A8 для i ∈ {1, 3, 4}. Из вышеприведенных
коммутаторных соотношений следует, что Ui

∼= 26 для i ∈ {1, 3, 4}.
Рассмотрим теперь параболическую подгруппу P0 = P3 ∩ P4 в X. Имеем P0 = U0L0, где

U0 = U3U4 — унипотентный радикал и L0 = 〈X±α1
,X±α2

〉 ∼= L3(2) — дополнение Леви в P0.
Из вышеприведенных коммутаторных соотношений следует, что

U3 ∩ U4 = Z(U0) = Φ(U0) = [U0, U0] = Xα2+α3+α4
×Xα1+α2+α3+α4

×Xα1+2α2+α3+α4
.

Отсюда U0/Z(U0) = (U3/Z(U0)) × (U4/Z(U0)) и L0 точно и неприводимо действует на Z(U0),
U3/Z(U0) и U4/Z(U0).

В рассматриваемом нами случае (vi) можно считать, что M0 = P0. Ввиду [14] и условия (vi)
имеем M/O2(M0) ∼= L3(2)× Z3 или L3(2)× S3, следовательно, O2(M) = O2(M0) и M действу-
ет неприводимо на U0/Z(U0). Ясно, что K1 = Z(U0), M/CM (K1) ∼= L3(2) и CM0

(K1) = U0.
Поэтому [M0, CM (K1)] ≤ M0 ∩ CM (K1) = CM0

(K1) = U0 и, следовательно, CM (K1) содержит
элемент τ∗ порядка 3, нормализующий подгруппу U . При этом можно считать, что τ∗L = τ .

Обозначим через Ab(U) множество всех абелевых подгрупп наибольшего порядка из U .
Ввиду [7, теорема 3.1, лемма 3.10] множество Ab(U) состоит из семи элементарных абелевых
подгрупп порядка 64 и содержит нормальные в U подгруппы U1, U3, U4. Подгруппа 〈τ∗〉 дей-
ствует на множестве Ab(U), не фиксируя ввиду [8, табл. 8.50] ни одной из подгрупп U1, U3,
U4. Пусть Oi обозначает 〈τ∗〉-орбиту на Ab(U), содержащую Ui, для i ∈ {1, 3, 4}. Подгруппы
из O3 ∪O4 содержатся в U0, а подгруппы из O1 не содержатся в U0, так как U0 ⊳M1, |U0| = 29

и |U1U3U4| = 211. Поэтому орбиты O1 и O3 различны и, следовательно, множество O1 ∪ O3

состоит из шести нормальных в U подгрупп. Но тогда и оставшаяся подгруппа из множества
Ab(U)\(O1∪O3) также нормальна в U . Таким образом, каждая абелева подгруппа порядка 64
из U нормальна в U .

Поскольку 1 6= Ki < O2(Mi) для i ∈ {1, 2}, имеем Ki = Z(O2(Mi)) для i ∈ {1, 2}, так что
K2 = gK1g

−1 и, следовательно, O2(M2) = CL(K2) = gCL(K1)g
−1 = gO2(M1)g

−1 = gU0g
−1.

Поскольку K1 < K1K2 < R1 ≤ O2(M0), имеем R1 = O2(M0) и, следовательно, K2 ⊳ U0.
Поэтому U0gU0g

−1 является 2-подгруппой в M0. Подправляя элемент g на подходящий мно-
житель из M0, мы можем считать, что U0gU0g

−1 ≤ U . Но тогда gU0g
−1 = gU3g

−1gU4g
−1,

где подгруппы gU3g
−1 и gU4g

−1 нормальны в U , поэтому подгруппа gU0g
−1 нормальна в U .

Отсюда следует, что U и g−1Ug являются силовскими 2-подгруппами в M0. Поэтому суще-
ствует элемент h ∈ M0 такой, что h−1(g−1Ug)h = U . Поскольку элемент g можно заменить на
элемент gh, мы можем считать, что g нормализует U и, в частности, U ≤ M1 ∩M2.

Используя вышеприведенные коммутаторные соотношения, легко видеть, что

[U,U ] = Φ(U) = 〈Xα | α ∈ Φ+ \ {α1, α2, α3, α4}〉.

Кроме того, в силу [7, теорема 6.1(j)] подгруппа Томпсона J(U) = 〈A | A ∈ Ab(U)〉 группы U
имеет вид J(U) = [U,U ](Xα1

×Xα3
×Xα4

). Ясно, что Z(U) = Xα1+2α2+α3α4
и, следовательно,

CM0
(Z(U)) = J(U)〈X±α2

〉 ∼= J(U) : S3 и CM1
(Z(U)) ∼= J(U) : (S3 × 3) или J(U) : (S3 × S3).

Поскольку g нормализует U , имеем U ≤ M1 ∩M2 ∩ L ≤ CM0
(Z(U)).
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Предположим, что q ≡ ±3 (mod 8), т. е. U — силовская 2-подгруппа в L. Ввиду [2, след-
ствие] подгруппа U самонормализуема в L. Поэтому по теореме Бернсайда [12, теорема 7.1.1]
каждая абелева подгруппа порядка 64 из U слабо замкнута в U относительно L. В частности,
подгруппа U0 = U3U4 слабо замкнута в U относительно L. Ввиду включения U0 ≤ M1∩gM2g

−1

отсюда следует, что элемент g нормализует U0 и, следовательно, принадлежит M0; противо-
речие.

Итак, q ≡ ±1 (mod 8) и, следовательно, подгруппа U строго содержится в некоторой си-
ловской 2-подгруппе T из L. Поэтому U < NT (U). Рассмотрим подгруппу N = NL〈τ∗〉(U)

и положим N̂ = N/Φ(U). Тогда Û = X̂α1
× X̂α2

× X̂α3
× X̂α4

и, следовательно, можно рас-
сматривать Û как 4-мерное пространство над полем GF (2). Поскольку NM0

(U) = U , имеем

NN (U0) = U〈τ∗〉 и CN̂ (Û0) = Û . Таким образом, группа N/U действует на Û точно, оставляя

3-мерное подпространство Ĵ(U) инвариантным, и стабилизатор в N/U гиперплоскости Û0 из

Ĵ(U) равен U〈τ∗〉/U . Поскольку U < NT (U), порядок группы N/U делится на 6. Теперь под-
групповое строение группы GL4(2) ∼= A8 (см. [6]) показывает, что N/U — циклическая группа
порядка 6 и, в частности, NL(U) = T и |T : U | = 2. Поскольку g ∈ N , можно считать, что эле-
мент g централизует τ∗, поэтому CM1

(Z(U)) = CM2
(Z(U)) = M1 ∩M2. Отсюда ввиду теоремы

из [16], примененной к амальгаме {M1,M2,M1 ∩M2}, получаем, что M1 ∩M2 = U .

Возьмем теперь любой элемент t из NT (U) \ U , централизующий τ∗. Тогда t2 ∈ U ,
tMt−1 6= M и U ≤ M ∩ tMt−1. Имеем O2((M, tMt−1)1) = U0 и O2((tMt−1,M)1) = tU0t

−1 6= U0,
причем U0 и tU0t

−1 являются нормальными подгруппами индекса 8 в U . Подгруппа J(U)
имеет индекс 2 в U и содержит U0tU0t

−1. Группа U0tU0t
−1/U0

∼= U0/(U0 ∩ tU0t
−1 содер-

жится в группе J(U)/U0, имеющей порядок 4. Поэтому [U0, U0] ≤ U0 ∩ tU0t
−1. Аналогич-

но [tU0t
−1, tU0t

−1] ≤ U0 ∩ tU0t
−1. Поэтому (M, tMt−1)2 = [U0, U0] = Z(U0) и (tMt−1,M)1 =

[tU0t
−1, tU0t

−1] = Z(tU0t
−1).

Итак, в случае (vi) для G имеется единственная с точностью до эквивалентности тройка
(G,M1,M2) из Π, и для нее выполняется п. (a) теоремы.

Таким образом, можно считать, что выполняется один из случаев (vii), (viii). Рассмот-
рение этих случаев во многом аналогично рассмотрению случая m = 2 при доказательстве
леммы 2.4. Особенно это справедливо для четного q, и наше рассмотрение случаев (vii) и (viii)
при четном q состоит в указании немногочисленных изменений, которые необходимо внести
для его получения в рассмотрение случая m = 2 при четном q из доказательства леммы 2.4.
Однако при нечетном q многочисленные (и, по большей части, усложняющие доказательство)
изменения, которые необходимо внести в рассмотрение случая m = 2 из доказательства лем-
мы 2.4, чтобы адаптировать его к случаям (vii) и (viii), делают целесообразным изложить
рассмотрение случаев (vii) и (viii) при нечетном q замкнутым образом.

Подгруппа M̃0 есть стабилизатор в L̃ ортогонального разложения V = V1+V2+V3+V4 про-
странства V на изометричные невырожденные 2-мерные подпространства V1, V2, V3, V4 типа ε1.
Строение группы M̃0 дается в (vii) при ε1 = + и дается в (viii) при ε1 = −. Из этого строе-

ния следует, что группа M̃0 индуцирует на множестве {V1, V2, V3, V4} симметрическую группу
подстановок S4. Напомним, что согласно лемме 3.1 подгруппы K1 ∩L и K2 ∩L нетривиальны.

Если ε1 = +, то, учитывая O(V ) = [PGO(V ), PGO(V )], замечаем, что для каждого

1 ≤ i ≤ 4 стабилизатор Vi в группе M1 ∩O(V )
:

= M̃0, индуцирует на множестве одномер-
ных подпространств пространства Vi группу PGO(Vi) ∼= PGO+

2 (q)
∼= D(2,q)(q−1). Более того,

для произвольных различных 1 ≤ i1, i2 ≤ 4 в M0 имеется подгруппа Ri1,i2 , стабилизиру-
ющая все одномерные подпространства пространств Vj , 1 ≤ j ≤ 4, i1 6= j 6= i2, и инду-
цирующая на множестве одномерных подпространств пространства Vi1 группу PGO(Vi1), а
на множестве одномерных подпространств пространства Vi2 группу PGO(Vi2). Отметим, что
группа PGO(Vi), 1 ≤ i ≤ 4, действует транзитивно на множестве (из q − 1) несингулярных
прямых Vi в случае четного q, а в случае нечетного q имеет на этом множестве в точности две
орбиты, длиной (q − 1)/2 каждая, являющиеся множеством несингулярных прямых Vi, значе-
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ния квадратичной формы на векторах которых являются квадратами в поле F , и множеством
прямых Vi, значения квадратичной формы на ненулевых векторах которых не являются квад-
ратами в поле F .

Если ε1 = −, то для каждого 1 ≤ i ≤ 4 подпространство Vi пространства V не содержит
ненулевых сингулярных векторов и, поскольку O(V ) = [PGO(V ), PGO(V )], стабилизатор Vi

в группе M1 ∩O(V )
:

= M̃0, индуцирует на множестве одномерных подпространств простран-
ства Vi группу PGO(Vi) ∼= PGO−

2 (q)
∼= D(2,q)(q+1), действующую транзитивно как на множе-

стве прямых Vi, значения квадратичной формы на векторах которых являются квадратами в
поле F , так и, в случае нечетного q, на множестве прямых Vi, значения квадратичной формы
на ненулевых векторах которых не являются квадратами в поле F .

Из равенства F ∗(M0) = Op(M0) с учетом [8, предложение 2.3.6] и [11] следует, что при
ε1 = + либо q = 9 (при этом p = 2), либо q — простое нечетное число > 3 и q − 1 — степень 2
(при этом p = 2), либо q — степень 2 и q − 1 — простое нечетное число (при этом p = q − 1), а
при ε1 = − либо q = 8 (при этом p = 3), либо q — простое нечетное число и q + 1 — степень 2
(при этом p = 2), либо q — степень 2 и q + 1 — простое нечетное число (при этом p = q + 1).

Согласно (vii), (viii), если ε1 = + и q 6= 5 или ε1 = − и q 6= 3, то M0 — максимальная
подгруппа группы L, а если ε1 = + и q = 5 или ε1 = − и q = 3, то либо G/L — циклическая
группа порядка 4 и G сопряжена в Aut(L) с подгруппой группы PCGO(V ), либо Inndiag(L) ≤
G и M1 ∩ Inndiag(L) — максимальная подгруппа группы Inndiag(L).

Положим C1 = {h ∈ M0 | h(Vi) = Vi для всех 1 ≤ i ≤ 4} — ядро действия M0 на множестве
{V1, V2, V3, V4}, C2 = gC1g

−1 — ядро действия M2 ∩ L на множестве {g(V1), g(V2), g(V3), g(V4)}.

Так как {V1, V2, V3, V4} 6= {g(V1), g(V2), g(V3), g(V4)} (поскольку M1 6= M2), будем, не теряя
общности, предполагать, что g(V1) 6∈ {V1, V2, V3, V4}. Тогда найдется w ∈ g̃(V1) такой, что
w = w1 +w2 +w3 +w4, где wi ∈ Vi для каждого 1 ≤ i ≤ 4, причем wk 6= 0 6= wl для некоторых
1 ≤ k < l ≤ 4.

Рассмотрим отдельно случаи четного и нечетного q.

Предположим, что q четно. Если G = L, то сохраняют силу рассуждения, используемые
для рассмотрения случая m = 2 при четном q из доказательства леммы 2.4 (для получения
аналога включения (2.1) достаточно заметить, что p нечетно и, следовательно, Op(S4) = 1).

В общем случае (без предположения G = L) с учетом лемм 3.1 и 1.1 для (G,M1,M2) ∈ Π
имеем (L,M1∩L,M2∩L) ∈ Π, но последнее противоречит уже рассмотренному случаю G = L,
q четно.

Предположим, что q нечетно. В этом случае p = 2 (см. выше).

Для i ∈ {1, 2} положим Ni = Ω(Z(O2(Mi∩L))) (таким образом, N2 = gN1g
−1). Из строения

группы Mi ∩ L, i ∈ {1, 2}, следует, что Ni — элементарная группа порядка 4, неединичные
элементы которой транзитивно переставляются подгруппой порядка 3 группы Mi∩L. Отсюда
вытекает, что Ni содержится в каждой неединичной нормальной подгруппе группы Mi ∩ L,
i ∈ {1, 2}. В частности, для i ∈ {1, 2} с учетом 1 6= Ki ∩ L E Mi ∩ L (см. лемму 3.1) имеем

Ni ≤ Ki ∩ L,

что влечет

N1 ≤ O2((M2,M1)
1 ∩ L) и N2 ≤ O2((M1,M2)

1 ∩ L).

Далее, с учетом [PGO(V ), PGO(V )] = O(V ) для произвольных различных 1 ≤ i1, i2 ≤ 4 в
группе Ω(V ) содержится элемент hi1,i2 , который действует тождественно на каждом из подпро-
странств Vi, 1 ≤ i ≤ 4, i1 6= i 6= i2, векторного пространства V и инвертирует подпространства
Vi1 и Vi2 . Ясно, что N1 = {1, h̄1,2, h̄1,3, h̄1,4} (если {i1, i2, i

′
1, i

′
2} = {1, 2, 3, 4}, то h̄i′

1
,i′
2
= h̄i1,i2).

Докажем, что

〈N1, N2〉 ≤ C1 ∩C2. (3.1)
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Покажем, что N1 ≤ C2. Предположим противное, и пусть a ∈ N1 \ C2. Поскольку
N1 ≤ O2((M2,M1)

1 ∩ L), тогда нормальная 2-подгруппа O2((M2,M1)
1 ∩ L) группы M2 ин-

дуцирует на {g̃(V1), g̃(V2), g̃(V3), g̃(V4)} регулярную элементарную абелеву группу порядка 4.
Таким образом, не теряя общности, можно предполагать, что ã(g̃(V1)) = g̃(V2), ã(g̃(V3)) = g̃(V4)
и, кроме того, имеется b ∈ O2((M2,M1)

1 ∩L), для которого b̃(g̃(V1)) = g̃(V3) и b̃(g̃(V2)) = g̃(V4).
В группе SO(V ) содержится элемент x, действующий тождественно на каждом из подпро-
странств g̃(V2), g̃(V3), g̃(V4) и стабилизирующий подпространство g̃(V1), на котором он индуци-

рует порождающий циклической группы SO(g̃(V1)) (порядка q − ε11). Заметим, что x ∈ M̃2

при ε1 = +, q = 5 и при ε1 = −, q = 3, так как в этих случаях SO(V ) ≤ G̃. В общем же

случае (при ε1 = +, q ≥ 5 и при ε1 = −, q ≥ 3) имеем x2 ∈ M2 ∩ L
:

. Положим y = x2 при
ε1 = +, q > 5 и при ε1 = −, q > 3 (т. е. при ε1 = +, q ≥ 9 и при ε1 = −, q ≥ 7) и положим

y = x при ε1 = +, q = 5 и при ε1 = −, q = 3. Тогда элемент [[y, b̃], ã] содержится в Ñ1 (так как

[y, b̃] ∈ [M̃2, O2((M2,M1)
1 ∩ L)

:

] ≤ O2((M2,M1)
1 ∩ L)

:

≤ M̃0 и [M̃0, ã] ≤ [M̃0, Ñ1] ≤ Ñ1), причем
(в силу выбора a и b) для каждого 1 ≤ i ≤ 4 он стабилизирует g̃(Vi) и индуцирует на нем
квадрат порождающего циклической группы SO(g̃(Vi)) при ε1 = +, q > 5 и при ε1 = −, q > 3
и порождающий циклической группы SO(g̃(Vi)) при ε1 = +, q = 5 и при ε1 = −, q = 3. Это

противоречит тому, что Ñ1 = Z(G̃) ∪ h1,2Z(G̃) ∪ h1,3Z(G̃) ∪ h1,4Z(G̃).

Включение N2 ≤ C1 доказывается аналогично.

Имея в виду использование леммы 1.1 для анализа общего случая (см. конец рассмотре-
ния случаев (vii) и (viii)), мы будем сначала предполагать выполненным следующее условие
(переход к рассмотрению общего случая будет явно оговорен):

(∗) если ε1 = + и q > 5 или ε1 = − и q > 3, то G = L; если ε1 = + и q = 5 или

ε1 = − и q = 3, то G ≤ PCGO(V ), причем либо G/L — циклическая группа порядка 4, либо

G = Inndiag(L).

Начальный этап рассмотрения случая (∗), по существу, дословно совпадает с одним из эта-
пов рассмотрения случая m = 2 при доказательстве леммы 2.4, но ряд используемых символов
имеет другое значение.

Покажем, что если g̃(Vi) 6∈ {V1, V2, V3, V4}, где 1 ≤ i ≤ 4, то для некоторых
1 ≤ i′ < i′′ ≤ 4 имеем dim(g̃(Vi) ∩ Vi′) = 1 = dim(g̃(Vi) ∩ Vi′′), и что, аналогично, если
Vi 6∈ {g̃(V1), g̃(V2), g̃(V3), g̃(V4)}, где 1 ≤ i ≤ 4, то для некоторых 1 ≤ i′ < i′′ ≤ 4 имеем
dim(Vi ∩ g̃(Vi′)) = 1 = dim(Vi ∩ g̃(Vi′′)).

Пусть g̃(Vi) 6∈ {V1, V2, V3, V4}, где 1 ≤ i ≤ 4. Тогда найдется v ∈ g̃(Vi) такой, что v =
v1 + v2 + v3 + v4, где vj ∈ Vj для всех 1 ≤ j ≤ 4, причем vi′ 6= 0 6= vi′′ для некоторых
1 ≤ i′ < i′′ ≤ 4. Докажем, что g̃(Vi) ∩ Vi′ = 〈vi′〉 и g̃(Vi) ∩ Vi′′ = 〈vi′′〉, для чего, очевидно,

достаточно доказать, что g̃(Vi) содержит vi′ и vi′′ . Но с учетом hi′,i′′ ∈ C̃2 (см. (3.1)) имеем

vi′ + vi′′ =
1
2(v − hi′,i′′(v)) ∈ g̃(Vi), что с учетом hi′,j′ ∈ C̃2 для 1 ≤ j′ ≤ 4, i′1 6= j′ 6= i′′ (см. 3.1)

влечет vi′ =
1
2 (vi′ + vi′′ − hi′,j′(vi′ + vi′′)) ∈ g̃(Vi) и vi′′ =

1
2(vi′ + vi′′ + hi′,j′(vi′ + vi′′)) ∈ g̃(Vi),

завершая доказательство первой части утверждения. Вторая часть утверждения доказывается
сходным образом. Пусть Vi 6∈ {g̃(V1), g̃(V2), g̃(V3), g̃(V4)}, где 1 ≤ i ≤ 4. Тогда найдется v ∈ Vi

такой, что v = v1 + v2 + v3 + v4, где vj ∈ g̃(Vj) для всех 1 ≤ j ≤ 4, причем vi′ 6= 0 6= vi′′

для некоторых 1 ≤ i′ < i′′ ≤ 4. Докажем, что Vi ∩ g̃(Vi′) = 〈vi′〉 и Vi ∩ g̃(Vi′′) = 〈vi′′〉, для

чего, очевидно, достаточно доказать, что Vi содержит vi′ и vi′′ . Но с учетом g̃hi′,i′′ g̃
−1 ∈ Ñ2 ≤

C̃1 (см. (3.1)) имеем vi′ + vi′′ = 1
2(v − g̃hi′,i′′ g̃

−1(v)) ∈ Vi, что с учетом g̃hi′,j′ g̃
−1 ∈ C̃1 для

1 ≤ j′ ≤ 4, i′1 6= j′ 6= i′′ (см. (3.1)) влечет vi′ = 1
2(vi′ + vi′′ − g̃hi′,j′ g̃

−1(vi′ + vi′′)) ∈ Vi и
vi′′ =

1
2(vi′ + vi′′ + g̃hi′,j′ g̃

−1(vi′ + vi′′)) ∈ Vi, завершая доказательство утверждения.

Из доказанного утверждения вытекает справедливость следующих утверждений: w =
wk + wl, g̃(V1) = 〈wk, wl〉, 〈wk〉 = Vk ∩ g̃(V1) и 〈wl〉 = Vl ∩ g̃(V1), причем wk и wl не являются
сингулярными (поскольку (wk, wl) = 0, а g̃(V1) невырождено) и лишь 〈wk〉 и 〈wl〉 являют-
ся одномерными подпространствами как некоторых Vi, 1 ≤ i ≤ 4, так и g̃(V1). Кроме того,
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поскольку dim(Vk ∩ g(V1)) = 1, из доказанного утверждения вытекает существование такого
2 ≤ i0 ≤ 4, что dim(Vk ∩ g(Vi0)) = 1.

Пусть 1 ≤ j ≤ 4, k 6= j 6= l. Тогда элемент hk,j инвертирует вектор wk и стабилизирует
вектор wl. Ясно, что hk,j нетривиально действует на множестве одномерных подпространств
из g̃(V1) = 〈wk, wl〉 и, следовательно, не стабилизирует отличных от 〈wk〉, 〈wl〉 одномерных
подпространств из g̃(V1).

Если ε1 = + и q > 5 (и тогда, см. выше, q ≥ 9) или ε1 = − и q > 3 (и тогда, см. выше,
q ≥ 7), то для группы Rg

1,j′, где j′ ∈ {2, 3, 4} \ {i0}, стабилизирующей все одномерные под-
пространства пространств g̃(Vi), где i ∈ {2, 3, 4} \ {j′}, содержащая 〈wk〉 орбита на множестве
одномерных подпространств пространства g̃(V1) имеет длину > 2, и потому для некоторого
h ∈ Rg

1,j′ элемент h̄k,j не стабилизирует h(〈wk〉), т. е.

h−1h̄k,jh(〈wk〉) 6= 〈wk〉. (3.2)

В силу h ∈ Rg
1,j′ ≤ Mg

1 = M2 и h̄k,j ∈ N1 ≤ (M2,M1)
1 имеем h−1h̄k,jh ≤ (M2,M1)

1 ≤ M1. Та-

ким образом, элемент h̃−1hk,jh̃ стабилизирует разложение V = V1 + V2 + V3 + V4. Кроме того,
элемент h̃−1hk,j h̃ стабилизирует подпространство g̃(V1) пространства V , поскольку элемент h̃
и (в силу (3.1)) элемент hk,j стабилизируют g̃(V1). Так как лишь 〈wk〉 и 〈wl〉 являются одно-
мерными подпространствами как некоторых Vi, 1 ≤ i ≤ 4, так и g̃(V1), из (3.2) следует, что
h̃−1hk,jh̃(〈wk〉) = 〈wl〉, а значит, h̃−1hk,jh̃(Vk) = Vl. Однако последнее равенство противоречит
равенству h̃−1hk,jh̃(Vk ∩ g̃(Vi0)) = Vk ∩ g̃(Vi0), которое справедливо в силу того, что элемент h̃
стабилизирует каждое одномерное подпространство пространства g̃(Vi0) и элемент hk,j стаби-
лизирует каждое одномерное подпространство пространства Vk.

Итак, (при условии (∗)) либо ε1 = + и q = 5, либо ε1 = − и q = 3.

Пусть ε1 = + и q = 5. Тогда для 1 ≤ i ≤ 4 группа PGO(Vi) имеет на множестве несингуляр-
ных прямых пространства Vi две орбиты длины 2. А именно, если {e, f} — гиперболическая
пара гиперболической плоскости Vi, то PGO(Vi)-орбитами на множестве несингулярных пря-
мых Vi являются X−

i = {〈e + f〉, 〈e− f〉} и X+
i = {〈e+ 2f〉, 〈e− 2f〉}, т.е. в точности все пары

ортогональных несингулярных прямых. Если v — ненулевой вектор прямой из X−
i , то (v, v)

не есть квадрат в поле F , а если v — вектор прямой из X+
i , то (v, v) есть квадрат в поле F .

Сходная ситуация имеет место при ε1 = − и q = 3. В этом случае для 1 ≤ i ≤ 4 груп-
па PGO(Vi) имеет на множестве прямых пространства Vi две орбиты X−

i и X+
i длины 2 со

следующими свойствами: если v — ненулевой вектор прямой из X−
i , то (v, v) не есть квадрат в

поле F , а если v — вектор прямой из X+
i , то (v, v) есть квадрат в поле F . При этом множества

X−
i , X+

i и только они являются парами ортогональных прямых Vi.

Дальнейшие рассуждения применимы как в случае ε1 = + и q = 5, так и в случае ε1 = −
и q = 3. Для 1 ≤ i ≤ 4 ограничение на множество прямых Vi стабилизатора этого множе-
ства в группе M1 содержит группу PGO(Vi) (см. выше), но отлично от PGO(Vi), что можно
усмотреть из [15, предложение 6.2.11] и [8] (см. аналогичное место в доказательстве леммы 2.4,
случай m = 2). Следовательно, для 1 ≤ i ≤ 4 ограничение на множество прямых Vi стаби-

лизатора этого множества в группе M1 есть группа PCGO(Vi). Но тогда, учитывая, что M̃0

индуцирует на множестве слагаемых разложения V = V1+V2+V3+V4 симметрическую груп-
пу S4, заключаем, что в M1 имеется элемент h ∈ PCGO(V ) \ PGO(V ), который для каждого
1 ≤ i ≤ 4 оставляет на месте множество прямых подпространства Vi, меняя при этом местами
множества X−

i и X+
i .

Пусть g̃(Vi) 6∈ {V1, V2, V3, V4}, где 1 ≤ i ≤ 4. Тогда, как было доказано выше, найдутся
1 ≤ i′, i′′ ≤ 4, i′ 6= i′′, такие, что dim(g̃(Vi) ∩ Vi′) = 1 = dim(g̃(Vi) ∩ Vi′′). Покажем, что для
некоторого 1 ≤ i∗ ≤ 4, i∗ 6= i, также имеем dim(g̃(Vi∗) ∩ Vi′) = 1 = dim(g̃(Vi∗) ∩ Vi′′), причем

{g̃(Vi) ∩ Vi′ , g̃(Vi∗) ∩ Vi′} = Xξ
i′ и {g̃(Vi) ∩ Vi′′ , g̃(Vi∗) ∩ Vi′′} = Xξ

i′′ для некоторого ξ ∈ {−,+}.

Так как Vi′ 6∈ {g̃(V1), g̃(V2), g̃(V3), g̃(V4)} (поскольку dim(g̃(Vi)∩ Vi′) = 1), то из доказанного
выше следует существование такого 1 ≤ i∗ ≤ 4, i∗ 6= i, что dim(g̃(Vi∗) ∩ Vi′) = 1. Ясно, что
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g̃(Vi) ∩ Vi′ и g̃(Vi∗) ∩ Vi′ несингулярны (поскольку Vi′ = 〈g̃(Vi) ∩ Vi′ , g̃(Vi∗) ∩ Vi′〉 невырождено).

Пусть j′ ∈ {1, . . . , 4} \ {i, i∗}. Тогда элемент g̃hi,j′ g̃
−1 из Ñ2 ≤ C̃1 ∩ O2((M1,M2)

1)
:

инверти-
рует g̃(Vi) и централизует g̃(Vi∗), а следовательно, меняет местами несингулярные прямые
подпространства Vi′ пространства V , отличные от g̃(Vi) ∩ Vi′ и g̃(Vi∗) ∩ Vi′ . Поскольку опреде-
ленный выше элемент h группы M1 меняет местами множества X−

i и X+
i , отсюда с учетом (3.1)

следует, что содержащийся в C̃1 ∩O2((M1,M2)
1)

:

≤ C̃1 ∩ M̃2 элемент h̃g̃hi,j′ g̃
−1h̃−1 меняет ме-

стами прямые g̃(Vi) ∩ Vi′ и g̃(Vi∗) ∩ Vi′ . Но тогда элемент h̃g̃hi,j′ g̃
−1h̃−1 меняет местами g̃(Vi) и

g̃(Vi∗), оставляя на месте Vi′ и Vi′′ . Отсюда следует, что dim(g̃(Vi∗)∩Vi′′) = dim(g̃(Vi∗)∩Vi′) = 1.

Кроме того, с учетом h̃g̃hi,j′ g̃
−1h̃−1 ∈ L̃ отсюда следует, что {g̃(Vi) ∩ Vi′ , g̃(Vi∗) ∩ Vi′} = Xξ

i′ и

{g̃(Vi) ∩ Vi′′ , g̃(Vi∗) ∩ Vi′′} = Xξ′

i′′ для некоторых ξ, ξ′ ∈ {−,+}. Остается доказать, что ξ = ξ′.

Элемент hi′,j′ ∈ L̃ инвертирует Vi′ и централизует Vi′′ , а следовательно меняет местами несин-
гулярные прямые подпространства g̃(Vi) пространства V , отличные от g̃(Vi)∩ Vi′ и g̃(Vi)∩ Vi′′ .

Но тогда g̃(Vi) ∩ Vi′ ∈ Xξ′′

i′ и g̃(Vi) ∩ Vi′′ ∈ Xξ′′

i′′ для некоторого ξ′′ ∈ {−,+}. Таким образом,
ξ = ξ′′ = ξ′.

Так как dim(g̃(V1) ∩ Vk) = 1 = dim(g̃(V1) ∩ Vl) (см. выше), то из доказанного утверждения
следует существование такого 2 ≤ i0 ≤ 4, что dim(g̃(Vi0) ∩ Vk) = 1 = dim(g̃(Vi0) ∩ Vl), причем

{g̃(V1) ∩ Vk, g̃(Vi0) ∩ Vk} = Xξ0
k и {g̃(V1) ∩ Vl, g̃(Vi0) ∩ Vl} = Xξ0

l для некоторого ξ0 ∈ {−,+}.

Если a ∈ C1 ∩O2((M1,M2)
1), то элемент a стабилизирует каждое из множеств прямых X−

i

и X+
i для каждого 1 ≤ i ≤ 4. Покажем, что при этом для любого ξ ∈ {−,+} элемент a ли-

бо стабилизирует каждую прямую из ∪1≤i≤4X
ξ
i , либо сдвигает каждую прямую из ∪1≤i≤4X

ξ
i .

Предположим, что, напротив, для некоторого a ∈ C1 ∩O2((M1,M2)
1) и некоторого ξ ∈ {−,+}

найдутся 1 ≤ i′, i′′ ≤ 4, i′ 6= i′′, такие, что элемент a меняет местами прямые из Xξ
i′ и стабилизи-

рует каждую прямую из Xξ
i′′ . Так как группа M̃0 индуцирует на {V1, V2, V3, V4} симметрическую

группу S4, то, заменяя в случае необходимости элемент a на элемент, сопряженный с ним в
группе M1, будем без потери общности предполагать, что i′ = k и i′′ = l. Далее, заменяя в
случае необходимости элемент a на элемент hah−1, будем без потери общности предполагать,
кроме того, что ξ = ξ0. Но тогда ãg̃(V1) 6∈ {g̃(V1), . . . , g̃(Vt)} и, следовательно, a 6∈ M2 ∩ L, что
противоречит a ∈ C1 ∩O2((M1,M2)

1) ≤ M2 ∩ L.

Для произвольных 1 ≤ i1, i2 ≤ 4, i1 6= i2, элемент gh̄i1,i2g
−1 ∈ N2 ≤ C1 ∩ O2((M1,M2)

1)
(см. (3.1)) стабилизирует каждое из множеств прямых X−

i и X+
i для любого 1 ≤ i ≤ 4,

причем, учитывая только что доказанное, для произвольного ξ ∈ {−,+} либо стабилизирует

каждую прямую из ∪1≤i≤4X
ξ
i , либо сдвигает каждую прямую из ∪1≤i≤4X

ξ
i . В частности, для

i ∈ {2, 3, 4} \ {i0} и ξ′ ∈ {−,+} \ {ξ0} (i0 и ξ0 были определены выше) элемент g̃h1,ig̃
−1,

который инвертирует подпространство g̃(V1) пространства V и централизует подпространство

g̃(Vi0) пространства V , меняет местами прямые из каждого из множеств Xξ′

1 ,Xξ′

2 ,Xξ′

3 ,Xξ′

4 .
Но тогда g̃(Vi) 6∈ {V1, V2, V3, V4} (поскольку элемент g̃h1,ig̃

−1 инвертирует подпространство
g̃(Vi) пространства V ), и потому, как было доказано ранее, найдутся 1 ≤ i′, i′′ ≤ 4, i′ 6= i′′, и
1 ≤ i∗ ≤ 4, i∗ 6= i, такие, что

dim(g̃(Vi) ∩ Vi′) = dim(g̃(Vi∗) ∩ Vi′) = 1 = dim(g̃(Vi) ∩ Vi′′) = dim(g̃(Vi∗) ∩ Vi′′).

При этом ясно, что {1, i0, i, i
∗} = {1, 2, 3, 4} = {k, l, i′, i′′}.

Покажем, что {g̃(Vi) ∩ Vi′ , g̃(Vi∗) ∩ Vi′} = Xξ0
i′ , откуда, как было показано выше, будет

следовать, что {g̃(Vi)∩Vi′′ , g̃(Vi∗)∩Vi′′} = Xξ0
i′′ . Мы знаем, что элемент g̃h1,ig̃

−1 меняет местами

прямые из каждого из множеств Xξ′

1 ,Xξ′

2 ,Xξ′

3 ,Xξ′

4 . Поэтому в случае {g̃(Vi)∩Vi′ , g̃(Vi∗)∩Vi′} =

Xξ′

i′ элемент g̃h1,ig̃
−1 меняет местами прямые g̃(Vi) ∩ Vi′ и g̃(Vi∗) ∩ Vi′ . Но элемент g̃h1,ig̃

−1

инвертирует g̃(Vi), что дает требуемое противоречие.

Для каждого 1 ≤ s ≤ 4 пусть es, fs — базис подпространства Vs пространства V такой, что
при ε1 = + и q = 5 имеют место равенства (es, es) = 0 = (fs, fs) и (es, fs) = 1, а при ε1 = −
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и q = 3 имеют место равенства (es, es) = 1 = (fs, fs) и (es, fs) = 0. При ε1 = + и q = 5 для
каждого 1 ≤ s ≤ 4 положим vs,1 = es + fs, vs,2 = es − fs, vs,3 = es + 2fs, vs,4 = es − 2fs, а при
ε1 = − и q = 3 для каждого 1 ≤ s ≤ 4 положим vs,1 = es+ fs, vs,2 = es− fs, vs,3 = es, vs,4 = fs,.

Пусть V :=
{
{U1, U2, U3, U4} |U1, U2, U3, U4 — невырожденные 2-мерные подпространства

пространства V типа ε1 такие, что V = U1 ⊕ U2 ⊕ U3 ⊕ U4

}
.

Положим (как при ε1 = + и q = 5, так и при ε1 = − и q = 3)

V−
{V1,V2,V3,V4}

:=
{{

〈v1,1, vs1,1〉, 〈v1,2, vs1,2〉, 〈vs2,1, vs3,1〉, 〈vs2,2, vs3,2〉
}
,

{
〈v1,1, vs1,1〉, 〈v1,2, vs1,2〉, 〈vs2,1, vs3,2〉, 〈vs2,2, vs3,1〉

}
,

{
〈v1,1, vs1,2〉, 〈v1,2, vs1,1〉, 〈vs2,1, vs3,1〉, 〈vs2,2, vs3,2〉

}
,

{
〈v1,1, vs1,2〉, 〈v1,2, vs1,1〉, 〈vs2,1, vs3,2〉, 〈vs2,2, vs3,1〉

}
| {s1, s2, s3} = {2, 3, 4}, s2 < s3

}

(
V−
{V1,V2,V3,V4}

есть двенадцатиэлементное подмножество множества V, состоящее из таких

{U1, U2, U3, U4}, что для каждого 1 ≤ t ≤ 4 найдутся 1 ≤ t1 < t2 ≤ 4 и 1 ≤ t′ ≤ 4, t′ 6= t,
со следующими свойствами: Ut ∩ Vt1 ∈ X−

t1
, Ut′ ∩ Vt1 ∈ X−

t1
, Ut ∩ Vt2 ∈ X−

t2
, Ut′ ∩ Vt2 ∈ X−

t2

)
,

V+
{V1,V2,V3,V4}

:=
{{

〈v1,3, vs1,3〉, 〈v1,4, vs1,4〉, 〈vs2,3, vs3,3〉, 〈vs2,4, vs3,4〉
}
,

{
〈v1,3, vs1,3〉, 〈v1,4, vs1,4〉, 〈vs2,3, vs3,4〉, 〈vs2,4, vs3,3〉

}
,

{
〈v1,3, vs1,4〉, 〈v1,4, vs1,3〉, 〈vs2,3, vs3,3〉, 〈vs2,4, vs3,4〉

}
,

{
〈v1,3, vs1,4〉, 〈v1,4, vs1,3〉, 〈vs2,3, vs3,4〉, 〈vs2,4, vs3,3〉

}
| {s1, s2, s3} = {2, 3, 4}, s2 < s3

}

(
V−
{V1,V2,V3,V4}

есть двенадцатиэлементное подмножество множества V, состоящее из таких

{U1, U2, U3, U4}, что для каждого 1 ≤ t ≤ 4 найдутся 1 ≤ t1 < t2 ≤ 4 и 1 ≤ t′ ≤ 4, t′ 6= t,
со следующими свойствами: Ut ∩ Vt1 ∈ X+

t1 , Ut′ ∩ Vt1 ∈ X+
t1 , Ut ∩ Vt2 ∈ X+

t2 , Ut′ ∩ Vt2 ∈ X+
t2

)
.

Из доказанного ранее следует, что {g̃(V1), g̃(V2), g̃(V3), g̃(V4)} ∈ V−
{V1,V2,V3,V4}

∪ V+
{V1,V2,V3,V4}

.

Так как группа GO(V ) действует транзитивно на множестве V, то из c = 1 в (vii) и (viii)
следует транзитивность действия на этом множестве и группы L̃. Далее, несложно видеть, что

множества V−
{V1,V2,V3,V4}

и V+
{V1,V2,V3,V4}

являются M1 ∩ PSO(V )
:

-орбитами на V (действительно,

группа M̃1 ∩ SO(V ) индуцирует на множестве {V1, V2, V3, V4} симметрическую группу и, кро-

ме того, в M̃1 ∩ SO(V ) имеется элемент, меняющий местами 〈v1,1〉 с 〈v1,2〉 и 〈v1,3〉 с 〈v1,4〉 и
действующий тождественно на V2 + V3 + V4).

Ранее было показано, что в M1 имеется элемент h ∈ PCGO(V ) \ PGO(V ), который для
каждого 1 ≤ i ≤ t оставляет на месте множество прямых подпространства Vi, меняя при этом
местами множества X−

i и X+
i . Ясно, что элемент h̃ меняет местами множества V−

{V1,V2,V3,V4}
и

V+
{V1,V2,V3,V4}

, откуда в силу M̃1 = 〈M1 ∩ PSO(V )
:

, h̃〉 (напомним, что мы предполагаем выпол-

ненным условие (∗)) следует, что множество V−
{V1,V2,V3,V4}

∪ V+
{V1,V2,V3,V4}

является M̃1-орбитой

на V. В частности, все тройки вида (G,M1,M
′
2), где M̃ ′

2 — стабилизатор в группе G̃ разложения
V = U1+U2+U3+U4 для {U1, U2, U3, U4} ∈ V−

{V1,V2,V3,V4}
∪V+

{V1,V2,V3,V4}
, сопряжены между собой

элементами из M1 и, следовательно, эквивалентны между собой (причем для каждой такой
тройки (G,M1,M

′
2) в L найдется элемент, сопрягающий M1 в M ′

2). Но нами показано, что при

выполнении для рассматриваемой тройки (G,M1,M2) условия (∗) группа M̃2 есть стабилиза-
тор в группе G̃ разложения V = g̃(V1) + g̃(V2) + g̃(V3) + g̃(V4), где {g̃(V1), g̃(V2), g̃(V3), g̃(V4)} ∈
V−
{V1,V2,V3,V4}

∪V+
{V1,V2,V3,V4}

. Следовательно, для завершения рассмотрения случаев (vii) и (viii)

при выполнении условия (∗) остается проверить справедливости п. (b) теоремы для тройки
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(G,M1,M
′′
2 ), где G удовлетворяет условию (∗), M̃1 — стабилизатор в G̃ ортогонального раз-

ложения V = 〈e1, f1〉 + 〈e2, f2〉 + 〈e3, f3〉 + 〈e4, f4〉, M̃ ′′
2 — стабилизатор в G̃ ортогонального

разложения V = 〈e1+ f1, e2 + f2〉+ 〈e1 − f1, e2− f2〉+ 〈e3 + f3, e4+ f4〉+ 〈e3 − f3, e4− f4〉. Такую
проверку несложно осуществить, используя GAP (см. [10]). Этим рассмотрение случаев (vii)
и (viii) при выполнении условия (∗) завершено.

Теперь мы можем завершить рассмотрение случаев (vii) и (viii) в общем случае (не пред-
полагая выполненным условие (∗)).

Если ε1 = + и q > 5 или ε1 = − и q > 3, то для (G,M1,M2) ∈ Π с учетом лемм 3.1 и 1.1
имеем (L,M1 ∩ L,M2 ∩ L) ∈ Π, что противоречит уже рассмотренному случаю G = L, ε1 = +
и q > 5 или ε1 = − и q > 3.

Пусть ε1 = + и q = 5 или ε1 = − и q = 3. Если G/L — циклическая группа порядка 4, то,
поскольку все (содержащие L) такие подгруппы G группы Aut(L) сопряжены в группе Aut(L),
мы можем предполагать, что G ≤ PCGO(V ). Но тогда выполняется условие (∗). В силу дока-
занного ранее получаем, что теорема справедлива в случае, когда G/L — циклическая группа
порядка 4, ε1 = + и q = 5 или ε1 = − и q = 3.

Пусть, наконец, ε1 = + и q = 5 или ε1 = − и q = 3, а G/L не есть циклическая группа
порядка 4. Тогда согласно (vii), (viii) имеем Inndiag(L) E G. Далее, согласно леммам 3.1 и 1.1
из (G,M1,M2) ∈ Π следует (Inndiag(L),M1 ∩ Inndiag(L),M2 ∩ Inndiag(L)) ∈ Π, причем

(M1,M2)
i ∩ Inndiag(L) ≤ (M1 ∩ Inndiag(L),M2 ∩ Inndiag(L))i,

(M2,M1)
i ∩ Inndiag(L) ≤ (M2 ∩ Inndiag(L),M1 ∩ Inndiag(L))i

для i ∈ {1, 2}. Но для тройки (Inndiag(L),M1∩Inndiag(L),M2∩Inndiag(L)) из Π выполняется
условие (∗), и из ранее доказанного следует, что

(M1 ∩ Inndiag(L),M2 ∩ Inndiag(L))i char M1 ∩ Inndiag(L),

(M2 ∩ Inndiag(L),M1 ∩ Inndiag(L))i char M2 ∩ Inndiag(L)

для i ∈ {1, 2}. Таким образом,

(M1 ∩ Inndiag(L),M2 ∩ Inndiag(L))i E M1,

(M2 ∩ Inndiag(L),M1 ∩ Inndiag(L))i E M2

для i ∈ {1, 2}, что влечет

(M1 ∩ Inndiag(L),M2 ∩ Inndiag(L))i ≤ (M1,M2)
i ∩ Inndiag(L),

(M2 ∩ Inndiag(L),M1 ∩ Inndiag(L))i ≤ (M2,M1)
i ∩ Inndiag(L)

для i ∈ {1, 2}. Итак,

(M1,M2)
i ∩ Inndiag(L) = (M1 ∩ Inndiag(L),M2 ∩ Inndiag(L))i,

(M2,M1)
i ∩ Inndiag(L) = (M2 ∩ Inndiag(L),M1 ∩ Inndiag(L))i

для i ∈ {1, 2}.
Далее, если (M1,M2)

1 6≤ L, то с учетом G = LM1 имеем L < (L(M1,M2)
1) ∩

Inndiag(L). Но тогда (M1,M2)
1 ∩ Inndiag(L) 6≤ L, что в силу доказанного равенства

(M1,M2)
1 ∩ Inndiag(L) = (M1 ∩ Inndiag(L),M2 ∩ Inndiag(L))1 противоречит включению

(M1 ∩ Inndiag(L),M2 ∩ Inndiag(L))1 ≤ L, справедливость которого следует (с учетом
(Inndiag(L),M1 ∩ Inndiag(L),M2 ∩ Inndiag(L)) ∈ Π) из ранее рассмотренного случая (∗).
Таким образом, (M1,M2)

1 ≤ L и, следовательно,

(M1,M2)
i = (M1 ∩ Inndiag(L),M2 ∩ Inndiag(L))i
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для i ∈ {1, 2}. Аналогично доказывается, что (M2,M1)
1 ≤ L и

(M2,M1)
i = (M2 ∩ Inndiag(L),M1 ∩ Inndiag(L))i

для i ∈ {1, 2}. Кроме того, из (Inndiag(L),M1 ∩ Inndiag(L),M2 ∩ Inndiag(L)) ∈ Π и ранее
рассмотренного случая (∗) вытекает, что

|M1 ∩M2 ∩ L| = |(M1 ∩ Inndiag(L)) ∩ (M2 ∩ Inndiag(L)) ∩ L| = 211.

На основании доказанного и в силу рассмотренного ранее случая (∗) заключаем, что
группы (M1,M2)

i и (M2,M1)
i для i ∈ {1, 2}, а также группа M1 ∩ M2 ∩ L имеют указан-

ный в п. (b) вид.

Покажем, что произвольная тройка (G,M∗
1 ,M

∗
2 ) из Π, где (далее мы используем введенные

выше обозначения V, V−
{V1,V2,V3,V4}

и V+
{V1,V2,V3,V4}

) M∗
i ∩ Inndiag(L)
:

, i ∈ {1, 2}, есть стабилиза-

тор в Inndiag(L)
:

некоторого разложения V = V ∗
i,1+V ∗

i,2+V ∗
i,3+V ∗

i,4, {V
∗
i,1, V

∗
i,2, V

∗
i,3, V

∗
i,4} ∈ V, экви-

валентна тройке (G,M1,M2). Из (G,M∗
1 ,M

∗
2 ) ∈ Π следует (см. выше), что (Inndiag(L),M∗

1 ∩

Inndiag(L),M∗
2 ∩ Inndiag(L)) ∈ Π. Так как M∗

1 = NG(M
∗
1 ∩ Inndiag(L)) и Inndiag(L)

:

дей-
ствует транзитивно на V, то мы можем, не теряя общности (сопрягая в случае необходи-
мости тройку (G,M∗

1 ,M
∗
2 ) подходящим элементом из Inndiag(L)), считать,что M∗

1 = M1 и
{V ∗

1,1, V
∗
1,2, V

∗
1,3, V

∗
1,4} = {V1, V2, V3, V4}. Но тогда, как было доказано ранее, (Inndiag(L),M∗

1 ∩

Inndiag(L),M∗
2 ∩ Inndiag(L)) ∈ Π влечет {V ∗

2,1, V
∗
2,2, V

∗
2,3, V

∗
2,4} ∈ V−

{V1,V2,V3,V4}
∪ V+

{V1,V2,V3,V4}
.

Кроме того, ранее было доказано, что действие группы M1 ∩ Inndiag(L)
:

= 〈h̃,M1 ∩ PSO(V )
:

〉
на V−

{V1,V2,V3,V4}
∪ V+

{V1,V2,V3,V4}
транзитивно. Поэтому некоторый элемент из M1 ∩ Inndiag(L)

сопряжением переводит M∗
2 ∩ Inndiag(L) в M2 ∩ Inndiag(L), а следовательно, с учетом

M∗
2 = NG(M

∗
2 ∩ Inndiag(L)) и M2 = NG(M2 ∩ Inndiag(L)), также переводит M∗

2 в M2. Таким
образом, сопряжение тройки (G,M∗

1 = M1,M
∗
2 ) подходящим элементом из M1 ∩ Inndiag(L)

переводит ее в (G,M1,M2), что доказывает эквивалентность (G,M∗
1 ,M

∗
2 ) и (G,M1,M2).

Покажем, что в общем случае (как при ε1 = + и q = 5, так и при ε1 = − и q = 3, как при
циклической порядка 4 группе G/L, так и при Inndiag(L) E G) имеем |M1 : M1 ∩M2| = 24.
Для этого заметим прежде всего, что множество всех троек вида (G,M1,M

∗
2 ) из Π инвариантно

относительно сопряжения элементами из M1.
Если G/L — циклическая группа порядка 4, то (поскольку все такие подгруппы G груп-

пы Aut(L) сопряжены в группе Aut(L)), мы можем, не теряя общности, предполагать, что
G ≤ PCGO(V ). При этом предположении, как было доказано при рассмотрении случая (∗),

во-первых, тройки вида (G,M1,M
∗
2 ) из Π характеризуются тем, что M∗

2

:

есть стабилизатор в G̃
разложения V = U1+U2+U3+U4 для {U1, U2, U3, U4} ∈ V−

{V1,V2,V3,V4}
∪V+

{V1,V2,V3,V4}
, а во-вторых,

группа M̃1 действует транзитивно на V−
{V1,V2,V3,V4}

∪ V+
{V1,V2,V3,V4}

. Итак, множество всех троек

вида (G,M1,M
∗
2 ) из Π имеет мощность 24, причем группа M1 транзитивно действует на нем

(сопряжением). Так как одним из элементов этого множества является тройка (G,M1,M2), ста-
билизатор которой в M1 (при указанном действии сопряжением) есть M1∩NG(M2) = M1∩M2,
то в случае, когда G/L — циклическая группа порядка 4, равенство |M1 : M1 ∩M2| = 24 спра-
ведливо.

Пусть G/L не есть циклическая группа порядка 4 и, следовательно, Inndiag(L) E G. То-
гда (см. выше) тройки вида (G,M1,M

∗
2 ) из Π характеризуются тем, что (Inndiag(L),M1 ∩

Inndiag(L),M∗
2 ∩ Inndiag(L)) ∈ Π. Но, как было доказано при рассмотрении случая (∗),

во-первых, условие (Inndiag(L),M1 ∩ Inndiag(L),M∗
2 ∩ Inndiag(L)) ∈ Π эквивалентно то-

му, что M∗
2 ∩ Inndiag(L)
:

есть стабилизатор в Inndiag(L)
:

разложения V = U1 + U2 + U3 + U4

для {U1, U2, U3, U4} ∈ V−
{V1,V2,V3,V4}

∪ V+
{V1,V2,V3,V4}

, а во-вторых, группа M1 ∩ Inndiag(L)
:

действует транзитивно на V−
{V1,V2,V3,V4}

∪ V+
{V1,V2,V3,V4}

. Отсюда с учетом (G,M1,M
∗
2 ) =
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(NG(Inndiag(L)), NG(M1∩Inndiag(L)), NG(M
∗
2 ∩Inndiag(L))) заключаем, что множество всех

троек вида (G,M1,M
∗
2 ) из Π имеет мощность 24, причем группа M1 транзитивно действу-

ет на нем (сопряжением). Так как одним из элементов этого множества является трой-
ка (G,M1,M2), стабилизатор которой в M1 (при указанном действии сопряжением) есть
M1 ∩ NG(M2) = M1 ∩ M2, то равенство |M1 : M1 ∩ M2| = 24 справедливо и в случае, ко-
гда G/L не есть циклическая группа порядка 4.

Остается проверить последнее утверждение из п. (b) теоремы. Пусть G/L изоморфна A4

или S4 и d — элемент порядка 3 из M1 ∩M2 (в силу |M1 : M1 ∩M2| = 24 и |M1 ∩M2 ∩L| = 211

такой элемент существует, причем d 6∈ L). Заметим, что M1 ∩ M2 ∩ L 6= Q, где Q = O2(M0).
Действительно, 2-группа M1 ∩M2 ∩ L не является силовской 2-подгруппой группы M2 ∩ L и,
следовательно, нормализуется некоторым элементом из (M2 ∩ L) \ (M1 ∩M2 ∩ L) ⊆ M2 \M1,
а NG(Q) = M1. Таким образом, Q(M1 ∩M2 ∩ L) — d-инвариантная силовская 2-подгруппа в
M0, а следовательно, и в L.

Пусть τ∗ — стандартный графовый автоморфизм порядка 3 группы L. Докажем, что d
сопряжен с τ∗ относительно Aut(L). Предположим противное. Тогда ввиду [13, 4.7.3, 4.9.2]
q = 3 и d сопряжен с τ∗z относительно Aut(L) для некоторого корневого элемента z по-
рядка 3 из CL(τ

∗), причем CL(τ
∗z) = CL(τ

∗) ∩ CL(z) и CL(τ
∗) ∼= G2(3). Согласно [6] имеем

CL(d)/O3(CL(d)) ∼= SL2(3). Поэтому силовская 2-подгруппа из CL(d) изоморфна группе ква-
тернионов порядка 8. С другой стороны, как мы показали в предыдущем абзаце, элемент d
нормализует некоторую силовскую 2-подгруппу S из M0 и, следовательно, централизует под-
группу Z(S) порядка 2. Поскольку Z(S) содержится в четверной подгруппе K1, нормальной
в M1, а d принадлежит M1, то d централизует четверную подгруппу K1 из S. Полученное
противоречие доказывает последнее утверждение из п. (b) теоремы.

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е. Группа M1 из п. (a) теоремы содержится в [14, таблица I, строки 51–54].
Группа M1 из п. (b) теоремы содержится в [14, таблица I, строка 55] при q = 5 и со-
держится в [14, таблица I, строка 56] при q = 3. В обоих пп. (a) и (b) теоремы с уче-
том [14] имеем M1 ∩ L < Y < X < L, где Y ∼= 26 : A8 и X ∼= Ω+

8 (2). Из приве-
денного доказательства теоремы следует, что в п. (a) теоремы группа M1/O2(M1) действу-
ет точно и неприводимо на O2(M1)/Z(O2(M1)) и неприводимо на Z(O3(M1)). Можно до-
казать также, что в п. (b) теоремы группа (M1 ∩ L)/O2(M1 ∩ L) действует неприводимо
на Z(O2(M1 ∩ L)), тривиально на [O2(M1 ∩ L), O2(M1 ∩ L)]/Z(O2(M1 ∩ L)) и вполне при-
водимо на O2(M1 ∩ L)/[O2(M1 ∩ L), O2(M1 ∩ L)]. Из приведенного доказательства теоремы
следует, что любая тройка из п. (b) теоремы эквивалентна тройке (G,M1,M2), у которой
O(V ) E G ≤ Aut(O(V )) (причем либо G/O(V ) — циклическая группа порядка 4, либо
Inndiag(O(V )) ≤ G), M1 = NG(M1 ∩O(V )), M2 = NG(M2 ∩O(V )), M1 ∩O(V ) — стабилизатор
в O(V ) ортогонального разложения V = 〈e1, f1〉+ 〈e2, f2〉+ 〈e3, f3〉+ 〈e4, f4〉, где для каждого
1 ≤ s ≤ 4 при q = 5 имеют место равенства (es, es) = 0 = (fs, fs) и (es, fs) = 1, а при q = 3 имеют
место равенства (es, es) = 1 = (fs, fs) и (es, fs) = 0, M2 ∩O(V ) — стабилизатор в O(V ) ортого-
нального разложения V = 〈e1+f1, e2+f2〉+〈e1−f1, e2−f2〉+〈e3+f3, e4+f4〉+〈e3−f3, e4−f4〉.

Авторы благодарны В.В.Кораблевой за помощь при вычислениях, использующих GAP.

Укажем на опечатки в [4, ч. III]:

вместо абзаца на с. 167, строки 1-3 снизу, и с. 168, строки 1-2 сверху, должно быть “Так как
CS(S1) = 〈z1〉×S2 = 〈z1〉×Su

1 , имеем E2∩Z(S) = 〈z2〉 и, следовательно, E1 и E2 — единственные
четверные подгруппы из O2(M0), все неединичные элементы которых сопряжены с z1 в L.”;

на с. 167, строка 17 снизу, вместо S ∈ Syl2(M0) должно быть S = S1 × S2 ∈ Syl2(M0);

на с. 168, строка 18 снизу, вместо × должно быть ⊕;

на с. 169, строка 9 сверху, вместо Sp2(q)
t(q + 1)t : St должно быть Sp2(q)

t : St;

на с. 169, строка 22 сверху, вместо PSL(Vk) должно быть PSLε(Vk);

на с. 169, строка 35 сверху, вместо PSL(Vk) должно быть PSLε(g̃(V1);
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на с. 170, строка 13 снизу, вместо O3(M0) должно быть O2(M0);
на с. 170, строка 7 снизу, вместо “x1 = x2

n−1

, y1 = y2
n−1

, w1 = w2n−2

” должно быть “x1 =
x2

k−1

, y1 = y2
k−1

, w1 = w2k−3

при k > 2”;
на с. 170, строка 6 снизу, вместо O2(M) должно быть O2(M0);
на с. 171, строка 4 сверху, вместо “L1 не принадлежит A” должно быть “L2 не принадле-

жит A”;
на с. 171, строка 11 сверху, вместо w2 должно быть w;
на с. 171, строка 12 сверху, вместо “то M0 централизует w1” должно быть “то k > 2 и M0

централизует w1”.
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