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В ПРОСТРАНСТВАХ Lp(T), 1 < p <∞

Н.А. Ильясов

В статье предлагается метод, который позволяет, в частности, установить равносильность извест-
ных оценок М.Ф.Тимана для Lp-модулей гладкости r-го порядка ωr(f ; π/n)p и оценок О.В. Бесова для
Lp-норм производных r-го порядка ‖f(r)‖p посредством элементов последовательности {En−1(f)p}∞n=1
наилучших приближений 2π-периодической функции f ∈ Lp(T) тригонометрическими полиномами по-
рядка не выше n− 1, n ∈ N, где r ∈ N, 1 < p < ∞, T = (−π, π].

Теорема 1. Пусть 1 < p < ∞, θ = min{2, p}, r ∈ N, f ∈ Lp(T) и
∑

∞

n=1 n
θr−1Eθ

n−1(f)p < ∞. Тогда

выполнение неравенства ωr(f ; π/n)p ≤ C1(r, p)n−r
(

∑n
ν=1 ν

θr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ
, n ∈ N, необходимо и до-

статочно, чтобы f ∈ L
(r)
p (T) и имело место неравенство ‖f(r)‖p ≤ C2(r, p)

(

∑

∞

n=1 n
θr−1Eθ

n−1(f)p
)1/θ

,

где L
(r)
p (T) — класс функций f ∈ Lp(T), имеющих абсолютно непрерывную производную (r − 1)-го по-

рядка и f(r) ∈ Lp(T).

Теорема 2. Пусть 1 < p < ∞, β = max{2, p}, r ∈ N и f ∈ L
(r)
p (T). Тогда выполнение неравенства

n−r
(

∑n
ν=1 ν

βr−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β
≤ C3(r, p)ωr(f ; π/n)p, n ∈ N, необходимо и достаточно для справедливо-

сти неравенства
(

∑

∞

n=1 n
βr−1Eβ

n−1(f)p
)1/β

≤ C4(r, p)‖f(r)‖p.

В силу справедливости порядкового равенства
∑n

ν=1 ν
αr−1Eα

ν−1(f)p ≍
∑n

ν=1 ν
αr−1ωα

l (f ; π/ν)p, n ∈
N ∪ {+∞}, где 1 ≤ α < ∞, l ∈ N, l > r, утверждения теорем 1 и 2 остаются в силе, если вместо по-
следовательности {En−1(f)p}∞n=1 рассматривать последовательность {ωl(f ; π/n)p}

∞

n=1 (теоремы 3 и 4).
Метод, используемый при доказательстве теорем 1 и 2, применяется к получению равносильных оце-
нок сверху и равносильных оценок снизу для величин En−1(f(r))p и ωk(f

(r); π/n)p, n ∈ N, посредством
элементов последовательности {En−1(f)p}∞n=1, где k, r ∈ N, 1 < p < ∞.

Ключевые слова: наилучшее приближение, модуль гладкости, неравенства теории приближений, рав-
носильные неравенства, неравенства М.Ф.Тимана, неравенства О.В.Бесова.

N. A. Il’yasov. On the equivalence of some inequalities in the theory of approximation of

periodic functions in the spaces Lp(T), 1 < p < ∞.

We propose a method for proving, in particular, the equivalence of M.F. Timan’s known estimates for the
rth-order Lp-moduli of smoothness ωr(f ; π/n)p and O.V. Besov’s estimates for the Lp-norms ‖f(r)‖p of rth-
order derivatives by using elements of the sequence {En−1(f)p}∞n=1 of the best approximations of a 2π-periodic
function f ∈ Lp(T) by trigonometric polynomials of order at most n− 1, n ∈ N, where r ∈ N, 1 < p < ∞, and
T = (−π, π].

Theorem 1. Let 1 < p < ∞, θ = min{2, p}, r ∈ N, f ∈ Lp(T), and
∑

∞

n=1 n
θr−1Eθ

n−1(f)p < ∞. Then the

inequality ωr(f ; π/n)p ≤ C1(r, p)n−r
(

∑n
ν=1 ν

θr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ
, n ∈ N, is satisfied if and only if f ∈ L

(r)
p (T)

and ‖f(r)‖p ≤ C2(r, p)
(

∑

∞

n=1 n
θr−1Eθ

n−1(f)p
)1/θ

, where L
(r)
p (T) is the class of functions f ∈ Lp(T) with

absolutely continuous derivative of the (r − 1)th order and f(r) ∈ Lp(T).

Theorem 2. Suppose that 1 < p < ∞, β = max{2, p}, r ∈ N, and f ∈ L
(r)
p (T). Then the inequality

n−r
(

∑n
ν=1 ν

βr−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β
≤ C3(r, p)ωr(f ; π/n)p is satisfied for n ∈ N if and only if the inequality

(

∑

∞

n=1 n
βr−1Eβ

n−1(f)p
)1/β

≤ C4(r, p)‖f(r)‖p is satisfied.

In view of the order identity
∑n

ν=1 ν
αr−1Eα

ν−1(f)p ≍
∑n

ν=1 ν
αr−1ωα

l (f ; π/ν)p, n ∈ N∪{+∞}, where 1 ≤ α <
∞, l ∈ N, and l > r, the assertions of Theorems 1 and 2 remain valid if we replace the sequence {En−1(f)p}∞n=1
by the sequence {ωl(f ; π/n)p}

∞

n=1 (Theorems 3 and 4). The method used in the proof of Theorems 1 and 2 can

be applied to derive equivalent upper estimates and equivalent lower estimates for the values En−1(f(r))p and
ωk(f

(r); π/n)p, n ∈ N, by means of elements of the sequence {En−1(f)p}∞n=1, where k, r ∈ N and 1 < p < ∞.

Keywords: best approximation, modulus of smoothness, inequalities of approximation theory, equivalent
inequalities, Timan’s inequalities, Besov’s inequalities.
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Введение

Пусть Lp(T), 1 ≤ p <∞ — пространство всех измеримых 2π-периодических функций c ко-

нечной Lp(T)-нормой ‖f‖p =
(

π−1

∫

T

|f(x)|p dx
)1/p

, L∞(T) ≡ C(T) — пространство всех непре-

рывных 2π-периодических функций c равномерной нормой ‖f‖∞ = max{|f(x)| : x ∈ T}, где

T = (−π, π]; L
(r)
p (T), 1 ≤ p < ∞, — класс функций f ∈ Lp(T), имеющих абсолютно непрерыв-

ную производную (r− 1)-го порядка и f (r) ∈ Lp(T); En(f)p — наилучшее в метрике Lp(T) при-
ближение функции f тригонометрическими полиномами порядка не выше n, n ∈ Z+; Sn(f ;x) —
частная сумма порядка n ∈ Z+ ряда Фурье функции f ∈ Lp(T); Tn,p(f ;x) — полином наилуч-
шего приближения (в метрике Lp(T)) функции f порядка n ∈ Z+; ωl(f ; δ)p — модуль гладкости
l-го порядка функции f ∈ Lp(T), l ∈ N, δ ∈ [0,+∞) : ωl(f ; δ)p = sup{‖∆l

hf(·)‖p : h ∈ R, |h| ≤ δ},

где ∆l
hf(x) =

∑l
ν=0(−1)l−ν

( l
ν

)

f(x+ νh),
( l
ν

)

= l!/(ν!(l − ν)!), ν = 0, l.

Ниже и всюду в дальнейшем θ(p), 1 ≤ p ≤ ∞, и β(p), 1 < p < ∞, обозначают функции,
определяемые следующим образом: θ = θ(p) = min{2, p} для значений 1 ≤ p < ∞ и θ(∞) = 1,
β = β(p) = max{2, p}.

М.Ф.Тиманом [1, теорема 1, неравенства (7); 2, неравенство (2)] установлены соответствен-
но следующие неравенства: пусть 1 < p <∞, r ∈ N и f ∈ Lp(T), тогда

ωr

(

f ;
π

n

)

p
≤ C1(r, p)n

−r

( n
∑

ν=1

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ

, n ∈ N, (0.1)

n−r

( n
∑

ν=1

νβr−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β

≤ C2(r, p)ωr

(

f ;
π

n

)

p
, n ∈ N. (0.2)

О.В.Бесовым [3, неравенства (4) и (6), неравенства (5) и (7)] доказаны (в эквивалентной
формулировке) следующие утверждения:

(a) пусть 1 < p <∞, r ∈ N, f ∈ Lp(T) и

∞
∑

n=1

nθr−1Eθ
n−1(f)p <∞; (0.3)

тогда f ∈ L
(r)
p (T) и имеет место неравенство

‖f (r)‖p ≤ C3(r, p)

( ∞
∑

n=1

nθr−1Eθ
n−1(f)p

)1/θ

; (0.4)

(b) пусть 1 < p <∞, r ∈ N и f ∈ L
(r)
p (T); тогда справедливо неравенство

( ∞
∑

n=1

nβr−1Eβ
n−1(f)p

)1/β

≤ C4(r, p)‖f
(r)‖p. (0.5)

Здесь и всюду в дальнейшем Cj(r, p, . . .), где j ∈ N, обозначают положительные постоянные
величины, зависящие только от указанных в скобках параметров.

З а м е ч а н и е 1. Оценке (0.1) предшествовал следующий результат: если 1 < p <∞, f ∈
Lp(T) и En−1(f)p = O(n−1), n ∈ N, то ω1(f ;π/n)p = O(n−1(ln(en))1/θ), n ∈ N. Последнее
утверждение является следствием импликации ω2(f ; δ)p = O(δ), δ ∈ (0, π] ⇒ ω1(f ; δ)p =
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O(δ(ln(πe/δ))1/θ), δ ∈ (0, π], которая установлена А.Ф.Тиманом и М.Ф.Тиманом [4, теорема 6]
при p = 2 и А. Зигмундом [5] при 1 < p <∞, поскольку (см. [6, теоремы 8 и 8′]) ω2(f ; δ)p = O(δ),
δ ∈ (0, π] ⇔ En−1(f)p = O(n−1), n ∈ N. Неравенство (0.1) в случае r = 1 и p = 2 доказано
С.Б.Стечкиным [7, § 1, лемма 1].

В силу Lp(T) — аналога неравенства Джексона — Стечкина (см., например, [8, § 2, теоре-
ма 1, неравенство (2.5); 9, гл. V, п. 5.11, неравенство (1)])

En−1(f)p ≤ C5(l)ωl

(

f ;
π

n

)

p
, n ∈ N, (0.6)

и справедливости порядкового равенства (1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ α < ∞, l ∈ N, l > r; см. разд. 1,
замечание 8)

n
∑

ν=1

ναr−1Eα
ν−1(f)p ≍

n
∑

ν=1

ναr−1ωα
l

(

f ;
π

ν

)

p
, n ∈ N ∪ {+∞}, (0.7)

оценки (0.1), (0.2) и утверждения (a), (b) остаются в силе, если вместо последовательности
{En−1(f)p}

∞
n=1 рассматривать последовательность {ωl(f ;π/n)p}

∞
n=1 (см. разд. 1, замечание 9).

Напомним, что порядковое равенство ϕn ≍ ψn означает существование таких постоянных
величин 0 < C6 ≤ C7, зависящих лишь от заданных параметров (в данном случае l, r, α), что
C6ψn ≤ ϕn ≤ C7ψn.

Теорема 1. Пусть 1 < p < ∞, r ∈ N, f ∈ Lp(T) и выполняется условие (0.3). Тогда

выполнение неравенства (0.1) необходимо и достаточно, чтобы f ∈ L
(r)
p (T) и имело место

неравенство (0.4).

З а м е ч а н и е 2. В случае r = 1 на возможность получения неравенства (0.4) (при вы-
полнении условия (0.3)) из неравенства (0.1) с помощью одной теоремы Г.Харди и Дж.Литтл-
вуда [10, п. 6.4, теорема 24, (i)] было указано О.В.Бесовым [3, абзац после формулировки
теоремы 2].

Теорема 2. Пусть 1 < p < ∞, r ∈ N и f ∈ L
(r)
p (T). Тогда выполнение неравенства (0.2)

необходимо и достаточно для справедливости неравенства (0.5).

Порядковое равенство (0.7) позволяет вывести в качестве следствий из теоремы 1 и теоре-
мы 2 соответственно следующие утверждения.

Теорема 3. Пусть 1 < p <∞, l, r ∈ N, l > r, f ∈ Lp(T) и

∞
∑

n=1

nθr−1ωθ
l

(

f ;
π

n

)

p
<∞. (0.8)

Тогда выполнение неравенства

ωr

(

f ;
π

n

)

p
≤ C8(l, r, p)n

−r

( n
∑

ν=1

νθr−1ωθ
l

(

f ;
π

ν

)

p

)1/θ

, n ∈ N, (0.9)

необходимо и достаточно, чтобы f ∈ L
(r)
p (T) и имело место неравенство

‖f (r)‖p ≤ C9(l, r, p)

( ∞
∑

n=1

nθr−1ωθ
l

(

f ;
π

n

)

p

)1/θ

. (0.10)
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З а м е ч а н и е 3. Условие l > r необходимо для сходимости ряда (0.8) для каждой
функции f ∈ Lp(T) с ωl(f ; δ)p 6≡ 0, поскольку в противном случае в силу известного свойства
ωl(f ; δ)p ≥ (2π)−lωl(f ;π)pδ

l, δ ∈ (0, π], указанный ряд заведомо расходится. В случае l = r

принадлежность функции f ∈ Lp(T) классу L
(r)
p (T) обеспечивает условие sup{δ−rωr(f ; δ)p : δ ∈

(0,+∞)} ≤ K, где K — некоторая положительная постоянная величина (см. разд. 1, замеча-
ние 6, п. 1)).

Теорема 4. Пусть 1 < p <∞, l, r ∈ N, l > r и f ∈ L
(r)
p (T). Тогда выполнение неравенства

n−r

( n
∑

ν=1

νβr−1ωβ
l

(

f ;
π

ν

)

p

)1/β

≤ C10(l, r, p)ωr

(

f ;
π

n

)

p
, n ∈ N, (0.11)

необходимо и достаточно для справедливости неравенства

( ∞
∑

n=1

nβr−1ωβ
l

(

f ;
π

n

)

p

)1/β

≤ C11(l, r, p)‖f
(r)‖p . (0.12)

З а м е ч а н и е 4. В случае r = 1, l = 2 неравенство (0.10) (в интегральной фор-
ме записи) для значений 1 < p ≤ 2 (⇒ θ = min{2, p} = p) следует из одного результата
И.Марцинкевича [11, теорема 3, неравенство (1.4), с. 43]. Наличие в неравенстве (0.12) (слу-
чай r = 1, l = 2) показателя β = max{2, p} = p для значений 2 ≤ p < ∞ подтверждается
оценкой (1.3), полученной в [11, теорема 2, с. 42] (см. также [12, § 2, п. 1]).

Следующий результат в известной степени дополняет утверждение теоремы 1.

Теорема 5. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Lp(T), r ∈ N, Gn(f ;x) = Sn(f ;x) при 1 < p < ∞ и

Gn(f ;x) = Tn,p(f ;x) при p = 1, p = ∞. Тогда для справедливости неравенства

ωr

(

f ;
π

n

)

p
≤ C12(r, p)n

−r

( n
∑

ν=1

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ

, n ∈ N, (0.13)

необходимо и достаточно выполнение неравенства

‖G(r)
n (f ; ·)‖p ≤ C13(r, p)

( n
∑

ν=1

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ

, n ∈ N. (0.14)

З а м е ч а н и е 5. Неравенство (0.14) в случае p = ∞ доказано С.Б.Стечкиным [8, § 5,
лемма 10, неравенство (5.10)] (в случае p = 1 доказательство сохраняется). В этой же работе
впервые реализована идея привлечения (0.14) к доказательству неравенства (0.13) (см. [8, § 5,
теорема 8, неравенство (5.14)]).

Доказательства теорем 1, 2 и 5 приведены в разд. 1. В разд. 2 метод, используемый при
доказательстве теорем 1 и 2, применяется к получению равносильных оценок сверху (лемма 2 и
замечание 11) и равносильных оценок снизу (лемма 3 и замечание 12) для величин En−1(f

(r))p
и ωk(f

(r);π/n)p, n ∈ N, посредством элементов последовательности {En−1(f)p}
∞
n=1, где k, r ∈

N, 1 < p <∞.

1. Доказательства теоремы 1, теоремы 2 и теоремы 5

В следующей основной лемме собраны необходимые оценки, используемые при доказатель-
стве приведенных ниже утверждений (Sn(f) = Sn(f ; ·)).
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Лемма 1. Пусть 1 < p <∞, f ∈ Lp(T) и r ∈ N; тогда

1) ‖Sn(f)‖p ≤ C14(p)‖f‖p, En(f)p ≤ ‖f − Sn(f)‖p ≤ (1 +C14(p))En(f)p, n ∈ Z+;

2) Eν−1(Sn(f))p ≤ C14(p)(1 + C14(p))Eν−1(f)p, 1 ≤ ν ≤ n, n ∈ N, Eν−1(Sn(f))p = 0, ν ≥
n+ 1, n ∈ Z+;

3) En(f)p ≤ Eν−1(f − Sn(f))p ≤ (1 + C14(p))En(f)p, 1 ≤ ν ≤ n, n ∈ N, Eν−1(f − Sn(f))p =
Eν−1(f)p, ν ≥ n+ 1, n ∈ Z+;

4) Eν−1(f)p ≤ (1+C14(p))En(f)p+Eν−1(Sn(f))p ≤ (1+C14(p))
2Eν−1(f)p, 1 ≤ ν ≤ n, n ∈ N;

5) max
{

((1 + C14(p))C5(r))
−1‖f − Sn(f)‖p, 2r(C14(p))

−1n−r‖S
(r)
n (f)‖p

}

≤ ωr(f ;π/n)p ≤

2r‖f − Sn(f)‖p + πrn−r‖S
(r)
n (f)‖p, n ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Левая оценка представляет собой известное неравенство
М.Рисса [13, п. 13, теорема V, неравенство (30) на с. 230] (см. также [14, т. 1, гл. 7, тео-
рема 6.4]). Оценка слева в правой части очевидна, а оценка справа установлена в [15, п. i)
леммы C на с. 539].

2) В силу оценок из п. 1) получаем (1 ≤ ν ≤ n, n ∈ N)

Eν−1(Sn(f))p ≤ ‖Sn(f)− Sν−1(Sn(f))‖p = ‖Sn(f)− Sn(Sν−1(f))‖p = ‖Sn(f − Sν−1(f))‖p

≤ C14(p)‖f − Sν−1(f)‖p ≤ C14(p)(1 + C14(p))Eν−1(f)p.

3) В силу известных свойств последовательности En(f)p, n ∈ Z+, имеем (1 ≤ ν ≤ n, n ∈ N)

En(f)p ≤ En(f − Sn(f))p + En(Sn(f))p = En(f − Sn(f))p

≤ Eν−1(f − Sn(f))p ≤ ‖f − Sn(f)‖p ≤ (1 + C14(p))En(f)p.

Далее, учитывая равенство в п. 2), получаем (ν ≥ n+ 1, n ∈ Z+)

Eν−1(f − Sn(f))p ≤ Eν−1(f)p + Eν−1(Sn(f))p

= Eν−1(f)p ≤ Eν−1(f − Sn(f))p + Eν−1(Sn(f))p = Eν−1(f − Sn(f))p.

4) Учитывая оценки в п. 3) и п. 2), получаем (1 ≤ ν ≤ n, n ∈ N)

Eν−1(f)p ≤ Eν−1(f − Sn(f))p + Eν−1(Sn(f))p ≤ (1 +C14(p))En(f)p + Eν−1(Sn(f))p

≤ (1 + C14(p))Eν−1(f)p + C14(p)(1 + C14(p))Eν−1(f)p = (1 + C14(p))
2Eν−1(f)p.

5) В силу известных свойств модулей гладкости ωr(f ; δ)p имеем

ωr

(

f ;
π

n

)

p
≤ ωr

(

f − Sn(f);
π

n

)

p
+ ωr

(

Sn(f);
π

n

)

p
≤ 2r‖f − Sn(f)‖p + πrn−r‖S(r)

n (f)‖p,

откуда следует правая оценка. Докажем левую оценку. В силу правой оценки в п. 1) и нера-
венства (0.6) получаем ‖f − Sn(f)‖p ≤ (1 +C14(p))En(f)p ≤ (1 +C14(p))C5(r)ωr(f ;π/(n+ 1))p.
Далее, в силу неравенства Ф.Рисса — С.Б.Стечкина — С.М.Никольского (см., например,
[9, гл. 4, п. 4.8.6] и левой оценки в п. 1) имеем

‖S(r)
n (f ; ·)‖p ≤ 2−rnr‖∆r

π/nSn(f ; ·)‖p = 2−rnr‖Sn(∆
r
π/nf ; ·)‖p

≤ 2−rnrC14(p)‖∆
r
π/nf(·)‖p ≤ 2−rC14(p)n

rωr

(

f ;
π

n

)

p
.

Лемма 1 доказана. �

Для краткости изложения введем обозначение: E(f ; p; r;α) =
(

∑∞
n=1 n

αr−1Eα
n−1(f)p

)1/α
.
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Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Необходимость: если имеет место неравенство (0.1),
то

nrωr

(

f ;
π

n

)

p
≤ C1(r, p)

( n
∑

ν=1

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ

≤ C1(r, p)E(f ; p; r; θ) <∞,

откуда δ−rωr(f ; δ)p < 2rπ−rC1(r, p)E(f ; p; r; θ), δ ∈ (0, π]. Применяя теорему 2 [16], получаем,

что f ∈ L
(r)
p (T) и

‖f (r)‖p = lim
δ→+0

‖δ−r∆r
δf(·)‖p ≤ lim

δ→+0
δ−rωr(f ; δ)p ≤ 2rπ−rC1(r, p)E(f ; p; r; θ).

Достаточность: если f ∈ L
(r)
p (T) и имеет место неравенство (0.4), то в силу п. 2) леммы 1

имеем

‖S(r)
n (f ; ·)‖p ≤ C3(r, p)

( ∞
∑

ν=1

νθr−1Eθ
ν−1(Sn(f))p

)1/θ

= C3(r, p)

( n
∑

ν=1

νθr−1Eθ
ν−1(Sn(f))p

)1/θ

≤ C3(r, p)C14(p)(1 + C14(p))

( n
∑

ν=1

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ

,

откуда, учитывая оценки в п. 5) и п. 1) леммы 1, получаем

ωr

(

f ;
π

n

)

p
≤ 2r‖f − Sn(f)‖p + πrn−r‖S(r)

n (f)‖p

≤ 2r(1 + C14(p))En(f)p + πrC3(r, p)C14(p)(1 + C14(p))n
−r

( n
∑

ν=1

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ

≤
{

2r(1 + C14(p))(θr)
1/θ + πrC3(r, p)C14(p)(1 + C14(p))

}

n−r

( n
∑

ν=1

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ

.

Теорема 1 доказана. �

З а м е ч а н и е 6. 1) При доказательстве необходимости в утверждении теоремы 1 можно
также использовать следующий известный результат (см., например, [17, гл. II, § 10, теорема 1
и теорема 3]): пусть 1 < p < ∞, f ∈ Lp(T), r ∈ N; тогда соотношения lim

δ→+0
δ−rωr(f ; δ)p ≤

K, sup{δ−rωr(f ; δ)p : δ ∈ (0,+∞)} ≤ K и f ∈ L
(r)
p (T), ‖f (r)‖p ≤ K эквивалентны, где K —

некоторая положительная постоянная величина.

2) Неравенство (0.4) (при условии (0.3) ⇔ E(f ; p; r; θ) <∞ ⇒ f ∈ L
(r)
p (T)) непосредственно

следует из неравенства (0.14) для случая 1 < p <∞:

(i) ‖f (r)‖p ≤ sup{‖S
(r)
n (f ; ·)‖p : n ∈ N} ≤ C13(r, p)E(f ; p; r; θ), поскольку

‖f (r)‖p ≤ ‖f (r) − S(r)
n (f)‖p + ‖S(r)

n (f)‖p ≤ (1 + C14(p))En(f
(r))p + sup{‖S(r)

n (f ; ·)‖p : n ∈ N},

и, значит,

‖f (r)‖p ≤ sup{‖S(r)
n (f ; ·)‖p : n ∈ N},

где

sup{‖S(r)
n (f ; ·)‖p : n ∈ N} ≤ C14(p)‖f

(r)‖p <∞;

(ii) ‖f (r)‖p = lim
n→∞

‖S
(r)
n (f ; ·)‖p ≤ C13(r, p)E(f ; p; r; θ), поскольку

∣

∣

∣
‖f (r)‖p − ‖S(r)

n (f)‖p

∣

∣

∣
≤ ‖f (r) − S(r)

n (f)‖p ≤ (1 +C14(p))En(f
(r))p → 0 (n→ ∞),



О равносильности некоторых неравенств теории приближений 99

и, следовательно,
‖f (r)‖p = lim

n→∞
‖S(r)

n (f ; ·)‖p.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Необходимость: если f ∈ L
(r)
p (T) и имеет место нера-

венство (0.2), то

( n
∑

ν=1

νβr−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β

≤ C2(r, p)n
rωr

(

f ;
π

n

)

p
≤ C2(r, p)π

r‖f (r)‖p,

откуда сразу следуют сходимость ряда E(f ; p; r;β) и справедливость неравенства E(f ; p; r;β) ≤
C2(r, p)π

r‖f (r)‖p.
Достаточность: если имеет место неравенство (0.5), то, принимая во внимание оценку

‖S
(r)
n (f)‖p ≤ C14(p)‖f

(r)‖p, n ∈ N, в силу п. 2) леммы 1 имеем

( n
∑

ν=1

νβr−1Eβ
ν−1(Sn(f))p

)1/β

=

( ∞
∑

ν=1

νβr−1Eβ
ν−1(Sn(f))p

)1/β

≤ C4(r, p)‖S
(r)
n (f ; ·)‖p,

откуда, учитывая левую оценку в п. 4) леммы 1, неравенство (0.6) и левую оценку в п. 5)
леммы 1, получаем

( n
∑

ν=1

νβr−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β

≤ 21−1/β

{

(1 + C14(p))En(f)p

( n
∑

ν=1

νβr−1

)1/β

+

( n
∑

ν=1

νβr−1Eβ
ν−1(Sn(f))p

)1/β}

≤ 21−1/β
{

(1 + C14(p))n
rEn−1(f)p + C4(r, p)‖S

(r)
n (f ; ·)‖p

}

≤ 21−1/β
{

(1 + C14(p))C5(r)n
rωr

(

f ;
π

n

)

p
+ C4(r, p)2

−rC14(p)n
rωr

(

f ;
π

n

)

p

}

≤ 21−1/β
{

(1 + C14(p))C5(r) + 2−rC4(r, p)C14(p)
}

nrωr

(

f ;
π

n

)

p
,

что и требовалось доказать. Теорема 2 доказана. �

Ниже приводятся замечания относительно доказательств теоремы 3 и теоремы 4.

Положим Ωl(f ; p; r;α) =
(

∑∞
n=1 n

αr−1ωα
l (f ;π/n)p

)1/α
, где l, r ∈ N, l > r, 1 ≤ α <∞.

З а м е ч а н и е 7. Как было отмечено во введении, в силу неравенства (0.6) и порядко-
вого равенства (0.7), оценки (0.1), (0.2) и утверждения (a), (b) остаются в силе, если вместо
последовательности {En−1(f)p}

∞
n=1 рассматривать последовательность {ωl(f ;π/n)p}

∞
n=1.

Действительно, применяя (0.6) в правой части (0.1) и учитывая (0.7) (при α = β) в
левой части (0.2), получим соответственно неравенства (0.9) и (0.11). Далее, в силу нера-
венства (0.6) сходимость ряда Ωl(f ; p; r; θ) гарантирует сходимость ряда E(f ; p; r; θ), отку-

да согласно утверждению (a) следует, что f ∈ L
(r)
p (T) и в силу неравенства (0.4) имеем

‖f (r)‖p ≤ C3(r, p)E(f ; p; r; θ) ≤ C3(r, p)C5(l)Ωl(f ; p; r; θ). И, наконец, если f ∈ L
(r)
p (T), то в

силу (0.7) (при α = β) и неравенства (0.5) получаем Ωl(f ; p; r;β) ≤ C15(l, r, β)E(f ; p; r;β) ≤
C15(l, r, β)C4(r, p)‖f

(r)‖p.

З а м е ч а н и е 8. Порядковое равенство (0.7) позволяет утверждать, что выполнение

неравенств (0.1) и (0.2) равносильно выполнению соответственно неравенств (0.9) и (0.11),
сходимость ряда (0.3) эквивалентна сходимости ряда (0.8), а выполнение неравенств (0.4)

(при условии (0.3)) и (0.5) (при условии f ∈ L
(r)
p (T)) равносильно выполнению соответственно

неравенств (0.10) (при условии (0.8)) и (0.12) (при условии f ∈ L
(r)
p (T)).

Для полноты изложения приведем доказательство (0.7). Левая часть (0.7) оценивается че-
рез правую часть с помощью неравенства (0.6). С другой стороны, в силу неравенства (1) [9,
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гл. 6, п. 6.1.1] правая часть (0.7) не превышает Cα
16(l)

∑n
ν=1 ν

−α(l−r)−1
(

∑ν
µ=1 µ

l−1Eµ−1(f)p

)α
,

откуда, меняя порядок суммирования при α = 1 и применяя неравенство Харди [18, теоре-
ма 346] при α > 1, получаем оценку правой части (0.7) через левую часть.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 5. Вначале рассмотрим случай 1 < p < ∞. Если имеет
место неравенство (0.14), то (см. доказательство теоремы 1 в части “достаточность”)

ωr

(

f ;
π

n

)

p
≤ 2r‖f − Sn(f)‖p + πrn−r‖S(r)

n (f)‖p ≤ 2r(1 + C14(p))En(f)p

+ πrC13(r, p)n
−r

( n
∑

ν=1

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ

≤ C12(r, p)n
−r

( n
∑

ν=1

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ

,

где C12(r, p) = 2r(1 + C14(p))(θr)
1/θ + πrC13(r, p).

С другой стороны, если имеет место неравенство (0.13), то в силу левой оценки в п. 5)
леммы 1 имеем

‖S(r)
n (f ; ·)‖p ≤ 2−rC14(p)n

rωr

(

f ;
π

n

)

p
≤ C13(r, p)

( n
∑

ν=1

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ

, n ∈ N,

где C13(r, p) = 2−rC14(p)C12(r, p).

Рассмотрим теперь случай p = 1, p = ∞. Если имеет место неравенство (0.14), то (см.
доказательство правой оценки в п. 5) леммы 1)

ωr

(

f ;
π

n

)

p
≤ 2r‖f − Tn,p(f)‖p + πrn−r‖T (r)

n,p(f)‖p = 2rEn(f)p + πrn−r‖T (r)
n,p(f)‖p

≤ 2rEn−1(f)p + πrC13(r, p)n
−r

n
∑

ν=1

νr−1Eν−1(f)p ≤ C12(r, p)n
−r

n
∑

ν=1

νr−1Eν−1(f)p,

где C12(r, p) = r2r + πrC13(r, p).

С другой стороны, если имеет место неравенство (0.13), то (см. доказательство левой оцен-
ки в п. 5) леммы 1) получаем

‖T (r)
n,p(f ; ·)‖p ≤ 2−rnr‖∆r

π/nTn,p(f ; ·)‖p ≤ 2−rnr
{

‖∆r
π/n[Tn,p(f ; ·)− f(·)]‖p + ‖∆r

π/nf(·)‖p
}

≤ 2−rnr
{

2r‖Tn,p(f)− f‖p + ωr

(

f ;
π

n

)

p

}

= nrEn(f)p + 2−rnrωr

(

f ;
π

n

)

p

≤ (2−r + C5(r))n
rωr

(

f ;
π

n

)

p
≤ C13(r, p)

n
∑

ν=1

νr−1Eν−1(f)p,

где C13(r, p) = (2−r + C5(r))C12(r, p). Теорема 5 доказана. �

2. Неравенства для наилучших приближений и модулей гладкости

производной функции f ∈ Lp(T), 1 < p < ∞

В разд. 1 было установлено, что неравенства (0.14) (в случае 1 < p <∞), (0.1) и (0.4) (при
условии (0.3)) равносильны, т. е. выполнение одного из них влечет выполнение двух других.
В этом разделе, используя лишь неравенства (0.1), (0.4) и лемму 1, мы приводим доказатель-
ства равносильных оценок сверху En−1(f

(r))p и ωk(f
(r);π/n)p, n ∈ N, посредством элементов

последовательности {Eν−1(f)p}
∞
ν=1 (лемма 2). Кроме того, используя неравенство (0.5), рав-

носильное неравенству (0.2) (при условии f ∈ L
(r)
p (T)), лемму 1 и неравенство (0.6), получаем

соответствующие равносильные оценки снизу En−1(f
(r))p и ωk(f

(r);π/n)p, n ∈ N (лемма 3).
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Лемма 2. Пусть 1 < p < ∞, f ∈ Lp(T), k, r ∈ N и E(f ; p; r; θ) < ∞; тогда f ∈ L
(r)
p (T) и

справедливы неравенства:
1) ‖f (r)‖p ≤ C3(r, p)E(f ; p; r; θ);

2) En−1(f
(r))p ≤ ‖f (r)(·) − S

(r)
n−1(f ; ·)‖p ≤ C17(r, p)

{

nrEn−1(f)p +

( ∞
∑

ν=n+1

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ}

,

n ∈ N;

3) ωk

(

f (r);
π

n

)

p
≤ C18(k, r, p)

{( ∞
∑

ν=n+1

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ

+ n−k

( n
∑

ν=1

νθ(k+r)−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ}

,

n ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение E(f ; p; r; θ) < ∞ ⇒ f ∈ L
(r)
p (T) и неравенство 1)

сформулированы во введении (см. там утверждение (a) и неравенство (0.4); другое доказа-
тельство приведено также в разд. 1, доказательство теоремы 1). Применяя неравенство 1) к
функции gn(f ;x) = f(x)− Sn(f ;x), n ∈ N, и учитывая оценки в п. 3) леммы 1, получаем

En(f
(r))p ≤ ‖f (r)(·) − S(r)

n (f ; ·)‖p = ‖g(r)n (f ; ·)‖p ≤ C3(r, p)E(gn; p; r; θ)

≤ C3(r, p)

{( n+1
∑

ν=1

νθr−1Eθ
ν−1(gn)p

)1/θ

+

( ∞
∑

ν=n+2

νθr−1Eθ
ν−1(gn)p

)1/θ}

≤ C3(r, p)

{

(1 + C14(p))(n + 1)rEn(f)p +

( ∞
∑

ν=n+2

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ}

.

Оценка E0(f
(r))p непосредственно следует из неравенства 1)

(

‖f (r)(·)−S
(r)
0 (f ; ·)‖p = ‖f (r)‖p

)

:

E0(f
(r))p ≤ ‖f (r)‖p ≤ C3(r, p)E(f ; p; r; θ) ≤ C3(r, p)

{

E0(f)p +

( ∞
∑

ν=2

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ}

.

Из последних двух оценок следует неравенство 2) с C17(r, p) = C3(r, p)(1 + C14(p)).
Аналогично доказательству правой оценки в п. 5) леммы 1 имеем

ωk

(

f (r);
π

n

)

p
≤ 2k‖f (r)(·)− S(r)

n (f ; ·)‖p + πkn−k‖S(k+r)
n (f ; ·)‖p,

откуда, привлекая установленную выше оценку ‖f (r)(·) − S
(r)
n (f ; ·)‖p и неравенство (0.14), по-

лучаем

ωk

(

f (r);
π

n

)

p
≤ 2kC3(r, p)

{

(1 + C14(p))(n + 1)rEn(f)p +

( ∞
∑

ν=n+2

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ}

+ πkC13(k + r, p)n−k

( n
∑

ν=1

νθ(k+r)−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ

≤ C18(k, r, p)

{( ∞
∑

ν=n+1

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ

+ n−k

( n
∑

ν=1

νθ(k+r)−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ}

,

где C18(k, r, p) = 2k+r(θ(k + r))1/θC3(r, p)(1 + C14(p)) + πkC13(k + r, p).
Лемма 2 доказана. �

З а м е ч а н и е 9. Oтметим, что выполнение неравенства (0.14) в случае 1 < p <∞ для
значения k + r вместо значения r не только достаточно, но и необходимо для справедливости
неравенства в п. 3) леммы 2. Действительно, в силу оценок п. 2) леммы 1 имеем

ωk

(

S(r)
n (f);

π

n

)

p
≤ C18(k, r, p)n

−k

( n
∑

ν=1

νθ(k+r)−1Eθ
ν−1(Sn(f))p

)1/θ
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≤ C18(k, r, p)C14(p)(1 + C14(p))n
−k

( n
∑

ν=1

νθ(k+r)−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ

,

откуда, учитывая оценку (см. доказательство п. 5) леммы 1)

‖S(k+r)
n (f ; ·)‖p = ‖S(k)

n (f (r); ·)‖p ≤ 2−knk‖∆k
π/nSn(f

(r); ·)‖p

= 2−knk‖∆k
π/nS

(r)
n (f ; ·)‖p ≤ 2−knkωk

(

S(r)
n (f);

π

n

)

p
,

получаем

‖S(k+r)
n (f ; ·)‖p ≤ 2−kC18(k, r, p)C14(p)(1 + C14(p))

( n
∑

ν=1

νθ(k+r)−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ

.

З а м е ч а н и е 10. Неравенство 3) в утверждении леммы 2 в несколько иной формули-
ровке фактически установлено О.В.Бесовым [3, теорема 2] (см. также [19, теорема 3, неравен-
ства (4)]).

З а м е ч а н и е 11. Неравенства 1)–3) в утверждении леммы 2 являются равносильны-
ми. При доказательстве указанных неравенств было установлено, что 2) выводится из 1), а
3) получается привлечением 2). С другой стороны, выполнение неравенства 3) обеспечивает
справедливость неравенства 1). Действительно, поскольку правая часть неравенства 3) не пре-
вышает 2C18(k, r, p)E(f ; p; r; θ), то, учитывая оценки в пп. 1) и 5) леммы 1, а также привлекая
неравенства (0.6) и (0.1), получаем

‖f (r)‖p ≤ ‖f (r)(·)− S(r)
n (f ; ·)‖p + ‖S(r)

n (f ; ·)‖p ≤ (1 + C14(p))En(f
(r))p + 2−rC14(p)n

rωr

(

f ;
π

n

)

p

≤ (1 + C14(p))C5(k)ωk

(

f (r);
π

n

)

p
+ 2−rC14(p)C1(r, p)

( n
∑

ν=1

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ

≤ 2(1 + C14(p))C5(k)C18(k, r, p)E(f ; p; r; θ) + 2−rC14(p)C1(r, p)E(f ; p; r; θ)

= {2(1 +C14(p))C5(k)C18(k, r, p) + 2−rC14(p)C1(r, p)}E(f ; p; r; θ).

Аналогичным образом доказывается, что выполнение неравенства 2) также обеспечивает
справедливость неравенства 1): поскольку правая часть неравенства 2) не превышает (1 +
(θr)1/θ)C17(r, p)E(f ; p; r; θ), то

‖f (r)‖p ≤ (1 + C14(p))En(f
(r))p + 2−rC14(p)n

rωr

(

f ;
π

n

)

p

≤ (1 + C14(p))(1 + (θr)1/θ)C17(r, p)E(f ; p; r; θ) + 2−rC14(p)C1(r, p)E(f ; p; r; θ)

=
{

(1 + C14(p))(1 + (θr)1/θ)C17(r, p) + 2−rC14(p)C1(r, p)
}

E(f ; p; r; θ).

Следует отметить, что в приведенных выше оценках ‖f (r)‖p посредством E(f ; p; r; θ) до-
статочно было бы ограничиться рассмотрением случая n = 1, поскольку параметр n ∈ N

отсутствует в неравенстве 1) (см. по этому поводу замечание 12).

И наконец, покажем, что выполнение неравенства 3) влечет выполнение неравенства 2).
Применяя неравенство 3) к функции gn(f ;x) = f(x) − Sn(f ;x), n ∈ N, и, учитывая оценки в
п. 3) леммы 1, имеем

ωk

(

g(r)n ;
π

n

)

p
≤ C18(k, r, p)

{( ∞
∑

ν=n+1

νθr−1Eθ
ν−1(gn)p

)1/θ

+ n−k

( n
∑

ν=1

νθ(k+r)−1Eθ
ν−1(gn)p

)1/θ}
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≤ C18(k, r, p)

{( ∞
∑

ν=n+1

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ

+ (1 + C14(p))n
rEn(f)p

}

.

Далее, применяя неравенство (0.6) и учитывая оценку (см. доказательство первой оценки в
п. 2) леммы 1)

En−1(S
(r)
n (f))p ≤ ‖S(r)

n (f)−Sn−1(S
(r)
n (f))‖p = ‖S(r)

n (f)−S(r)
n (Sn−1(f))‖p = ‖S(r)

n (f −Sn−1(f))‖p

≤ nr‖Sn(f − Sn−1(f))‖p ≤ C14(p)n
r‖f − Sn−1(f)‖p ≤ C14(p)(1 + C14(p))n

rEn−1(f)p,

получаем

En−1(f
(r))p ≤ En−1(f

(r) − S(r)
n (f))p + En−1(S

(r)
n (f))p = En−1(g

(r)
n )p + En−1(S

(r)
n (f))p

≤ C5(k)ωk

(

g(r)n ;
π

n

)

p
+ C14(p)(1 + C14(p))n

rEn−1(f)p

≤ C5(k)C18(k, r, p)

{( ∞
∑

ν=n+1

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ

+ (1 + C14(p))n
rEn(f)p

}

+ C14(p)(1 + C14(p))

×nrEn−1(f)p ≤ (C5(k)C18(k, r, p)+C14(p))(1+C14(p))

{

nrEn−1(f)p+

( ∞
∑

ν=n+1

νθr−1Eθ
ν−1(f)p

)1/θ}

.

Лемма 3. Пусть 1 < p <∞, k, r ∈ N и f ∈ L
(r)
p (T); тогда E(f ; p; r;β) <∞ и справедливы

неравенства:

1) E(f ; p; r;β) ≤ C4(r, p)‖f
(r)‖p;

2) nrEn−1(f)p +

( ∞
∑

ν=n+1

νβr−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β

≤ C19(r, p)En−1(f
(r))p, n ∈ N;

3)

( ∞
∑

ν=n+1

νβr−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β

+ n−k

( n
∑

ν=1

νβ(k+r)−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β

≤ C20(k, r, p)ωk

(

f (r);
π

n

)

p
,

n ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение f ∈ L
(r)
p (T) ⇒ E(f ; p; r;β) < ∞ и неравенство 1)

сформулированы во введении (см. там утверждение (b) и неравенство (0.5); другое доказа-
тельство приведено также в разделе 1, доказательство теоремы 2).

Применяя неравенство 1) к функции gn(f ;x) = f(x)− Sn(f ;x), n ∈ N, и учитывая оценки
в п. 3) леммы 1, имеем

C4(r, p)‖g
(r)
n (f ; ·)‖p ≥ E(gn; p; r;β) ≥

( ∞
∑

ν=n+1

νβr−1Eβ
ν−1(gn)p

)1/β

=

( ∞
∑

ν=n+1

νβr−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β

,

откуда в силу второй оценки в п. 1) леммы 1 получаем

( ∞
∑

ν=n+1

νβr−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β

≤ C4(r, p)‖g
(r)
n (f ; ·)‖p = C4(r, p)‖f

(r)(·)− S(r)
n (f ; ·)‖p

= C4(r, p)‖f
(r)(·)− Sn(f

(r); ·)‖p ≤ C4(r, p)(1 + C14(p))En−1(f
(r))p.

Оценка первого слагаемого в 2) следует из известного неравенства (см., например, [9, гл. V,
п. 5.11.4]: En−1(f)p ≤ C21(r)n

−rEn−1(f
(r))p, n ∈ N.

Объединяя полученные оценки, окончательно имеем

nrEn−1(f)p +

( ∞
∑

ν=n+1

νβr−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β

≤
{

C21(r) + C4(r, p)(1 + C14(p))
}

En−1(f
(r))p, n ∈ N.
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В силу оценки второго слагаемого в п. 2), неравенства (0.2) и неравенства (0.6) получаем

( ∞
∑

ν=n+1

νβr−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β

+ n−k

( n
∑

ν=1

νβ(k+r)−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β

≤ C4(r, p)(1 + C14(p))En−1(f
(r))p

+C2(k + r, p)nrωk+r

(

f ;
π

n

)

p
≤

{

C4(r, p)(1 + C14(p))C5(k) + πrC2(k + r, p)
}

ωk

(

f (r);
π

n

)

p
.

Лемма 3 доказана. �

З а м е ч а н и е 12. Неравенства, приведенные в пп. 1)–3) леммы 3, являются равносиль-
ными. При доказательстве указанных неравенств было установлено, что 2) выводится из 1),
а для получения 3) привлекается 2). Ниже показано, что выполнение неравенства 2) либо
неравенства 3) гарантирует справедливость неравенства 1).

Если имеет место неравенство 2), то, привлекая также неравенство (0.2), получаем

E(f ; p; r;β) =

( ∞
∑

ν=1

νβr−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β

≤

( n
∑

ν=1

νβr−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β

+

( ∞
∑

ν=n+1

νβr−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β

≤ C2(r, p)n
rωr(f ;π/n)p + C19(r, p)En−1(f

(r))p ≤ C2(r, p)π
r‖f (r)‖p + C19(r, p)‖f

(r)‖p

= {πrC2(r, p) + C19(r, p)}‖f
(r)‖p.

Оценка сверху E(f ; p; r;β) посредством величины ‖f (r)‖p может быть также получена без
привлечения неравенства (0.2), а именно: в силу неравенства 2) для случая n = 1 имеем

E(f ; p; r;β) ≤ E0(f)p +

( ∞
∑

ν=2

νβr−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β

≤ C19(r, p)E0(f
(r))p ≤ C19(r, p)‖f

(r)‖p.

Если имеет место неравенство 3), то, полагая в этом неравенстве n = 1, получаем

2kC20(k, r, p)‖f
(r)‖p ≥ C20(k, r, p)ωk(f

(r);π)p ≥

( ∞
∑

ν=2

νβr−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β

+ E0(f)p

≥

(

Eβ
0 (f)p +

∞
∑

ν=2

νβr−1Eβ
ν−1(f)p

)1/β

= E(f ; p; r;β).
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