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1. Постановка задачи

В работе рассматривается одна из задач теории оптимального управления [1; 2] — задача
о быстродействии для линейной автономной системы с быстрыми и медленными переменны-
ми (см. обзор [3]) в классе кусочно-непрерывных управлений с гладкими геометрическими
ограничениями





ẋ = y, x, y ∈ R2n, u ∈ R2n,

ε3ẏ = Jy + u, ‖u‖ 6 1, 0 < ε, µ ≪ 1,

x(0) = x0(µ), y(0) = y0,

x(Tε,µ) = 0, y(Tε,µ) = 0, Tε,µ −→ min,

(1.1)

1Работа выполнена при частичной поддержке Программы повышения конкурентоспособности ве-
дущих университетов РФ (Соглашение с Минобрнауки РФ 02.А03.21.0006 от 27 августа 2013 г.).
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где

J =

(
0 In
0 0

)
, (1.2)

In — матрица тождественного отображения Rn → Rn. Далее всюду будем обозначать единич-
ную матрицу In через I. Отметим, что малый параметр ε входит в уравнения системы (1.1) в
третьей степени для удобства, чтобы избежать в дальнейшем дробных степеней параметра в
асимптотиках.

Цель настоящего исследования — доказать разрешимость задачи (1.1), получить асимп-
тотические разложения времени быстродействия и оптимального управления относительно
малого параметра ε при µ = 0.

Ранее в работе [4] были получены основные соотношения для системы общего вида с мно-
гоугольником в качестве ограничивающего множества, в работах [5; 6] исследовано поведение
областей достижимости при стремлении малого параметра к нулю. Отличительная особен-
ность рассматриваемой задачи заключается в том, что собственные значения матрицы при
быстрых переменных равны нулю, и тем самым нарушено стандартное условие (см., напри-
мер, [6, гл. 3, п. 3.2, предположение A1]) асимптотической устойчивости этой матрицы. В
настоящей работе используются методы статьи [7] и общие соотношения, полученные в [8].
Отметим статью [9], в ней впервые была исследована асимптотика решения для другой систе-
мы, в которой матрица при быстрых переменных не удовлетворяет условию асимптотической
устойчивости. Настоящая работа является продолжением исследования авторов (см. статью
Тр. Ин-та математики и механики УрО РАН, Т. 23, № 2). А именно, рассмотрены начальные
условия, зависящие от второго малого параметра. В вырожденном случае это привело к прин-
ципиально другому, более сложному, виду асимптотики решения. Показано, что время быстро
действия и оптимальное управление раскладываются в степенные асимптотические ряды в
смысле Эрдейи [10, Definition 2.4].

Обозначим

Aε =

(
0 I2n
0 ε−3J

)
, Bε =

(
0

ε−3I2n

)
, z =

(
x
y

)
, z0(µ) =

(
x0(µ)
y0

)
, (1.3)

x =

(
x1
x2

)
, y =

(
y1
y2

)
, u =

(
u1
u2

)
, xi, yi, ui ∈ Rn, i = 1, 2,

x0,2(µ) = µξ, ξ ∈ Rn, ξ 6= 0,

здесь ξ — некоторый известный постоянный вектор. Будем предполагать, что

ξ ∦ y0,1. (1.4)

В частности, это условие означает, что

y0,1 6= 0. (1.5)

Вследствие критерия Калмана (см., например, [11, с. 91, теорема 5]) при каждом фиксирован-
ном ε > 0 система (1.1) с матрицами (Aε,Bε) из (1.3) вполне управляема.

Непосредственным вычислением из (1.2), (1.3) и равенства J2 = 0 получаем, что

eJt/ε
3

= I2n +
t

ε3
J, eAεt =

(
I2n tI2n + t2

2ε3
J

0 I2n + t
ε3J

)
.

Рассмотрим следующую задачу о быстродействии, получающуюся из (1.1), если положить
ε = 0 и u2 ≡ 0 (т. е. не принимать во внимание неуправляемые объекты):





ẋ2 = −u1, x2, u1 ∈ Rn

x2(0) = µξ, ‖u1‖ 6 1,

x2(Tµ) = 0, Tµ −→ min,
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Согласно принципу максимума [1; 11, с. 140] оптимальное управление uµ(t) = u1(t) имеет вид

uµ(t) ≡ qµ, ‖qµ‖ = 1,

где постоянный вектор qµ ∈ Rn удовлетворяет соотношению

0 = µξ − Tµqµ. (1.6)

Тогда из (1.6) получаем

Tµ = µ‖ξ‖, qµ = q =
ξ

‖ξ‖
.

Теорема 1. При любом начальном векторе z0(µ) с компонентами, удовлетворяющими

условиям (1.4), (1.5), и любых достаточно малых ε > 0, µ > 0 задача (1.1) разрешима, и

выполняется lim
ε,µ→0

Tε,µ = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим управление vε,µ(t) = (v∗ε,µ,1(t), v
∗
ε,µ,2(t))

∗,

‖vε,µ(t)‖ 6 1, где для произвольного σ > 0 положим vε,µ,1(t) := σ(µξ − ε3y0,1), vε,µ,2(t) :=
ε3Wε,µ(t). Здесь и далее ∗ — знак операции транспонирования матриц. Покажем, что с помо-
щью такого управления можно перевести систему из положения z0(µ) в начало координат за
время θε,µ, где θε,µ = O(1), ε→ 0, µ→ 0.

Подставим управление vε,µ(t) в систему уравнений, получающуюся в силу формулы Коши
из (1.1),

0 = z0(µ) +

θε,µ∫

0

e−AεtBε vε(t) dt.

Покомпонентно эта система запишется в виде

−2ε3x0,1 =

θε,µ∫

0

(
− 2tσ(µξ − ε3y0,1) + t2Wε,µ(t)

)
dt, µξ =

θε,µ∫

0

tWε,µ(t) dt,

−ε3y0,1 =

θε,µ∫

0

(
σ(µξ − ε3y0,1)− tWε,µ(t)

)
dt, −y0,2 =

θε,µ∫

0

Wε,µ(t) dt.

(1.7)

Из второго и третьего уравнений системы (1.7) находим

θε,µσ(µξ − ε3y0,1) = µξ − ε3y0,1. (1.8)

Отсюда θε,µ = 1/σ. Затем первое, второе и четвертое уравнения системы (1.7) с учетом (1.8)
можно записать следующим образом:

θε,µ∫

0

t2Wε,µ(t) dt = −2ε3x0,1 + θε,µσ(µξ − ε3y0,1),

θε,µ∫

0

tWε,µ(t) dt = µξ,

θε,µ∫

0

Wε,µ(t) dt = −y0,2.

(1.9)

Вектор-функцию Wε,µ(t) можно найти в виде Wε,µ(t) = aε,µt
2 + bε,µt + cε,µ, где aε,µ, bε,µ и

cε,µ ∈ Rn — некоторые векторы. Действительно, система (1.9) преобразуется к следующей
системе линейных алгебраических уравнений относительно компонент aε,µ, bε,µ, cε,µ:

θ5ε,µ
5
aε,µ +

θ4ε,µ
4
bε,µ +

θ3ε,µ
3
cε,µ = −2ε3x0,1 + θε,µσ(µξ − ε3y0,1),

θ4ε,µ
4
aε,µ +

θ3ε,µ
3
bε,µ +

θ2ε,µ
2
cε,µ = µξ,

θ3ε,µ
3
aε,µ +

θ2ε,µ
2
bε,µ + θε,µcε,µ = −y0,2
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c ненулевым определителем, обратная величина к которому есть O(1) при ε, µ → 0, следова-
тельно, она однозначно разрешима. При этом, в силу ограниченности правых частей систе-
мы (1.9) aε,µ, bε,µ, cε,µ = O(1), ε, µ → 0, тем самым Wε,µ(t) = O(1) на [0, T ], для некоторого
T > 0. Условие ‖vε,µ(t)‖ 6 1 равносильно

1 > ‖vε,1(t)‖
2 + ‖vε,2(t)‖

2 = σ2‖µξ − ε3y0,1‖
2 + ε6‖Wε,µ(t)‖

2 −→ 0 при ε, µ → 0.

При достаточно малых ε, µ неравенство ‖vε,µ(t)‖ 6 1 выполняется.

Таким образом, для произвольного сколь угодно большого σ > 0 нашлось допустимое
управление vε,µ, переводящее систему из положения z0(µ) в начало координат за время, рав-
ное 1/σ. Тогда найдется оптимальное управление, исходная задача (1.1) разрешима, и для
оптимального времени справедлива оценка

Tε,µ 6
1

σ
.

Поскольку σ произвольно, то lim
ε,µ→0

Tε,µ = 0. �

Далее будем исследовать исходную задачу при µ = 0. Это задача (1.1) с

x0,2 = 0. (1.10)

А именно, 



ẋ = y, x, y ∈ R2n, u ∈ R2n,

ε3ẏ = Jy + u, ‖u‖ 6 1, 0 < ε≪ 1,

x(0) = x0 =

(
x0,1
0

)
, y(0) = y0,

x(Tε) = 0, y(Tε) = 0, Tε −→ min .

(1.11)

2. Основная система уравнений и асимптотика ее решения

В силу принципа максимума Понтрягина [1; 11, гл. 2, теорема 18], который в рассматривае-
мом случае является необходимым и достаточным условием оптимальности, существует такой
вектор rε ∈ R4n, что оптимальное управление в задаче (1.11) имеет вид

uε(t) =
B∗
εe

−A∗

ε
trε

‖B∗
εe

−A∗

ε trε‖
(2.1)

при всех таких t, что B∗
εe

−A∗

ε
trε 6= 0. Тогда в силу формулы Коши из (1.11) для rε получим

векторное равенство

0 = z0 +

Tε∫

0

e−AεtBε B
∗
ε e

−A∗

ε trε
‖B∗

ε e
−A∗

ε
trε‖

dt. (2.2)

Тем самым вектор rε является вектором, порождающим оптимальное управление, тогда и
только тогда, когда rε удовлетворяет соотношению (2.2). Таким образом, задача сводится к
исследованию уравнения (2.2). С учетом вида матриц (1.3) для rε = {rε,i}, i = 1, 4, где rε,i —
векторы-столбцы размером n× 1, запишем

B∗
ε e

−A∗

εtrε =




−
t

ε3
rε,1 +

1

ε3
rε,3

t2

2ε6
rε,1 −

t

ε3

(
rε,2 +

1

ε3
rε,3

)
+

1

ε3
rε,4


 .
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Введем в рассмотрение новый неизвестный вектор rε, компоненты rε,i которого связаны с rε,i
по формулам

2ε3T−1
ε rε,1 = rε,1, rε,2 = rε,2 + ε−3 rε,3, rε,3 = Tεrε,3, rε,4 = Tεrε,4. (2.3)

Запишем основную систему уравнений (2.2), сделав замену переменной интегрирования в пра-
вой части по формуле t = Tετ ,

−z0 = Tε

1∫

0

e−AεTετBεΨrε(τ) dτ, (2.4)

где в новых обозначениях

Ψrε(τ) =




−2ε3T−1
ε τ rε,1 + rε,3

τ2 rε,1 − τrε,2 + rε,4




(
‖ − 2ε3T−1

ε τ rε,1 + rε,3‖2 + ‖τ2 rε,1 − τrε,2 + rε,4‖2
)1/2 . (2.5)

Система (2.4) эквивалентна системе

−ε6x0,1 = −ε3T 2
ε

1∫

0

(τI, 0)Ψrε(τ) dτ +
1

2
T 3
ε

1∫

0

(0, τ2I)Ψrε(τ) dτ, (2.6a)

0 =

1∫

0

(0, τI)Ψrε(τ) dτ, (2.6b)

−ε3y0,1 = Tε

1∫

0

(I, 0)Ψrε(τ) dτ, (2.6c)

−ε3y0,2 = Tε

1∫

0

(0, I)Ψrε(τ) dτ. (2.6d)

Поскольку выражение (2.5) положительно однородно относительно вектора rε, то будем счи-
тать, что

‖rε‖ = 1. (2.7)

В силу (2.7) множество векторов rε ограничено и, следовательно, имеет предельные точки.
Пусть r0 — одна из них, т. е. некоторая последовательность rεn → r0 при εn −→

n→∞
0. Опустим

далее в рассуждениях индекс n у членов последовательности εn. В силу уравнения (2.6c)
вектор r0 удовлетворяет соотношению

−y0,1 lim
ε→0

ε3

Tε
=

1∫

0

(I, 0)Ψr0(τ) dτ.

Если

∫
1

0

(I, 0)Ψr0(τ) dτ 6= 0, то с учетом условия (1.5) выполняется ε3 ∼ kTε при k > 0, но

тогда в (2.6a) −ε6x0,1 = O(ε9), а это возможно только при x0,1 = 0. Пусть

x0,1 6= 0. (2.8)
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Тогда

∫
1

0

(I, 0)Ψr0(τ) dτ = 0 и

ϑε :=
ε3

Tε
= o(1), ε→ 0. (2.9)

Далее, в силу (2.6d) выполняется

∫
1

0

(0, I)Ψr0(τ) dτ = 0, а значит, с учетом (2.6c) и

1∫

0

Ψr0(τ) dτ = 0. (2.10)

Из уравнения (2.6b) с учетом (2.9) выводим, что

1∫

0

(0, τI)Ψr0(τ) dτ = 0. (2.11)

Из формул (2.5), (2.7) и (2.9) следует, что

Ψr0(τ) =




r0,3

τ2 r0,1 − τr0,2 + r0,4


 1

(‖r0,3‖2 + ‖τ2 r0,1 − τr0,2 + r0,4‖2)
1/2

(2.12)

и ‖r0‖ = 1. Поскольку знаменатель в правой части формулы (2.12) неотрицателен, то из
уравнения (2.10) следует, что r0,3 = 0. С учетом этого выпишем уравнения (2.10) и (2.11)

1∫

0

τ2 r0,1 − τr0,2 + r0,4
‖τ2 r0,1 − τr0,2 + r0,4‖

dτ = 0,

1∫

0

τ(τ2 r0,1 − τr0,2 + r0,4)

‖τ2 r0,1 − τr0,2 + r0,4‖
dτ = 0. (2.13)

Заметим, что из вида этих уравнений следует, что r0,i 6= 0, i = 1, 2, 4. Действительно, если
хотя бы один из этих векторов нулевой, то в силу уравнений (2.13) два других также нулевые,
что противоречит условию нормировки (2.7). Покажем, что при предположении о попарной
коллинеарности векторов r0,1, r0,2 и r0,4 уравнения (2.13) совместны. Пусть для некоторых по-
стоянных a и b выполняется r0,2 = ar0,1 и r0,4 = br0,1, тогда уравнения сведутся к следующим:

1∫

0

τ2 − aτ + b

|τ2 − aτ + b|
dτ = 0,

1∫

0

τ(τ2 − aτ + b)

|τ2 − aτ + b|
dτ = 0.

Откуда находим
a = 1, b = 3/16. (2.14)

Итак,

r0,2 = r0,1, r0,4 =
3

16
r0,1. (2.15)

Тогда
1∫

0

(0, τ2I)Ψr0(τ) dτ =
r0,1
‖r0,1‖

1∫

0

τ2(τ2 − τ + 3/16)

|τ2 − τ + 3/16|
dτ =

r0,1
16‖r0,1‖

. (2.16)

Принимая во внимание соотношение (2.9), из уравнения (2.6a) получим

−2x0,1 lim
ε→0

ϑ2ε
Tε

=

1∫

0

(0, τ2I)Ψr0(τ) dτ 6= 0.
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Тем самым

lim
ε→0

Tε
ϑ2ε

= K > 0,

а в силу определения (2.9) выполняется Tε ∼ T0ε
2. Из равенств (2.6a), (2.16) получим

−32x0,1 = T 3
0 r0,1. Введем новую нормировку вектора rε

‖rε,1‖ = 1, ‖r0,1‖ = 1. (2.17)

Тогда

r0,1 = −
x0,1
‖x0,1‖

, T0 =
3

√
32‖x0,1‖. (2.18)

3. Алгоритм построения асимптотики решения

Введем новые неизвестные малые величины θε и ρε по формулам

ϑε = ε(ϑ0 + θε), rε = r0 + ρε, (3.1)

где ϑ0 = T−1
0

. Из (2.17) получаем уравнение

‖ρε,1‖
2 + 2〈ρε,1, r0,1〉 = 0. (3.2)

Задача, таким образом, сводится к нахождению асимптотики скалярной величины θε и векто-
ра ρε. Обозначим

ωε = (θε, ρ
∗
ε)

∗.

Принимая во внимание равенства (2.14), (2.15), (2.17), (3.1), запишем в новых обозначениях
формулу для функции Ψrε(τ) = Ψωε

(τ)

Ψωε
(τ) =




−2ε(ϑ0 + θε)τ (r0,1 + ρε,1) + ρε,3

τ2(r0,1 + ρε,1)− τ(r0,1 + ρε,2) + br0,1 + ρε,4




×
(
‖ − 2ε(ϑ0 + θε)τ (r0,1 + ρε,1) + ρε,3‖

2

+ ‖τ2(r0,1 + ρε,1)− τ(r0,1 + ρε,2) + br0,1 + ρε,4‖
2
)−1/2

(3.3)

и систему (2.6) в матричной форме

g(ε, θε) =

1∫

0

G(τ, ε, θε)Ψωε
(τ)dτ, (3.4)

где

g(ε, θε) =




−2(ϑ0 + θε)
3x0,1

0
−ε(ϑ0 + θε)y0,1
−ε(ϑ0 + θε)y0,2


 , G(τ, ε, θε) =




−2ε(ϑ0 + θε)τI τ2I
0 τI
I 0
0 I


 .

Будем далее искать решение системы (3.2), (3.4) среди векторов ωε, для которых выпол-
няется оценка

‖ωε‖ = O(ε), ε→ 0, (3.5)

в виде

θε =

∞∑

k=1

θk(ε), ρε =

∞∑

k=1

ρk(ε), θk(ε), ‖ρk(ε)‖ = O∗(εk), ε→ 0, k = 1, 2, . . . . (3.6)
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Члены ωk = (θk, ρ
∗
k)

∗, k = 2, . . ., находятся последовательно из систем, полученных путем
подстановки представлений (3.6) в систему (3.2), (3.4), разложения правых частей уравнений
в ряды и приравнивания слагаемых одного порядка малости.

Заметим, что многочлен τ2 − τ + 3/16 в знаменателе Ψr0(τ) (2.12) обращается в нуль при
τ1 = 1/4 и τ2 = 3/4. Разобьем отрезок интегрирования на две части, содержащие по одной
особой точке, и представим интеграл в правой части системы (3.4) в виде

1∫

0

G(τ, ε, θε)Ψωε
(τ)dτ =

1/2∫

0

·+

1∫

1/2

· =: J1(ε) + J2(ε). (3.7)

Далее, для нахождения асимптотики интегралов J1(ε) и J2(ε) применим метод вспомога-
тельного параметра, описанный в [12; 13]. Разобьем J1(ε) на сумму интегралов следующим
образом:

J1(ε) =

1/4−ν∫

0

·+

1/4+ν∫

1/4−ν

·+

1/2∫

1/4+ν

· =: J1,1(ε, ν) + J1,2(ε, ν) + J1,3(ε, ν),

где ν — малый вспомогательный параметр. Пусть

ν = εp, p ∈ (0, 1). (3.8)

Получим асимптотику интеграла J1,1(ε, ν). Функцию G(τ, ε, θε) представим в виде

G(τ, ε, θε) =: G0(τ) + εG1(τ) + εθεG2(τ).

Второй множитель в правой части формулы (3.3) запишем следующим образом:

(
‖ − 2ε(ϑ0 + θε)τ (r0,1 + ρε,1) + ρε,3‖

2 + ‖τ2(r0,1 + ρε,1)− τ(r0,1 + ρε,2) + br0,1 + ρε,4‖
2
)−1/2

=
1

|τ2 − τ + b|

(
1 +

p(τ, ε, ωε)

(τ2 − τ + b)2

)−1/2

,

где

p(τ, ε, ωε) = 2(τ2 − τ + b)〈r0,1, τ
2ρε,1 − τρε,2 + ρε,4〉+ ‖τ2ρε,1 − τρε,2 + ρε,4‖

2

+ ‖ − 2ε(ϑ0 + θε)τ (r0,1 + ρε,1) + ρε,3‖
2 = p1(τ, ε, ωε) +O(‖ρε‖

2 + ε2), ε→ 0, τ ∈ [0, 1],

где p1(τ, ε, ωε) := 2(τ2 − τ + b)〈r0,1, τ
2ρε,1 − τρε,2 + ρε,4〉. Тогда для подынтегральной функции

имеем

G(τ, ε, θε)Ψωε
(τ)

∼
1

|τ2 − τ + b|

(
(τ2 − τ + b)G0(τ)

(
0
r0,1

)
+ F1(τ, ε, ωε) +

∞∑

k=2

Fk(τ, ε, ωε)

(τ2 − τ + b)k−1

)
, (3.9)

где Fk(τ, ε, ωε) — однородные многочлены степени k относительно ε и координат вектора ωε с
аналитическими по τ векторными коэффициентами, в частности,

F1(τ, ε, ωε) = −G0(τ)

(
0
r0,1

)
〈r0,1, τ

2ρε,1 − τρε,2 + ρε,4〉 + ε(τ2 − τ + b)G1(τ)

(
0
r0,1

)

+G0(τ)

(
−2εϑ0τr0,1 + ρε,3
τ2ρε,1 − τρε,2 + ρε,4

)
.
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Тогда для любого γ > 1 имеем

1/4−ν∫

0

F1(τ, ε, ωε)dτ

τ2 − τ + b
=

1

F1 (ε, ωε)+
1

Fγ (ε, ωε, ν) +O(εγ), (3.10)

где

1

F1 (ε, ωε) =




−〈r0,1, c4ρε,1 − c3ρε,2 + c2ρε,4〉r0,1 + c4ρε,1 − c3ρε,2 + c2ρε,4

−〈r0,1, c3ρε,1 − c2ρε,2 + c1ρε,4〉r0,1 + c3ρε,1 − c2ρε,2 + c1ρε,4

−2εϑ0c1r0,1 + c0ρε,3

− 〈r0,1, c2ρε,1 − c1ρε,2 + c0ρε,4〉r0,1 + c2ρε,1 − c1ρε,2 + c0ρε,4



,

ci, i = 0, 4 — известные постоянные. В формуле (3.10) и далее через
1

Fγ (ε, ωε, ν) будут обозна-

чаться суммы конечного числа слагаемых вида ϕ(ε)ψ(ωε)ν
c lnd ν, где d ∈ N ∪ {0}, c2 + d2 6= 0,

ϕ(ε) = O∗(εγ1), ψ(ωε) = O∗(‖ωε‖
γ2) для некоторых γ1, γ2, что в силу предположения (3.5) дает

ψ(ωε) = O∗(εγ2). Запись ϕ(ε) = O∗(εγ), ε → 0 означает, что ∀σ < γ ϕ(ε) = o(εσ) [12]. В
частности, ε lnl ε, l > 0, есть O∗(ε) при ε → 0, но не O(ε). В силу леммы [12, п. 2] при получе-

нии асимптотики интеграла J1(ε) методом вспомогательного параметра слагаемые
1

Fγ (ε, ωε, ν)
можно не учитывать.

Следующие члены в разложении (3.9) имеют нарастающие особенности в точке 1/4. Тем
самым для любого N > 1 имеем

J1,1(ε, ν) =

1/4∫

0

G0(τ)dτ

(
0
r0,1

)
+

N∑

k=1

1

Fk (ε, ωε)+
2

FN (ε, ωε, ν) +O(εN+1).

Аналогичным образом получаем для любого N > 1

J1,3(ε, ν) = −

1/2∫

1/4+ν

G0(τ)dτ

(
0
r0,1

)
+

N∑

k=1

2

Fk (ε, ωε)+
3

FN (ε, ωε, ν) +O(εN+1),

где
2

F1 (ε, ωε) имеет ту же структуру, что и
1

F1 (ε, ωε).

В интеграле J1,2(ε, ν) сделаем замену переменной интегрирования по формуле η = τ − 1/4

1/4+ν∫

1/4−ν

G(τ, ε, θε)Ψωε
(τ)dτ =

ν∫

−ν

G(η, ε, θε)Ψωε
(η)dη.

Далее, запишем G(η, ε, θε) = H0+H1(η, ε)+H2(η, ε, ωε)+H3(η, ε, ωε), где H0 = G0,0, H1(η, ε) =
ηG0,1 + εG1,0, H2(η, ε) = η2G0,2 + ηεG1,1 + εθεG2,0, H3(η, ε) = ηεθεG2,1, где Gi,j с соответ-
ствующими индексами — постоянные матрицы, коэффициенты при ηj в разложении матриц
Gi(η) := Gi(η + 1/4) по степеням η.

Для получения асимптотики функции Ψωε
(η) второй множитель в правой части форму-

лы (3.3) представим в виде

2√
η2 + 2aεη + bε

(
1 +

q(η, ε, ωε)

η2 + 2aεη + bε

)−1/2
,

где

aε = −2〈r0,1, ρ̃ε,1〉, bε = 4‖ρ̃ε,1‖
2 + ‖ − εϑ0 r0,1 + 2ρε,3‖

2, (3.11)
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ρ̃ε,1 := ρε,1/16− ρε,2/4 + ρε,4,

q(η, ε, ωε) = q3(η, ε, ωε) +O(η4 + ε4),

q3(η, ε, ωε) = −2ε〈−εϑ0r0,1 + 2ρε,3, ϑ0(4ηr0,1 + ρε,1) + θεr0,1〉

+ 2〈−ηr0,1 + 2ρ̃ε,1, 2η
2r0,1 + ηρε,1 − 2ηρε,2〉. (3.12)

Преобразуем квадратный трехчлен η2+2aεη+ bε = (η+ aε)
2 + bε− a2ε. Далее, будем искать

вектор ρ̃ε,1 в виде

ρ̃ε,1 =
1
̺ε +

1

δε r0,1,
1
̺ε⊥ r0,1,

тогда с учетом (3.11) получим

bε − a2ε = 4‖
1
̺ε ‖

2 + ‖ − εϑ0 r0,1 + 2ρε,3‖
2.

Сделаем следующие дополнительные предположения о решении системы (3.2), (3.4)

0 6= ‖
1
̺ε ‖ = O∗(ε), ∀γ > 0 ε1+γ = o(‖

1
̺ε ‖), ε→ 0. (3.13)

Тем самым при выполнении условий (3.8), (3.13) справедлива оценка

q(η, ε, ωε)

η2 + 2aεη + bε
= O∗(ε3p−2),

значит, при p > 2/3 эта функция мала при ε→ 0. Тогда

Ψωε
(η) ∼

2√
η2 + 2aεη + bε

(
1−

q3(η, ε, ωε)

2(η2 + 2aεη + bε)
+

∞∑

k=2

qk+2(η, ε, ωε)

(η2 + 2aεη + bε)k

) 4∑

k=1

Rk(η, ε, ωε),

где Rk(η, ε, ωε) — соответствующее слагаемое в разложении векторного множителя функции
Ψωε

(η) = Ψωε
(η+1/4) (3.3), представляет собой вектор-функцию, каждая координата которой

есть однородный многочлен k-й степени от η, ε и координат вектора ωε. В частности,

R1(η, ε, ωε) =




−
1

2
εϑ0r0,1 + ρε,3

−
1

2
ηr0,1 + ρ̃ε,1


 .

Тогда для подынтегральной функции получаем

G(η, ε, θε)Ψωε
(η) ∼

2H0R1(η, ε, ωε)√
η2 + 2aεη + bε

+
∞∑

k=1

R̃k+2(η, ε, ωε)√
(η2 + 2aεη + bε)2k+1

.

В силу предположений (3.8), (3.13) выполняется ‖
1
̺ε ‖/ν = o(1), ε→ 0, тогда для любого γ > 1

ν∫

−ν

2H0R1(η, ε, ωε)√
η2 + 2aεη + bε

dη =
3

F1 (ε, ρε)+
4

F1 (ε, ρε) ln
∣∣bε − a2ε

∣∣+
5

Fγ (ε, ωε, ν) +O∗(εγ),

где
3

F1 (ε, ρε),
4

F1 (ε, ρε) — однородные многочлены первой степени относительно ε и координат
вектора ρε с известными коэффициентами

3

F1 (ε, ρε) = 〈r0,1, ρ̃ε,1〉




1

4
r0,1
r0,1
0

4 r0,1


 ,

4

F1 (ε, ρε) = 〈r0,1, ρ̃ε,1〉




1

8
r0,1

1

2
r0,1
0

2 r0,1


−




1

8
ρ̃ε,1

1

2
ρ̃ε,1

−εϑ0r0,1 + 2ρε,3
2 ρ̃ε,1


 ,
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слагаемое
5

Fγ (ε, ωε, ν) в асимптотике интеграла J1(ε) в силу леммы [12, п. 2] можно не учиты-
вать.

Отметим, что при γ > n > 2k + 1 выполняется

ν∫

−ν

R̃n(η, ε, ωε)√
(η2 + 2aεη + bε)2k+1

dη =
5

Fn (ε, ρε)+
6

Fn (ε, ρε) ln
∣∣bε − a2ε

∣∣+
6

Fγ (ε, ωε, ν) +O∗(εγ).

Тогда

J1,2(ε, ν) =
3

F1 (ε, ρε)+
4

F1 (ε, ρε) ln
∣∣bε − a2ε

∣∣

+
N∑

k=2

7

Fk (ε, ρε) + ln
∣∣bε − a2ε

∣∣
N∑

k=2

8

Fk (ε, ρε)+
7

FN (ε, ωε, ν) +O∗(εN+1).

Асимптотика интеграла J2(ε) (3.7) строится аналогично J1(ε). В интеграле J2,2(ε, ν), где ν,
вообще говоря — уже другой малый вспомогательный параметр, для любого γ > 1 выполняется

ν∫

−ν

2H0R1(η, ε, ωε)√
η2 + 2aεη + bε

dη =
9

F1 (ε, ρε)+
10

F1 (ε, ρε) ln
∣∣bε − a2ε

∣∣+
8

Fγ (ε, ωε, ν) +O∗(εγ),

где aε = 2〈r0,1, ρ̃ε,2〉, bε = 4‖ρ̃ε,2‖
2 + ‖ − 3εϑ0 r0,1 + 2ρε,3‖

2, ρ̃ε,2 := (9/16)ρε,1 − (3/4)ρε,2 + ρε,4,

ρ̃ε,2 =
2
̺ε +

2

δε r0,1,
2
̺ε⊥ r0,1,

0 6= ‖
2
̺ε ‖ = O∗(ε), ∀γ > 0 ε1+γ = o(‖

2
̺ε ‖), ε→ 0, (3.14)

9

F1 (ε, ρε),
10

F1 (ε, ρε) — однородные многочлены первой степени относительно ε и координат
вектора ρε с известными коэффициентами

9

F1 (ε, ρε) = 〈r0,1, ρ̃ε,2〉




9

4
r0,1

3 r0,1
0

4 r0,1


 ,

10

F1 (ε, ρε) = 〈r0,1, ρ̃ε,2〉




9

8
r0,1

3

2
r0,1
0

2 r0,1


−




9

8
ρ̃ε,2

3

2
ρ̃ε,2

−3εϑ0r0,1 + 2ρε,3
2 ρ̃ε,2


 ,

слагаемое
8

Fγ (ε, ωε, ν) в силу леммы [12, п. 2] можно не учитывать.

4. Получение первых асимптотических приближений решения

Подставив в правую часть системы (3.4) полученные разложения интегралов J1(ε) и J2(ε)
и отбросив слагаемые, содержащие вспомогательный параметр, учитывая уравнение (3.2), по-
лучаем систему первого приближения относительно неизвестных малых векторов ρ1,k, k = 1, 4
и скалярной величины θ1 (здесь и далее указание на зависимость величин от ε для упрощения
записи опустим)

−6 θ1ϑ
2
0x0,1 =

〈
r0,1,

1

4
ρ̃1,1 +

9

4
ρ̃1,2 − ρ̃1,3

〉
r0,1 + ρ̃1,3

+
1

8
α (r0,1〈r0,1, ρ̃1,1〉 − ρ̃1,1) +

9

8
β (r0,1〈r0,1, ρ̃1,2〉 − ρ̃1,2) , (4.1a)

0 =
〈
r0,1, ρ̃1,1 + 3ρ̃1,2 − ρ̃1,4

〉
r0,1 + ρ̃1,4

+
1

2
α (r0,1〈r0,1, ρ̃1,1〉 − ρ̃1,1) +

3

2
β (r0,1〈r0,1, ρ̃1,2〉 − ρ̃1,2) , (4.1b)
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ε(−ϑ0y0,1 + 2ϑ0d1r0,1) = d0ρ1,3 + α (εϑ0r0,1 − 2ρ1,3) + β (3εϑ0r0,1 − 2ρ1,3) , (4.1c)

−εϑ0y0,2 =
〈
r0,1, 4ρ̃1,1 + 4ρ̃1,2 − ρ̃1,5

〉
r0,1 + ρ̃1,5

+ 2α (r0,1〈r0,1, ρ̃1,1〉 − ρ̃1,1) + 2β (r0,1〈r0,1, ρ̃1,2〉 − ρ̃1,2) , (4.1d)

〈ρ1,1, r0,1〉 = 0, (4.1e)

ρ̃1,1 =
1

16
ρ1,1 −

1

4
ρ1,2 + ρ1,4, ρ̃1,2 =

9

16
ρ1,1 −

3

4
ρ1,2 + ρ1,4,

ρ̃1,3 = d4ρ1,1 − d3ρ1,2 + d2ρ1,4, ρ̃1,4 = d3ρ1,1 − d2ρ1,2 + d1ρ1,4,

ρ̃1,5 = d2ρ1,1 − d1ρ1,2 + d0ρ1,4,

(4.1f)

ρ1,i =
i
ρ
1 +

i
λ1 r0,1, 〈

i
ρ
1, r0,1〉 = 0, i ∈ {1, 2, 4}, (4.1g)

ρ̃1,j =
j
̺
1 +

j

δ1 r0,1, 〈
j
̺
1, r0,1〉 = 0, j = 1, 5, (4.1h)

α = ln
(
4‖

1
̺
1 ‖

2 + ‖ − εϑ0 r0,1 + 2ρ1,3‖
2
)
,

β = ln
(
4‖

2
̺
1 ‖

2 + ‖ − 3εϑ0 r0,1 + 2ρ1,3‖
2
)
,

(4.1i)

где di, i = 0, 4, — известные постоянные. При этом в силу уравнений (4.1e), (4.1g) получаем
1

λ1= 0. Тем самым ρ1,1 =
1
ρ
1. Заметим, что из уравнений (4.1f) величины

k
δ1, k = 1, 5 выражаются

через
2

λ1 и
4

λ1 следующим образом:

1

δ1= −
1

4

2

λ1 +
4

λ1,
2

δ1= −
3

4

2

λ1 +
4

λ1,
3

δ1= −d3
2

λ1 +d2
4

λ1,

4

δ1= −d2
2

λ1 +d1
4

λ1,
5

δ1= −d1
2

λ1 +d0
4

λ1

и
k
̺
1, k = 1, 5, через

i
ρ
1, i ∈ {1, 2, 4}:

1
̺
1=

1

16

1
ρ
1 −

1

4

2
ρ
1 +

4
ρ
1,

2
̺
1=

9

16

1
ρ
1 −

3

4

2
ρ
1 +

4
ρ
1,

3
̺
1= d4

1
ρ
1 −d3

2
ρ
1 +d2

4
ρ
1,

4
̺
1= d3

1
ρ
1 −d2

2
ρ
1 +d1

4
ρ
1,

5
̺
1= d2

1
ρ
1 −d1

2
ρ
1 +d0

4
ρ
1 .

(4.2)

Разложим левые и правые части уравнений (4.1a), (4.1b), (4.1d) в ортогональную сумму век-
торов, коллинеарных и ортогональных вектору r0,1. Приравнивая отдельно коллинеарные век-
тору r0,1 и ортогональные составляющие и учитывая первое равенство в (2.18), получим сле-
дующие уравнения:

6 θ1ϑ
2
0‖x0,1‖ = −

7

4

2

λ1 +
5

2

4

λ1,

0 = −
5

2

2

λ1 +4
4

λ1, −εϑ0δy0,2 = −4
2

λ1 +8
4

λ1,
(4.3)

0 = d4
1
ρ
1 −d3

2
ρ
1 +d2

4
ρ
1 −

1

8
α
( 1

16

1
ρ
1 −

1

4

2
ρ
1 +

4
ρ
1

)
−

9

8
β
( 9

16

1
ρ
1 −

3

4

2
ρ
1 +

4
ρ
1

)
, (4.4a)

0 = d3
1
ρ
1 −d2

2
ρ
1 +d1

4
ρ
1 −

1

2
α
( 1

16

1
ρ
1 −

1

4

2
ρ
1 +

4
ρ
1

)
−

3

2
β
( 9

16

1
ρ
1 −

3

4

2
ρ
1 +

4
ρ
1

)
, (4.4b)

−εϑ0y
⊥
0,2 = d2

1
ρ
1 −d1

2
ρ
1 +d0

4
ρ
1 −2α

( 1

16

1
ρ
1 −

1

4

2
ρ
1 +

4
ρ
1

)
− 2β

( 9

16

1
ρ
1 −

3

4

2
ρ
1 +

4
ρ
1

)
. (4.4c)

Из (4.3) определим
2

λ1,
4

λ1 и θ1. Заметим, что для этих величин справедлива оценка O(ε), ε→ 0.
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Уравнения (4.1c), (4.4) представляют собой систему уравнений относительно оставшихся

неизвестными
1
ρ
1,

2
ρ
1,

4
ρ
1, ρ1,3. Уравнения (4.4a), (4.4b) запишем в виде

α
1
̺
1 +9β

2
̺
1= F̃1(ε,

1
ρ
1,

2
ρ
1,

4
ρ
1), α

1
̺
1 +3β

2
̺
1= F̃2(ε,

1
ρ
1,

2
ρ
1,

4
ρ
1), (4.5)

где

F̃1(ε,
1
ρ
1,

2
ρ
1,

4
ρ
1) := 8d4

1
ρ
1 −8d3

2
ρ
1 +8d2

4
ρ
1, F̃2(ε,

1
ρ
1,

2
ρ
1,

4
ρ
1) := 2d3

1
ρ
1 −2d2

2
ρ
1 +2d1

4
ρ
1 .

Из уравнений (4.5) выразим

1
̺
1=

1

2α

(
3F̃2(ε,

1
ρ
1,

2
ρ
1,

4
ρ
1)− F̃1(ε,

1
ρ
1,

2
ρ
1,

4
ρ
1)
)
,

2
̺
1=

1

6β

(
F̃1(ε,

1
ρ
1,

2
ρ
1,

4
ρ
1)− F̃2(ε,

1
ρ
1,

2
ρ
1,

4
ρ
1)
) (4.6)

и, подставив в уравнение (4.4c), получим соотношение, связывающее
1
ρ
1,

2
ρ
1,

4
ρ
1 и ε,

9F̃2 − 3F̃1 + F̃1 − F̃2 = 3εϑ0y
⊥
0,2 + 3d2

1
ρ
1 −3d1

2
ρ
1 +3d0

4
ρ
1 . (4.7)

Отсюда

(−16d4 + 16d3 − 3d2)
1
ρ
1 +(16d3 − 16d2 + 3d1)

2
ρ
1 +(−16d2 + 16d1 − 3d0)

4
ρ
1= 3εϑ0y

⊥
0,2.

Подставляя известные значения di, i = 0, 4, получаем

4
ρ
1= −

1

3

1
ρ
1 +

1

2

2
ρ
1 −

3

16
εϑ0y

⊥
0,2. (4.8)

Тем самым, учитывая соотношения (4.2), из (4.1i) получаем выражения величин α, β только

через
1
ρ
1,

2
ρ
1, ρ1,3 и ε. Уравнения (4.6) с учетом (4.2) и (4.8) запишем в виде

−
13

12

1
ρ
1 +

2
ρ
1=

2

α

(
D1

1
ρ
1 +D2

2
ρ
1 +D3εϑ0y

⊥
0,2

)
+

3

4
εϑ0y

⊥
0,2,

11

12

1
ρ
1 −

2
ρ
1=

2

3β

(
D4

1
ρ
1 +D5

2
ρ
1 +D6εϑ0y

⊥
0,2

)
+

3

4
εϑ0y

⊥
0,2,

(4.9)

где Di, i = 1, 6, — некоторые известные константы. Поскольку определитель левой части

системы (4.9) отличен от нуля, то векторы
1
ρ
1,

2
ρ
1 выражаются линейно через правые части

уравнений (4.9)

1
ρ
1=

12

α

(
D1

1
ρ
1 +D2

2
ρ
1 +D3εϑ0y

⊥
0,2

)
+

4

β

(
D4

1
ρ
1 +D5

2
ρ
1 +D6εϑ0y

⊥
0,2

)
+ 9 εϑ0y

⊥
0,2,

2
ρ
1= −

11

α

(
D1

1
ρ
1 +D2

2
ρ
1 +D3εϑ0y

⊥
0,2

)
−

13

3β

(
D4

1
ρ
1 +D5

2
ρ
1 +D6εϑ0y

⊥
0,2

)
−

3 · 63

8
εϑ0y

⊥
0,2.

(4.10)
Далее, уравнение (4.1c) преобразуем к виду

ρ1,3 = ε
ϑ0y0,1 + ϑ0r0,1(−2d1 + α+ 3β)

2(α + β)
+

d0
2(α + β)

ρ1,3. (4.11)

Обозначим ̟1 = (
1

ρ∗1,
2

ρ∗1, ρ
∗
1,3)

∗, G1(ε,̟1) — вектор, составленный из правых частей уравне-

ний (4.10), (4.11), с компонентами O(ε) +
O(ε+ ‖̟1‖)

|α(ε,̟1)|
+
O(ε+ ‖̟1‖)

|β(ε,̟1)|
, ε → 0, ̟1 → 0. Тем
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самым систему (4.10), (4.11) можно записать в виде ̟1 = G1(ε,̟1), и для любого ε > 0 отоб-
ражение G1(ε,̟1) непрерывно по ̟1.

Утверждение. Если при ̟1 = o(1), ε→ 0 справедливо G1(ε,̟1) = O(ε) +
O(ε+ ‖̟1‖)

|α(ε,̟1)|
+

O(ε+ ‖̟1‖)

|β(ε,̟1)|
и для любого ε > 0 отображение G1(ε,̟1) непрерывно по ̟1, то существует

̟1 = O(ε) — решение уравнения ̟1 = G1(ε,̟1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ‖G1(ε,̟1)‖ 6 K
(
ε +

ε+ ‖̟1‖

|α(ε,̟1)|
+
ε+ ‖̟1‖

|β(ε,̟1)|

)
. Возьмем

B[0; 2Kε] — шар с центром в точке 0 радиуса 2Kε. Тогда, если ̟1 ∈ B[0; 2Kε], то ‖G1(ε,̟1)‖ 6

Kε
(
1+(1+2K)

( 1

|α(ε,̟1)|
+

1

|β(ε,̟1)|

))
. В силу (4.1i) и условия ̟1 = o(1) имеем |α(ε,̟1)| →

∞, |β(ε,̟1)| → ∞, ε → 0, тогда при всех достаточно малых ε > 0 таких, что справедливо

неравенство (1 + 2K)
( 1

|α(ε,̟1)|
+

1

|β(ε,̟1)|

)
6 1, выполняется G1(ε,̟1) ∈ B[0; 2Kε]. Тогда

по теореме Шаудера — Тихонова [14, с. 628] при всех таких ε > 0 существует ̟1 = O(ε) —
неподвижная точка отображения G1(ε,̟1). �

Таким образом, доказано существование решения системы первого приближения и полу-
чена его оценка O(ε), ε→ 0. Условия (3.5), (3.13), (3.14) в первом приближении выполняются.
При этом компоненты решения, определяющиеся из системы (4.10), (4.11), не являются эле-
ментарными функциями.

5. Получение и обоснование асимптотики оптимального времени Tε

и оптимального управления uε(t)

Преобразуя ln
∣∣bε − a2ε

∣∣ и ln
∣∣bε − a2ε

∣∣ аналогично работе [7], для каждого ωk = (θk, ρ
∗
k)

∗,
k = 2, . . . (3.6), получим однозначно разрешимое векторное уравнение вида

Lωk +Qαωkα+Qβωkβ +
P2,α(ε, ω1)

q2,α(ε, ω1)
ωk +

P2,β(ε, ω1)

q2,β(ε, ω1)
ωk

= Hk(ε, ω1, . . . , ωk−1) +Hk,α(ε, ω1, . . . , ωk−1)α+Hk,β(ε, ω1, . . . , ωk−1)β, (5.1)

где q2,α(ε, ω1) := 4‖
1
̺
1 ‖

2 + ‖ − εϑ0 r0,1 + 2ρ1,3‖
2, q2,β(ε, ω1) := 4‖

2
̺
1 ‖

2 + ‖ − 3εϑ0 r0,1 + 2ρ1,3‖
2,

тем самым в силу обозначений (4.1i) α = ln q2,α(ε, ω1), β = ln q2,β(ε, ω1), L, Qα, Qβ, P2,α, P2,β —
известные операторы. Введем обозначения

ρ̃k,1 =
1

16
ρk,1 −

1

4
ρk,2 + ρk,4, ρ̃k,2 =

9

16
ρk,1 −

3

4
ρk,2 + ρk,4,

ρ̃k,3 = d4ρk,1 − d3ρk,2 + d2ρk,4, ρ̃k,4 = d3ρk,1 − d2ρk,2 + d1ρk,4,

ρ̃k,5 = d2ρk,1 − d1ρk,2 + d0ρk,4.

(5.2)

Представим неизвестные векторы следующим образом: ρk,i =
i
ρk +

i
λk r0,1, 〈

i
ρk, r0,1〉 = 0,

ρ̃k,j =
j
̺k +

j

δk r0,1, 〈
j
̺k, r0,1〉 = 0, i ∈ {1, 2, 4}, j = 1, 5. Из уравнений (5.2) величины

j

δk одно-

значно выражаются через
i
λk. Как и при решении системы первого приближения, приравнивая

отдельно коллинеарные вектору r0,1 составляющие уравнений (5.2), найдем
i
λk, i ∈ {1, 2, 4},

и θk, для этих величин справедлива оценка O∗(εk), ε → 0. Далее, разрешимость подсистемы
для ортогональных вектору r0,1 составляющих решения и ρk,3, а также оценку для них O∗(εk),
ε → 0, можно получить по теореме Шаудера — Тихонова. Таким образом, последовательно
определим все ωk = O∗(εk), k = 2, . . . . Условия (3.5), (3.13), (3.14) выполняются. При этом
компоненты ωk, k = 2, . . . , не являются элементарными функциями.
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Пусть ω̂N =
∑N

k=1
ωk, а ω̂ = ω−ω̂N , где в силу явного вида найденных ωk справедливо соот-

ношение ω̂ = o(ε), ε→ 0, тогда система (3.2), (3.4) для ω̂ преобразуется к системе следующего
вида

Lω̂ +Qαω̂α+Qβω̂β +
P2,α(ε, ω1)

q2,α(ω1)
ω̂ +

P2,β(ε, ω1)

q2,β(ω1)
ω̂ = HN+1(ε, ω̂), (5.3)

где

‖HN+1(ε, ω̂)‖ = O
(
εN+1

)
+O (ε‖ω̂‖α) +O (ε‖ω̂‖β) +O

(
‖ω̂‖2α

)
+O

(
‖ω̂‖2β

)

+O
( ε‖ω̂‖2

q2,α(ω1)

)
+O

( ε‖ω̂‖2

q2,β(ω1)

)
, ε→ 0.

Заметим, что оператор в левых частях уравнений (5.1), (5.3) один и тот же. Раскладывая
уравнения системы (5.3) по описанному выше алгоритму на коллинеарные и ортогональные
вектору r0,1 составляющие приходим к системе, эквивалентной (5.3):

v = F (ε, v). (5.4)

Отметим, что для любого ε > 0 отображение F (ε, v) непрерывно по v и при v = o(ε) вы-
полняется F (ε, v) = o(1) ‖v‖ + O∗

(
εN+1

)
, ε → 0. Найдем компактное выпуклое множество,

образ которого при отображении F (ε, v) лежит в нем. Тогда по теореме Шаудера — Тихонова
[14, с. 628] у F (ε, v) есть неподвижная точка в этом компакте. Рассмотрим B

[
0,KεN+γ

]
— шар

в пространстве R4n+4 с центром в нуле радиуса KεN+γ . Пусть ‖v‖ 6 KεN+γ . Тогда существует
такое ε0, что для всех ε: ε ∈ (0, ε0) справедливо ‖F (ε, v)‖ 6 KεN+γ , а значит, уравнение (5.4)
имеет решение v = O

(
εN+γ

)
, 0 < γ < 1, ε→ 0.

Далее, в силу единственности как оптимального управления, так и времени быстродей-
ствия асимптотические разложения для них получаются подстановкой найденных асимпто-
тических рядов для θε, ρε вида (3.6) с учетом замен (2.3), (3.1) в формулы (2.1), (2.9). Это
позволяет получить и асимптотику компонент вектора состояния системы.

Из приведенных выше рассуждений вытекает справедливость следующей теоремы.

Теорема 2. При выполнении условий (1.4), (1.5), (1.10), (2.8) время быстродействия Tε
и вектор начальных условий сопряженной системы rε раскладываются в асимптотические

ряды вида Tε ∼ ε2(T0 +
∑

∞

k=1
Tk(ε)), rε ∼

∑
∞

k=0
rk(ε), где компоненты Tk, rk не являются

элементарными функциями, при этом Tk(ε) = O∗(εk), rk(ε) = O∗(εk), ε→ 0.
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