
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 24 № 2 2018

УДК 519.83

О РЕШЕНИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ИГРЫ УПРАВЛЕНИЯ
ИНВЕСТИЦИЯМИ В РЕКЛАМНУЮ КАМПАНИЮ1

Е.В. Громова, Д. В. Громов, Ю.Э.Лахина
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отбора по экономическому критерию.

Ключевые слова: неантагонистические дифференциальные игры, равновесие по Нэшу, модель управ-

ления рекламной кампанией.

E. V.Gromova, D.V.Gromov, Yu. E. Lakhina. On the solution of a differential game of mana-

ging the investments in an advertising campaign.

We consider a differential game of managing the investments in an advertising campaign for the case of n

symmetric players. The problem is solved in the class of positional strategies both for the cooperative statement,

where the players agree on using controls that maximize the total payoff before the game starts, and for the

noncooperative statement, in which the Nash equilibrium is used as a solution. It is shown that the solution

of the problem is not unique in both cases. One candidate function is found by means of a detailed analysis.

Then the solution is chosen with the use of an economic criterion described by Bass, Krishnamoorthy, Prasad,

and Sethi in 2005. The solutions chosen earlier are in complete agreement with the choice with respect to the

economic criterion.

Keywords: non-zero-sum differential games, Nash equiiibrium, advertising model.

MSC: 91A23, 90B60

DOI: 10.21538/0134-4889-2018-24-2-64-75

Введение

Линейно-квадратичные дифференциальные игры [4; 11; 16] — наиболее изученный класс
дифференциальных игр, имеющий многочисленные приложения в экономике [6;11;15]. Одной
из важных составляющих экономической деятельности является реклама. Существует ряд
работ, в которых процесс конкуренции нескольких участников рынка за объемы продаж одно-
родной продукции моделируется при помощи теоретико-игрового подхода. Достаточно полный
обзор существующих динамических моделей может быть найден в работах [21;22]. В моделях
с непрерывным временем, а именно в дифференциальных играх нескольких участников, в
данной экономической области принято использовать так называемый “гудвилл” [24] в каче-
стве фазовой переменной [18; 20; 21]. Впервые данное понятие было введено в работе [25], в
которой была использована модель накопления (физического) капитала [26] с несколько дру-
гой интерпретацией. Под “гудвиллом”, или репутацией, фирмы принято понимать разность
между оценкой компании фондовой биржей (цена покупки данной организации) и суммой ее
материальных активов, зарегистрированных в балансе компании. Существуют различные спо-
собы вычисления гудвилла, которые не являются предметом изучения в данной статье. Тем

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект №17-11-01093).
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не менее следует подчеркнуть, что данная числовая характеристика является важным пока-
зателем успешной деятельности фирмы, а влияние на нее оказывает в том числе грамотная
рекламная политика или, другими словами, оптимальное распоряжение инвестициями во вре-
мя рекламной кампании. Под управлением в рассматриваемой нами модели будем понимать
объем инвестиций в рекламу в единицу времени [17].

В силу определенной специфики задач данного типа, несмотря на кажущуюся простоту
постановки, в них возникают интересные проблемы, свойственные неантагонистическим диф-
ференциальным играм. Во-первых, задача, как правило, решается в классе позиционных стра-
тегий [7;9], причем на бесконечном временном промежутке [2] с различными видами функции
дисконтирования [13; 23]. Кроме того, для обоснованной в модели [25] динамики игры харак-
терно то, что решение системы уравнений Гамильтона — Якоби — Беллмана, записанной для
нахождения равновесия по Нэшу [11], не является единственным, что представляет интерес
для дальнейшего изучения полученных решений.

В экономических приложениях существует достаточно общий подход [19] для отбора реше-
ний в том случае, если равновесие по Нэшу не является единственным. Он заключается в том,
что полученные решения проверяются на выполнение следующего условия с ясной экономи-
ческой интерпретацией: если предельная (маргинальная) прибыль, т. е. прибыль за продажу
единицы товара в единицу времени, равна нулю, то и общая прибыль фирмы на всем проме-
жутке игры должна равняться нулю. Это означает что при замене в полученных решениях
определенного параметра модели нулем отбраковываются те решения, для которых получен-
ные значения функции Беллмана не равны нулю.

В данной работе изучается модель накопления гудвилла несколькими фирмами во время
рекламной кампании. Задача рассматривается как неантагонистическая дифференциальная
игра n лиц.

В разд. 1 приводится постановка задачи, описываются динамика игры и функция выиг-
рыша. В разд. 2 получено решение для кооперативной постановки игры, а именно, проведен
детальный анализ для выбора решения из четырех возможных функций-кандидатов. В разд. 3
показывается, что в некооперативном варианте данной игры система алгебраических уравне-
ний для нахождения коэффициентов функции Беллмана также имеет не единственное реше-
ние, а именно два. Проводится анализ для выбора решения. Заключение сформулировано в
разд. 4.

1. Постановка задачи

Предполагается, что на рынке находится n идентичных фирм-продавцов товара (игроков),
конкурирующих за доли рынка, пропорциональные их гудвиллу (см. [17]).

Согласно [17;25] динамика накопления деловой репутации или, далее, гудвилла Gi фирмы i

описывается ОДУ

Ġi =kai − δGi,

Gi(0) = Gi
0 > 0, i = 1, . . . , n,

(1.1)

где k ≥ 0 — характеристика рынка, отвечающая за влияние рекламы на накопление гудвил-
ла (чем больше k, тем более восприимчив рынок к воздействию рекламы); ai — управление
игрока i (объем инвестиций в рекламу в единицу времени), ai ≥ 0; δ — коэффициент аморти-
зации, δ ≥ 0, Gi

0 — значение гудвилла игрока i в начальный момент времени. Без ограничения
общности часто принято брать коэффициент k = 1 [20].

Отметим, что в данной модели имеют место “независимые движения” в уравнениях дина-
мики. Случай несимметричных игроков (с различными значениями параметров модели πi, ki,
ci и т. д.) также может быть рассмотрен, однако для изучаемой проблемы не привносит новых
результатов, а только затрудняет восприятие громоздкими формулами.
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Пусть G(t) =
[

G1(t) . . . Gn(t)
]T

. Предполагается, что объем продаж фирмы i в момент
времени t является функцией от G(t), а точнее, следуя [27],

[

β −
n
∑

h=1

Gh(t)

]

Gi(t), β > 0.

Отметим, что данная функция является вогнутой по Gi.

Пусть π, π > 0, — предельная прибыль фирмы (прибыль за продажу единицы товара

в единицу времени). Тогда доход игрока i в момент t равен π
[

β −
n
∑

h=1

Gh(t)
]

Gi(t), при этом

игрок терпит расходы на рекламу товара, которые в экономических задачах, как правило,

имеют квадратичный вид [15;21; 22]:
c

2
a2i , c > 0.

Предполагается, что выигрыш игрока дисконтируется при помощи функции e−ρt, ρ > 0,
а игра рассматривается на бесконечном временном промежутке. Тогда функция выигрыша
игрока i, i = 1, . . . n, имеет вид

Ji(ai) =

∞
∫

0

e−ρt

(

π
[

β −
n
∑

h=1

Gh

]

Gi −
c

2
a2i

)

dt. (1.2)

Решение задачи ищется в классе позиционных стратегий [9].

Отметим, что функционал (1.2) может быть также получен следующим образом. Пусть иг-
ра начинается в момент времени t0 = 0 и заканчивается в случайный момент времени T [12].
Использование математических моделей с неопределенностью является актуальным направ-
лением в области дифференциальных игр и теории оптимального управления, поскольку поз-
воляет более реалистично описывать изучаемый процесс [5].

Предполагаем известной функцию распределения F (t), t ∈ [0,∞), случайной величины T .
Тогда выигрыш игрока i является случайной величиной и имеет вид

T
∫

0

(

π
[

β −
n
∑

h=1

Gh

]

Gi −
c

2
a2i

)

dt. (1.3)

В качестве интегрального функционала выигрыша рассмотрим математическое ожида-
ние (1.3). Имеем

Ji(ai) = E

[

T
∫

0

(

π
[

β −
n
∑

h=1

Gh

]

Gi −
c

2
a2i

)

dt

]

.

При некоторых достаточно общих ограничениях (см. [8]) данный функционал может быть
преобразован к виду [14]

Ji(ai) =

∞
∫

0

(1− F (t))

(

π
[

β −
n
∑

h=1

Gh

]

Gi −
c

2
a2i

)

dt. (1.4)

Используя экспоненциальное распределение F (t) = 1− exp−ρt в (1.4), получаем функцио-
нал (1.2), что придает понятный смысл изначальной постановке задачи. Таким образом, задача
с дисконтированием exp−ρt на бесконечном промежутке времени является частным случаем
задачи со случайным моментом окончания [23].

В контексте рассматриваемой экономической задачи можно говорить, что рекламная кам-
пания прекращается в случайный момент времени по каким-либо внешним причинам, что
соответствует реальному положению дел.
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2. Кооперативный случай

Рассмотрим кооперативный вариант описанной дифференциальной игры [10; 11]. Пусть
игроки договорились об использовании оптимальных управлений a∗ = {a∗i }, которые макси-
мизируют суммарный выигрыш

J(G, a) =

n
∑

i=1

Ji(G, ai) =

n
∑

i=1

∞
∫

0

e−ρt

(

π
[

β −
n
∑

h=1

Gh

]

Gi −
c

2
a2i

)

dt, (2.1)

где динамика игры описывается системой (1.1). Далее будем рассматривать случай k = 1.
Для решения данной задачи оптимального управления на бесконечном временном горизон-

те с экспоненциальной функцией дисконтирования воспользуемся уравнением типа Гамильто-
на— Якоби— Беллмана [15], которое в наших обозначениях имеет вид

ρV (G) = max
{a1,...,an}

{

π
[

β −
n
∑

h=1

Gh

]

n
∑

i=1

Gi −
c

2

n
∑

i=1

a2i +
n
∑

i=1

∂V

∂Gi

(

ai − δGi

)

}

, (2.2)

где V (G) — непрерывно-дифференцируемая функция Беллмана [3], соответствующая искомо-
му максимуму в (2.1).

Очевидно, что из условия максимизации правой части (2.2) имеем a∗i =
1

c

∂V (G)

∂Gi
. Выберем

функцию Беллмана в виде линейно-квадратичной функции [15].
Поскольку все игроки полагаются симметричными, коэфициенты при подобных слагаемых

полагаются равными. Таким образом, функция-кандидат имеет вид

V (G) = α+
ǫ

2

∑

i

G2
i +

η

2

∑

i 6=j

GiGj + γ
∑

i

Gi. (2.3)

Отметим, что указанный выбор сделан в предположении, что все оптимальные управления
не равны нулю (a∗i > 0 ∀i ∈ N). Это означает, что рассматривается подмножество пространства

состояний Γ ⊂ R
n
≥0, в котором выполняются неравенства

∂V (G)

∂Gi
≥ 0 для всех i = 1, . . . , n, т. е.

Γ =
{

G ∈ R
n
≥0

∣

∣

∣

∂V (G)

∂Gi
> 0, i = 1, . . . , n

}

.

Подставляя V (G) и оптимальные управления a∗i =
1

c

∂V (G)

∂Gi
, i = 1, . . . , n, в уравнение (2.2),

получаем алгебраическое выражение, которое должно быть равно нулю при всех значени-
ях Gi. Собирая члены при подобных слагаемых, приходим к следующей системе алгебраиче-
ских уравнений, которые решаются относительно коэффициентов α, ǫ, η и γ:

0 = 2πc+ 2cδǫ+ ǫρ− ǫ2 − 2η2,

0 = ǫγ + 2ηγ + πβc− cδγ − cγρ,

0 = 2πc− 2ǫη − η2 + 2cδη + cηρ,

0 = 2αρc− 3γ2.

(2.4)

Вычитая третье уравнение из первого в (2.4), получаем (ǫ− η) (η − ǫ+ 2cδ + cρ) = 0, откуда
следует, что коэффициенты ǫ и η удовлетворяют одному из двух условий:

ǫ = η, (2.5a)

ǫ = η + 2cδ + cρ. (2.5b)
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Коэффициент γ выражается из второго уравнения в (2.4) и имеет вид γ = − πβc

ǫ+ 2η − cδ − cρ
.

С учетом указанных условий (2.5a), (2.5b) получаем решения системы уравнений (2.4)

η =
1

6
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,

(2.6)
где D =

√

(2cδ + cρ)2 + 24cπ. Легко заметить, что первые две компоненты решения удовле-
творяют условию (2.5a), а последние две — условию (2.5b). Отметим также, что полученный
результат остается верным в предельном случае, когда коэффициент амортизации δ устрем-
ляется к 0.

Заметим, что функция — кандидат V (G) (2.3) представляет собой сумму квадратичной
формы, линейного слагаемого и постоянной величины. Исследуем свойства матрицы M квад-
ратичной формы

M =
1

2











ǫ η . . . η

η ǫ . . . η
...

...
. . . η

η . . . η ǫ











.

Матрица M имеет n− 1 одинаковых собственных значений вида λi = ǫ− η, i = 1, . . . n− 1,

с соответствующими собственными векторами вида vi =
[

−1 0 . . . 1i+1 . . . 0
]T

, где 1k
соответствует единице в k-й позиции. Последнее собственное значение соответствует собствен-

ному вектору vn =
[

1 . . . 1
]T

и равно λn = ǫ+ (n− 1)η.
Рассмотрим структуру матрицы M для различных компонент решения (2.6). Заметим,

что для первых двух компонент (2.6) матрица M вырождена с n− 1 нулевыми собственными
значениями и одним ненулевым, которое вычисляется как

λn = nǫ = nη =
n

6

(

2cδ + cρ∓
√

(2cδ + cρ)2 + 24cπ
)

,

где знак минус соответствует первой компоненте в (2.6), а плюс — второй. Отметим, что
выполняется неравенство

√

(2cδ + cρ)2 + 24cπ > 2cδ + cρ, поэтому в первом случае мы имеем
λn < 0. Для третьей и четвертой компонент собственные значения имеют следующий вид
(мы используем обозначение µi для собственных чисел, соответствующих последним двум
компонентам решения):

µi = 2cδ + cρ > 0, i = 1, . . . n− 1,

µn = nη + 2cδ + cρ = ∓n

6

√

(2cδ + cρ)2 + 24cπ +
6− n

6
(2cδ + cρ) ,

где минус соответствует третьей компоненте, а плюс — четвертой. Легко проверить, что в
первом случае (т. е. для третьей компоненты решения) µn < 0 для любого числа игроков n.

Таким образом, мы имеем четыре функции-кандидата, соответствующие четырем компо-
нентам решения (2.6). Эта ситуация схожа с классическим случаем линейно-квадратичной за-
дачи оптимизации (LQR) [1], в которой алгебраическое уравнение Риккати имеет два решения:
положительно и отрицательно определенное. В качестве функции Беллмана выбирается поло-
жительно определенное решение, которое также является функцией Ляпунова для замкнутой
системы.
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Поскольку, в отличие от задачи LQR, в рассматриваемой постановке решается задача мак-
симизации, в качестве функции Беллмана необходимо выбрать отрицательно полуопределен-
ную функцию, соответствующую первой компоненте решения (2.6). Обозначим ее V̄ (G).

В экономических приложениях для отбора решения из полученного (конечного) множества
решений часто используется подход, предложенный в [19] (см. с. 567, абзац со строки 4 после
формулы (B4)).

Идея данного подхода заключается в том, что при нулевой маргинальной прибыли (т. е.
прибыли за продажу единицы товара) общий доход должен быть равен нулю.

Используя обозначения нашей модели, сформулируем данный критерий.

Предложение 1 [19]. Пусть в задаче (1.1), (1.2) маргинальная полезность π = 0. Тогда

с необходимостью имеем общий доход V (G) = 0, где V (G) — функция Беллмана, соответ-

ствующая искомому максимуму в (2.1).

Будем использовать для полученных решений простой “тест” из предложения 1.
Зафиксируем π = 0. Получаем

η =
1

6











0

4cδ + 2cρ

−4cδ − 2cρ

0











, ǫ =
1

6











0

4cδ + 2cρ+D

8cδ + 4cρ

12cδ + 6cρ











, γ =











0

0

0

0











.

Таким образом, получаем, что только функция–кандидат V (G) (2.3) , коэффициенты кото-
рой соответствуют первой компоненте решения (2.6), удовлетворяет критерию, предложенно-
му в [19].

Отметим, что полученный с экономической точки зрения результат соответствует резуль-
татам проведенного выше математического анализа. Результатом обоих подходов является
выбор функции Беллмана V̄ (G) (2.3), где коэффициенты имеют следующий вид:

η =
1

6
(2cδ + cρ−

√

(2cδ + cρ)2 + 24cπ),

ǫ =
1

6
(2cδ + cρ−

√

(2cδ + cρ)2 + 24cπ),

γ =
2πβc

cρ+
√

(2cδ + cρ)2 + 24cπ
,

α =
6π2β2c

ρ
(

cρ+
√

(2cδ + cρ)2 + 24cπ
)2 .

(2.7)

Соответствующие оптимальные управления имеют вид a∗i = η
∑

iGi + γ, i = 1, . . . , n.
Так же можно вычислить стационарные значения G∗

i , i = 1, . . . , n, переменных состояния,
соответствующих оптимальному решению

G∗
i =

6πβc

12nπc + 2nc2δ2 − 3δ
√

(2cδ + cρ)2 + 24cπ + ncδ
√

(2cδ + cρ)2 + 24cπ + 3cδρ + nc2δρ
.

Таким образом, доказано следующее утверждение.

Утверждение 1. В классе функций (2.3) существует ровно четыре решения, удовлетво-

ряющих уравнению (2.2). Единственное допустимое решение V̄ (G), удовлетворяющее усло-

вию отрицательной полуопределенности, задается функцией (2.3) с коэффициентами (2.7).
Более того, решение V̄ (G) удовлетворяет экономическому критерию, сформулированному в

предложении 1.

Аналогичный анализ может быть проведен для других областей фазового пространства,
в которых некоторые управления становятся равными нулю. Тем не менее с точки зрения
экономических приложений данный случай не является распространенным.
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3. Некооперативный случай

Кооперация игроков при решении задач оптимизации в контексте рекламы представляет-
ся достаточно редким событием. Наиболее актуальным является некооперативное поведение
игроков [15; 21; 24].

В некооперативном случае задача заключается в определении решения, соответствующего
равновесию по Нэшу [11]. Для решения поставленной задачи записывается система n уравне-
ний Гамильтона— Якоби— Беллмана, а именно,

ρVi(G) = max
ai≥0

{

π
[

β −
n
∑

j=1

Gj

]

Gi −
c

2
a2i +

n
∑

i=1

∂Vi

∂Gi

(

ai − δGi

)

}

, i = 1, . . . , n, (3.1)

где Vi(G) — непрерывно дифференцируемая функция, соответствующая максимуму инте-
грального выигрыша (1.2), i = 1, . . . , n.

Как и в кооперативном варианте игры, оптимальные управления имеют вид a∗i =
1

c

∂Vi(G)

∂Gi
,

где Vi(G) — функция Беллмана, соответствующая i-му игроку. Поскольку игроки полагаются
идентичными, функция Беллмана выбирается в следующем виде [15; 20]:

Vi(G) = α+γAGi+γB
∑

j 6=i

Gj+
ǫA

2
G2

i +
ǫB

2

∑

j 6=i

G2
j+ηAGi

∑

j 6=i

Gj+ηB

(

∑

i,j

GiGj−Gi

∑

j 6=i

Gj

)

. (3.2)

Коэффициенты α, γ{A,B}, ǫ{A,B} и η{A,B} получаем методом неопределенных коэффициентов
аналогично тому, как это было сделано выше:

ǫA =





cδ + cρ
2 +

√
(2cδ+cρ)2+8cπ

2

cδ + cρ
2 −

√
(2cδ+cρ)2+8cπ

2



 , ǫB =







2π2

ρ
(

4π+2cδ2+cρ2+2cδρ−ρ
√

(2cδ+cρ)2+8cπ
)

2π2

ρ
(

4π+2cδ2+cρ2+2cδρ+ρ
√

(2cδ+cρ)2+8cπ
)







γA =





− 2πβc√
(2cδ+cρ)2+8cπ−cρ

2πβc√
(2cδ+cρ)2+8cπ+cρ



 , γB =







− 2π2β

ρ
(

4π+2cδ2+cρ2+2cδρ−ρ
√

(2cδ+cρ)2+8cπ
)

− 2π2β

ρ
(

4π+2cδ2+cρ2+2cδρ+ρ
√

(2cδ+cρ)2+8cπ
)






(3.3)

ηA =





2πc√
(2cδ+cρ)2+8cπ−cρ

− 2πc√
(2cδ+cρ)2+8cπ+cρ



 , ηB =







2π2

ρ
(

4π+2cδ2+cρ2+2cδρ−ρ
√

(2cδ+cρ)2+8cπ
)

2π2

ρ
(

4π+2cδ2+cρ2+2cδρ+ρ
√

(2cδ+cρ)2+8cπ
)






.

Проанализируем функции Vi(G) аналогично тому, как это было сделано в кооперативной
постановке задачи. Каждая функция Vi(G) записывается в виде суммы квадратичной формы,
линейной составляющей и постоянного слагаемого. Матрица квадратичной фомы имеет вид

Mi =





















ǫB ηB . . . ηA . . . ηB
ηB ǫB . . . ηA . . . ηB
...

...
. . .

...
...

ηA ηA . . . ǫA . . . ηA
...

...
...

. . .

ηB ηB . . . ηA . . . ǫB





















,

где элементы с индексами A заполняют i-й столбец и i-ю строку, а на остальных позициях стоят
элементы с индексами B. Матрицы Mi подобны, причем преобразование подобия задается
некоторой матрицей перестановок, поэтому мы будем рассматривать только матрицу M1. Эта
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матрица имеет n − 3 собственных значения вида λi = ǫB − ηB, i = 1, . . . , n, и собственные
значения вычисляются как

λn−1 =
ǫA

2
+

ǫB

2
+

(n− 2)ηB
2

−

√

(ǫA − ǫB − (n− 2)ηB)
2 + 8(n − 2)ηA2

2
,

λn =
ǫA

2
+

ǫB

2
+

(n− 2)ηB
2

+

√

(ǫA − ǫB − (n− 2)ηB)
2 + 8(n − 2)ηA2

2
.

Для обоих компонент решения первые n−2 собственные числа равны нулю, поэтому свой-
ства матрицы M1 определяются последними двумя собственными значениями.

Для простоты рассмотрим случай n = 3:

λ2 =
ǫA

2
+

ǫB

2
+

ηB

2
−

√

(ǫA − ǫB − ηB)
2 + 8η2A

2
,

λ3 =
ǫA

2
+

ǫB

2
+

ηB

2
+

√

(ǫA − ǫB − ηB)
2 + 8η2A

2
.

Заметим, что ηB = ǫB и ηA = − πc

cδ + cρ− ǫA
,

λ2 =
ǫA

2
+

2ǫB
2

−

√

(ǫA − 2ǫB)
2 +

8π2c2

(cδ + cρ− ǫA)
2

2
,

λ3 =
ǫA

2
+

2ǫB
2

+

√

(ǫA − 2ǫB)
2 +

8π2c2

(cδ + cρ− ǫA)
2

2
.

Заметим, что выполняется неравенство ǫA + 2ǫB >

√

(ǫA − 2ǫB)
2 +

8π2c2

(cδ + cρ− ǫA)
2 , поэтому

знак собственных чисел определяется знаком выражения ǫA + 2ǫB . Производя вычисления
непосредственно для двух компонент решения, получаем

ǫA + 2ǫB =



















π
(

4π − cρ2 + ρ
√

(2cδ + cρ)2 + 8cπ
)

ρ
(

4π + 2cδ2 + cρ2 + 2cδρ − ρ
√

(2cδ + cρ)2 + 8cπ
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−
π
(

cρ2 − 4π + ρ
√

(2cδ + cρ)2 + 8cπ
)

ρ
(

4π + 2cδ2 + cρ2 + 2cδρ+ ρ
√

(2cδ + cρ)2 + 8cπ
)



















,

откуда заключаем, что отрицательно полуопределенной матрице квадратичной формы соот-
ветствует вторая компонента решения.

Проверим, какое из решений (3.3) cоответствует экономическому критерию [19], который
в некооперативном случае может быть сформулирован следующим образом.

Предложение 2 [19]. Пусть в задаче (1.1), (1.2) маргинальная полезность π = 0. Тогда

с необходимостью имеем доход игроков равным нулю, т. е. Vi(G) = 0, i = 1, . . . , n, где Vi(G) —

функция Беллмана, соответствующая искомому максимуму в (1.2).
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Подставим π = 0 в (3.3). Несложно заметить, что Vi(G) = 0 (см. (3.2)) только для вто-
рой компоненты решения (3.3), т. е. согласно критерию [19] выбираем функцию V̄i(G) (3.2) с
коэффициентами

ǫA = cδ +
cρ

2
,

ǫB =
2π2

ρ
(

4π + 2cδ2 + cρ2 + 2cδρ + ρ
√

(2cδ + cρ)2 + 8cπ
) ,

γA =
2πβc

√

(2cδ + cρ)2 + 8cπ + cρ
,

(3.4)

γB = − 2π2β

ρ
(

4π + 2cδ2 + cρ2 + 2cδρ + ρ
√

(2cδ + cρ)2 + 8cπ
) ,

ηA = − 2πc
√

(2cδ + cρ)2 + 8cπ + cρ
,

ηB =
2π2

ρ
(

4π + 2cδ2 + cρ2 + 2cδρ + ρ
√

(2cδ + cρ)2 + 8cπ
) .

Таким образом, отобранное по экономическому критерию решение совпало с решением,
отобранным при помощи математического аппарата.

Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 2. Для каждого i = 1, . . . , n в классе функций (3.2) существует ровно

два решения, удовлетворяющих системе уравнений (3.1). Единственное допустимое решение

V̄i(G), i = 1, . . . , n, удовлетворяющее условию отрицательной полуопределенности задается

функцией (3.2) с коэффициентами (3.4). Более того, решение V̄i(G), i = 1, . . . , n, удовлетво-

ряет экономическому критерию, сформулированному в предложении 2.

4. Заключение

В работе проанализировано решение одного частного случая линейно–квадратичной диф-
ференциальной игры, а именно, дифференциальной игры управления инвестициями в реклам-
ную кампанию для случая n симметричных игроков. В рассмотренных кооперативной и неко-
оперативной постановках задачи система алгебраических уравнений для поиска коэффициен-
тов в представлении функции (функций) Беллмана имеет неединственное решение (четыре
и два соответственно). Выбор функции-кандидата, удовлетворяющей уравнению Гамильто-
на— Якоби— Беллмана осуществлялся двумя способами: классическим методом, используе-
мым для линейно-квадратичных задач оптимизации (LQR), и при помощи экономического
критерия, предложенного в работе [19]. Оба подхода дали одинаковый результат в обоих слу-
чаях.
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