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В статье рассматриваются дифференциальные игры быстродействия с линией жизни. В таких играх
наряду с терминальным множеством, куда стремится как можно быстрее привести систему первый игрок,
имеется еще одно множество (называемое линией жизни), при попадании системы на которое выигрывает
второй игрок. В качестве платы рассматривается результат применения замены Кружкова к времени до-
стижения системой терминального множества. Также рассматриваются уравнения Гамильтона —Якоби,
соответствующие таким играм. Обосновывается существование минимаксного решения у краевой задачи
уравнения типа Гамильтона — Якоби. Для этого вводятся достаточно сильные предположения на динами-
ку игры вблизи границы области, на которой игра происходит. А именно, каждый игрок имеет возмож-
ность направить движение системы на свое множество (первый — на терминальное, второй — на линию
жизни), если система находится вблизи соответствующего множества. Такие предположения фактически
приводят к непрерывности функции цены на области, где происходит игра. В тех же предположениях
доказывается совпадение функции цены игры и минимаксного решения краевой задачи.
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Введение

В данной статье рассматриваются дифференциальные игры быстродействия с линией жиз-
ни и связь их функции цены с минимаксным решением соответствующего уравнения Гамиль-
тона— Якоби. В таких играх первый игрок старается как можно скорее привести систему на
заданное замкнутое терминальное множество; при этом траектория системы должна оста-
ваться внутри некоторого открытого множества, на котором происходит игра. Второй игрок
препятствует этому: он выигрывает, как только траектория системы покидает это открытое
множество или если ему удается бесконечно удерживать систему вне терминального множе-
ства.

По всей видимости первым задачи с линией жизни сформулировал Р.Айзекс в своей кни-
ге [1]. В его формулировках под линией жизни понималось множество, достигнув которо-
го, второй игрок безусловно выигрывал. Значительный вклад в исследование игр с линией

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект №18-01-00410).
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жизни внес Л.А.Петросян (см., например, [2–5]). Однако авторам неизвестны работы, в кото-
рых исчерпывающе рассматривались бы игры такого типа. Л.А. Петросян в основном иссле-
довал задачи, где игроки имели динамику простых движений. В книгах Н.Н.Красовского и
А.И.Субботина [6; 7] такого рода задачи рассматриваются как задачи с фазовыми ограниче-
ниями: первый игрок не должен выводить систему за границу заданного множества. Фран-
цузские авторы задачи с множествами, при выходе на которые происходит выигрыш одного
из игроков, рассматривали в рамках теории выживаемости [8–10].

В данной статье доказывается совпадение функции цены дифференциальной игры и ми-
нимаксного решения для задачи быстродействия с линией жизни.

1. Формулировка задачи

Рассмотрим систему с динамикой

ẋ = f(x, p, q), t > 0, p ∈ P, q ∈ Q, (1.1)

где x ∈ R
n — фазовый вектор системы, p, q — управления первого и второго игроков, P

и Q — компактные множества. Функция f : Rn×P ×Q 7→ R
n предполагается непрерывной по

совокупности переменных и удовлетворяет условию Липшица по переменной x:
∥

∥f(x(1), p, q)− f(x(2), p, q)
∥

∥ 6 λ‖x(1) − x(2)‖ (1.2)

при всех x(1), x(2) ∈ R
n, p ∈ P , q ∈ Q. Предполагается также, что выполняется условие

седловой точки в маленькой игре (условие Айзекса)

min
p∈P

max
q∈Q

〈

s, f(x, p, q)
〉

= max
q∈Q

min
p∈P

〈

s, f(x, p, q)
〉

=: H(x, s) ∀s ∈ R
n.

Здесь и далее символ 〈·, ·〉 обозначает скалярное произведение; символы “=:” и “ :=” означают
“равно по определению”, определяемая величина находится со стороны двоеточия.

Пусть задано замкнутое терминальное множество T ⊂ R
n. Также пусть задано открытое

множество W такое, что T ⊂ W. Обозначим G := W \T — множество, на котором происходит
игра, F := R

n \W. Считаем, что F 6= ∅. Начальное положение системы x0 ∈ clG, где символ cl
обозначает замыкание множества. Первый игрок, использующий управление p, стремится при-
вести систему на множество T , избегая достижения траекторией множества F . Второй игрок,
использующий управление q, старается либо бесконечно долго сохранять движение системы
на множестве G, либо вывести его на множество F , либо как можно сильнее отдалить момент
попадания системы на целевое множество, если это неизбежно.

Формализовать такие цели игроков в виде функции платы можно следующим образом.
Для заданных реализаций управлений игроков t 7→ p(t) и t 7→ q(t) определим величины

t∗
(

x0, p(·), q(·)
)

= min
{

t : x
(

t;x0, p(·), q(·)
)

∈ T
}

,

t∗
(

x0, p(·), q(·)
)

= min
{

t : x
(

t;x0, p(·), q(·)
)

∈ F
}

— моменты попадания траектории на множества T и F соответственно. Если траектория не
приходит на множество T (F), тогда величина t∗ (t∗) полагается равной +∞. Определим
результат игры как

τ
(

x0, p(·), q(·)
)

:=











+∞, если t∗
(

x0, p(·), q(·)
)

= +∞ или

t∗
(

x0, p(·), q(·)
)

< t∗
(

x0, p(·), q(·)
)

,

t∗
(

x0, p(·), q(·)
)

, иначе.

(1.3)

Таким образом, если движение приходит на множество T , оставаясь при этом в G, то плата —
момент прибытия на T . Если же траектория до этого момента выходит на F или никогда не
приходит на T , то результат равен +∞.



202 Н.В.Мунц, С.С.Кумков

Такую игру можно называть игрой с линией жизни: граница ∂F множества F — это линия
жизни, т. е. область, где второй игрок безоговорочно выигрывает.

Рассмотрение будем проводить в позиционной формализации Н.Н.Красовского и А.И.Суб-
ботина [6; 7]. Под стратегиями обратной связи первого и второго игрока подразумеваются
функции U : Rn 7→ P и V : Rn 7→ Q соответственно.

2. Функция цены

Введем функцию цены игры быстродействия с линией жизни аналогично тому, как это
делается для классической игры быстродействия в [11].

Для величины ε > 0 и движения x(·) определим функционал

τε
(

x(·)
)

:= min
{

t ∈ R
+ : x(t) ∈ Tε, ∀ϑ ∈ [0, t] x(ϑ) ∈ clGε

}

,

где Tε := T +Bε, Bε — замкнутый шар радиуса ε, Fε := F +Bε, Gε := R
n \ (Fε ∪ Tε). Считаем

величину ε достаточно малой, чтобы множество Gε было непустым.

Применяя свою стратегию U в дискретной схеме управления на разбиении ∆ оси времени
(∆ = {ti : ti+1 > ti, ti → +∞}), первый игрок гарантирует себе результат

T ε
1 (x0, U,∆) := sup

{

τε
(

x(·)
)

: x(·) ∈ X(x0, U,∆)
}

, (2.1)

T ε
1 (x0, U) := lim sup

diam(∆)↓0
T ε
1 (x0, U,∆), T ε

1 (x0) := inf
U

T ε
1 (x0, U), T 0

1 (x0) := lim
ε↓0

T ε
1 (x0),

где diam(∆) := sup{ti+1 − ti : i = 0, 1, 2, . . .}, а X(x0, U,∆) — пучок пошаговых движений
системы, выпущенных из точки x0 с дискретным применением стратегии U первого игрока на
разбиении ∆ и всевозможных измеримых реализациях q(·) : [0,+∞) → Q управления второго
игрока. Величина T 0

1 (x0) есть гарантированный результат первого игрока в точке x0.

Аналогично определяется оптимальный результат для второго игрока при применении им
стратегии V в дискретной схеме управления на разбиении ∆ оси времени:

T ε
2 (x0, V,∆) := inf

{

τε
(

x(·)
)

: x(·) ∈ X(x0, V,∆)
}

, (2.2)

T ε
2 (x0, V ) := lim inf

diam(∆)↓0
T ε
2 (x0, V,∆), T ε

2 (x0) := sup
V

T ε
2 (x0, V ), T 0

2 (x0) := lim
ε↓0

T ε
2 (x0).

Аналогично, X(x0, V,∆) — пучок пошаговых движений системы, выпущенных из точки x0
с дискретным применением стратегии V второго игрока на разбиении ∆ и всевозможных
измеримых реализациях p(·) : [0,+∞) → P управления первого игрока.

В [12] с использованием результатов книг [6; 7] авторами было доказано, что у задачи
быстродействия c линией жизни (1.1), (1.3) существует функция цены

T (x0) := T 0
1 (x0) = lim sup

diam(∆)↓0
inf
U

lim
ε↓0

T ε
1 (x0, U,∆

(1)) = T 0
2 (x0) = lim inf

diam(∆)↓0
sup
V

lim
ε↓0

T ε
2 (x0, V,∆

(2)).

Некоторое неудобство для исследования игры (1.1), (1.3) представляет неограниченность
значений функций платы и цены. Поэтому часто с помощью замены Кружкова от неограни-
ченной функции платы переходят к ограниченной:

J
(

x0, p(·), q(·)
)

=

{

1− exp
(

−τ
(

x0, p(·), q(·)
))

, если τ
(

x0, p(·), q(·)
)

< +∞,

1, иначе.
(2.3)

При этом функция цены также становится ограниченной, и ее значения лежат в диапазоне от
нуля до единицы.
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3. Минимаксное решение

Далее по тексту наложим ограничение на множество G: считаем, что его граница гладкая
(т. е. гладкими являются границы множеств T и F).

Запишем краевую задачу для уравнения Гамильтона— Якоби, соответствующую диффе-
ренциальной игре (1.1), (2.3) с линией жизни

H
(

x,Du(x)
)

− u(x) = 0, x ∈ G, (3.1)

u(x) = 0 при x ∈ ∂T , u(x) = 1 при x ∈ ∂F . (3.2)

Здесь функция Гамильтона H(x, s) = H(x, s) + 1.
Задача (3.1), (3.2) вкладывается в один из классов задач, изучаемых в книгах [11]. В част-

ности, там изучаются существование и единственность решения краевой задачи Дирихле

F (x, u,Du) = 0, x ∈ G, u(x) = σ(x), x ∈ ∂G (3.3)

(см. [11, гл. 18]), где G — область, в которой решается задача. Поскольку уравнения в частных
производных первого порядка могут не иметь решения в классическом смысле, исследуются
минимаксные решения краевой задачи, которые строятся на основе понятий верхнего и ниж-
него решений уравнения (3.3), определения которых даются в [11, разд. 4.2, с. 38–40], а также
на основе понятий верхнего, нижнего и минимаксных решений краевой задачи (3.3), которые
вводятся в [11, разд.18.3, с.243–245].

Теорема существования и единственности минимаксного решения задачи (3.3) сформули-
рована в [11, теорема 18.6, разд. 18.6, с. 245–246]. Для выполнения теоремы существования и
единственности функция Гамильтона H(x, s) и краевое условие σ(·) должны удовлетворять
требованиям (H1)–(H4) [11, с. 241].

Отметим некоторую несимметричность определений верхнего и нижнего решений крае-
вой задачи (3.3), а именно то, что в определении нижнего решения имеется требование (jjj)
непрерывности его на границе ∂G области G, а в определении верхнего решения такого тре-
бования нет. Однако, как отмечается в [11, разд. 18.6, с. 245–246], можно перенести требова-
ние (jjj) непрерывности в определение верхнего решения задачи (3.3) и переформулировать
теорему существования и единственности, заменив требование существования нижнего реше-
ния, непрерывного на границе ∂G, на существование верхнего решения, непрерывного там же.

Цель данного раздела — показать, что для задачи (3.1), (3.2) существует минимаксное
решение. Согласно требованиям теоремы существования и единственности минимаксного ре-
шения нужно подобрать функцию u, которая бы являлась нижним решением задачи (3.1), (3.2)
и была бы непрерывной на ∂G.

Выберем и зафиксируем число ε > 0 и отступим от множества F наружу на величину ε:
Fε = F +Bε, Gε = R

n \ (Fε ∪T ). Опять величину ε считаем достаточно малой, чтобы и в этой
ситуации множество Gε было непусто.

Построим функцию u : Rn → R следующим образом:

u(x) :=







0, x ∈ Gε ∪ ∂T ,

1−
dist(x,F)

ε
, x ∈ Fε \ intF ,

(3.4)

где intF обозначает внутренность множества F , а dist(x,F) = min
{

‖x−a‖ : a ∈ F
}

— рассто-
яние от точки x до множества F .

Построенная функция непрерывна, а значит, и полунепрерывна сверху, и для нее выполня-
ются условия из определения нижнего решения [11, разд. 18.3, с. 243–244] для краевой задачи.
Более того, в силу гладкости границы F можно подобрать величину ε столь малой, чтобы
на множестве Fε \ intF функция u была гладкой. Будем считать, что ε удовлетворяет этому
условию.
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Осталось показать, что сужение u на область G является нижним решением уравнения (3.1).
Для этого воспользуемся определением нижнего решения уравнения Гамильтона— Якоби:

H(x, s)− u(x) > 0 ∀s ∈ D+u(x).

Здесь и далее D+u(x) — супердифференциал функции u в точке x (см., например, [11, с. 298]).
Рассмотрим три случая.

(i) Пусть x ∈ Gε. Тогда u(x) = 0, D+u(x) = {0}; 0 — нулевой вектор.

H(x, s)− u(x) = min
p∈P

max
q∈Q

〈

0, f(x, p, q)
〉

+ 1− 0 = 1 > 0.

(ii) Пусть x ∈ intFε. Пусть точка x0 ∈ ∂F такая, что кратчайшее расстояние от x до F
есть dist(x,F) = ‖x− x0‖.

Тогда в силу гладкости границы F и функции u в intFε \ F имеем, что

x− x0 = nF (x0)‖x− x0‖ = nF(x0) dist(x,F),

где nF (x0) — вектор внешней нормали к множеству F в точке x0. В данной точке функция
u(x) = 1− ε−1 dist(x,F) и

D+u(x) =
{

∇u(x)
}

, ∇u(x) = −
(

εdist(x,F)
)−1

(x− x0) = −ε−1nF (x0).

Оценим выражение H(x, s)− u(x):

H(x, s)− u(x) = min
p∈P

max
q∈Q

〈

∇u(x), f(x, p, q)
〉

+ 1− 1 +
dist(x,F)

ε

=
1

ε
min
p∈P

max
q∈Q

〈

− nF(x0), f(x, p, q)± f(x0, p, q)
〉

+
dist(x,F)

ε

=
1

ε
min
p∈P

max
q∈Q

{

〈

− nF(x0), f(x0, p, q)
〉

−
〈

nF(x0), f(x, p, q)− f(x0, p, q)
〉

}

+
dist(x,F)

ε

>
1

ε
min
p∈P

max
q∈Q

{

〈

− nF (x0), f(x0, p, q)
〉

− ‖nF (x0)‖ · ‖f(x, p, q)− f(x0, p, q)‖
}

+
dist(x,F)

ε

>
1

ε
min
p∈P

max
q∈Q

〈

− nF(x0), f(x0, p, q)
〉

−
λε

ε
+

dist(x,F)

ε

>
1

ε
min
p∈P

max
q∈Q

〈

− nF (x0), f(x0, p, q)
〉

− λ+
dist(x,F)

ε

=
1

ε

(

min
p∈P

max
q∈Q

〈

− nF (x0), f(x0, p, q)
〉

+ dist(x,F)
)

− λ.

Дополнительно предположим, что для любой точки x0 с границы F выполнено неравенство

min
p∈P

max
q∈Q

〈

− nF (x0), f(x0, p, q)
〉

= max
q∈Q

min
p∈P

〈

− nF(x0), f(x0, p, q)
〉

> 0. (3.5)

Смысл этого соотношения в том, что если система находится в любой точке границы множе-
ства F , то второй игрок может направить движение системы внутрь множества F .

Вследствие непрерывности функции f , непрерывности вектора nF (x) вдоль границы F
(из-за гладкости границы F) и непрерывности скалярного произведения по аргументам можно
утверждать, что найдется такое число η > 0, что для любой точки x0 ∈ ∂F выполнено

min
p∈P

max
q∈Q

〈

− nF(x0), f(x0, p, q)
〉

> η > 0.

Тогда по η можно подобрать такую достаточно малую величину ε, что

1

ε

(

min
p∈P

max
q∈Q

〈

− nF (x0), f(x0, p, q)
〉

+ dist(x,F)
)

− λ > 0.
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(iii) Пусть x ∈ ∂Fε. Тогда u(x) = 0, а D+u(x) = co
{

∇u(x),0
}

=
{

γ∇u(x) : γ ∈ [0, 1]
}

(co — операция взятия выпуклой оболочки множества.) Под величиной ∇u(x) понимаем пре-
дел ∇u(y) при y → x, y ∈ Fε. Поскольку функция u гладкая на множестве Fε \ intF , то такой
предел существует.

Проведем подобную оценку:

H(x, s)− u(x) = min
p∈P

max
q∈Q

〈

γ∇u(x), f(x, p, q)
〉

+ 1− 0 =
1

ε
γmin

p∈P
max
q∈Q

〈

− nF (x0), f(x, p, q)
〉

+ 1.

Аналогично предыдущему случаю в том же предположении (3.5) приходим к неравенству

H(x, s)− u(x) > γ
(1

ε
min
p∈P

max
q∈Q

〈

− nF(x0), f(x0, p, q)
〉

− λ
)

+ 1,

которое с помощью выбора ε снова можно сделать неотрицательным для любого γ ∈ [0, 1].

Итак, в предположении (3.5) для задачи (3.1), (3.2) существует нижнее решение, непрерыв-
ное на ∂G, и выполняется теорема существования и единственности минимаксного решения.
Значит, в этом предположении для задачи (3.1), (3.2) существует минимаксное решение.

Теперь проверим выполнение требований варианта теоремы существования и единствен-
ности минимаксного решения, в котором требуется существование верхнего решения зада-
чи (3.1), (3.2), непрерывного на ∂G. Для существования минимаксного решения это не требу-
ется, так как оно уже доказано, однако в дальнейшем нам потребуется существование верхнего
решения, непрерывного на ∂G.

Теперь мы отступим от множества T наружу на некоторое небольшое расстояние ε > 0,
получив множества Tε := T +Bε, Gε = R

n \ (F ∪ Tε).

Определим функцию ū : clG 7→ R так:

ū(x) :=







1, x ∈ Gε ∪ ∂F ,
dist(x,T )

ε
, x ∈ Tε \ intT .

Функция ū является ограниченной, непрерывной на границе G, и для нее выполняется гранич-
ное условие. В силу гладкости границы множества T можно подобрать достаточно малое ε,
чтобы функция ū была гладкой на множестве Tε \ intT . Считаем, что это сделано.

Проверим, что ū — верхнее решение задачи (3.1). По определению функция ū(x) является
верхним решением, если имеет место неравенство

H(x, s)− ū(x) 6 0 ∀x ∈ G, ∀s ∈ D−u(x).

Здесь и далее D−ū(x) — субдифференциал функции ū в точке x (см., например, [11, с. 298]).

Рассмотрим три случая.

(i) Пусть x ∈ Gε. Тогда ū(x) = 1, D−ū(x) = {0}.

H(x, s)− ū(x) = min
p∈P

max
q∈Q

〈

0, f(x, p, q)
〉

+ 1− 1 = 0 6 0.

(ii) Пусть x ∈ intTε. Тогда в данной точке ū(x) = ε−1 dist(x,T ); пусть кратчайшее рассто-
яние от точки x до множества T достигается в точке x0 ∈ ∂T , т. е. dist(x,T ) := ‖x− x0‖.

D−ū(x) =
{

∇ū(x)
}

, ∇ū(x) =
(

εdist(x,T )
)−1

(x− x0) = ε−1nT (x0),

где nT (x0) — вектор внешней нормали к множеству T в точке x0.
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Оценим выражение H(x, s)− ū(x):

H(x, s)− ū(x) = min
p∈P

max
q∈Q

〈

∇ū(x), f(x, p, q)
〉

+ 1−
dist(x,T )

ε

=
1

ε
min
p∈P

max
q∈Q

〈

nT (x0), f(x, p, q)± f(x0, p, q)
〉

+ 1−
dist(x,T )

ε

6
1

ε
min
p∈P

{

max
q∈Q

〈

nT (x0), f(x0, p, q)
〉

+max
q∈Q

〈

nT (x0), f(x, p, q)− f(x0, p, q)
〉

}

+ 1−
dist(x,T )

ε

6
1

ε
min
p∈P

{

max
q∈Q

〈

nT (x0), f(x0, p, q)
〉

+max
q∈Q

‖nT (x0)‖ · ‖f(x, p, q)− f(x0, p, q)‖
}

+ 1−
dist(x,T )

ε

=
1

ε
min
p∈P

max
q∈Q

〈

nT (x0), f(x0, p, q)
〉

+
1

ε
‖nT (x0)‖ · λ‖x− x0‖+ 1−

dist(x,T )

ε

6
1

ε
min
p∈P

max
q∈Q

〈

nT (x0), f(x0, p, q)
〉

+
λε

ε
+ 1−

dist(x,T )

ε

=
1

ε

(

min
p∈P

max
q∈Q

〈

nT (x0), f(x0, p, q)
〉

− dist(x,T )
)

+ λ+ 1.

Дополнительно предположим, что граница ∂T — допустимая зона [1], т. е. для любой точки
x0 ∈ ∂T выполнено неравенство

min
p∈P

max
q∈Q

〈

nT (x0), f(x0, p, q)
〉

< 0. (3.6)

Вследствие непрерывности функции f , непрерывности вектора nT (x) вдоль границы мно-
жества T (в силу гладкости границы T ) и непрерывности скалярного произведения по аргу-
ментам найдется такая величина η < 0, что для любой точки x0 ∈ ∂T выполнено неравенство

min
p∈P

max
q∈Q

〈

nT (x0), f(x0, p, q)
〉

6 η < 0.

Тогда по η можно подобрать такое число ε, что

1

ε

(

min
p∈P

max
q∈Q

〈

nT (x0), f(x0, p, q)
〉

− dist(x,T )
)

+ λ+ 1 6 0.

(iii) Пусть x ∈ ∂Tε. Тогда ū(x) = 1, а D−ū(x) = co
{

∇ū(x),0
}

=
{

γ∇ū(x) : γ ∈ [0, 1]
}

. Под
величиной ∇ū(x) понимаем предел ∇ū(y) при y → x, y ∈ Gε. Поскольку функция ū гладкая
на множестве Gε \ intG, то такой предел существует. Тогда

H(x, s)− u(x) = min
p∈P

max
q∈Q

〈

γ∇ū(x), f(x, p, q)
〉

+ 1− 1 =
1

ε
γmin

p∈P
max
q∈Q

〈

nT (x0), f(x, p, q)
〉

.

Аналогично предыдущему случаю в предположении (3.6) допустимости ∂T приходим к
соотношению

H(x, s)− u(x) 6 γ
(1

ε
min
p∈P

max
q∈Q

〈

nT (x0), f(x0, p, q)
〉

+ λ
)

,

которое с помощью выбора ε снова можно сделать неположительным для любого γ ∈ [0, 1].
Таким образом, если ∂T — допустимая зона (выполнено предположение (3.6)), то для

задачи (3.1), (3.2) существует верхнее решение, непрерывное на границе ∂G, а значит, и вы-
полняется соответствующая теорема существования минимаксного решения.

Следовательно, можно утверждать, что для задачи (3.1), (3.2) существует минимаксное
решение, если выполнено хотя бы одно из предположений (3.5) и (3.6). Заметим, что выпол-
нение предположения (3.5) влечет непрерывность функции цены вблизи ∂F , а предположе-
ния (3.6) — вблизи ∂T . Если выполнены оба предположения (как это будет требоваться ниже
в разделе 4), то функция цены будет непрерывной на множестве G. Интерес представляет
доказательство существования минимаксного решения задачи (3.1), (3.2) в каких-либо более
слабых предположениях.
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4. Совпадение функции цены и минимаксного решения

В книге [11] доказательство совпадения функции цены задачи быстродействия и мини-
максного решения краевой задачи для соответствующего уравнения Гамильтона— Якоби про-
водится на основе двух утверждений. Согласно первому из них, теореме 19.6 [11, разд. 19.6,
с. 269–272], при применении первым игроком стратегии градиентного прицеливания в дис-
кретной схеме управления его гарантированный результат может быть сделан сколь угодно
близким сверху к минимаксному решению посредством уменьшения шага по времени и точно-
сти приближения градиента функции цены. Второе утверждение, теорема 19.8 [11, разд. 19.8,
с. 273–274], почти симметрично первому, и согласно ему гарантированный результат второго
игрока может быть сделан сколь угодно близким снизу к любому нижнему решению.

Теоремы 19.6 и 19.8 не являются абсолютно симметричными: в то время как теорема 19.6
оперирует понятием минимаксного решения, в теореме 19.8 используется нижнее решение.
Такая несимметричность идеологически обусловлена тем, что если цель первого игрока —
привести траекторию на терминальное множество, то цель второго — отклонить движение
системы от ε-окрестности терминального множества.

Сформулируем и докажем аналогичные теоремы для задачи быстродействия с линией жиз-
ни. Для нее мы и в теореме, аналогичной 19.6 (теорема 2), используем не минимаксное решение,
а верхнее решение, так как первый игрок в такой игре должен не только приводить траекторию
на терминальное множество, но и уклонять движение системы от ε-окрестности множества F .

Докажем сначала теорему об оценке оптимального результата второго игрока.
Пусть u♮ — нижнее решение задачи (3.1), (3.2), непрерывное на ∂G. Введем следующее

преобразование функции u♮:

uα♮ (x) := max
y∈clG

{

u♮(y)− wα(x, y)
}

.

Здесь

wα(x, y) :=

(

α2/ν + ‖x− y‖2
)ν

α
, ν := (2 + 2λ)−1, 0 < α < min

{

1/3, [λ(1 + λ)]−1
}

(4.1)

и λ — коэффициент из условия Липшица (1.2).
Выберем точку

yα(x) ∈ Arg max
y∈clG

[

u♮(y)− wα(x, y)
]

.

Определим позиционную стратегию Vα : clG 7→ Q для второго игрока с помощью соотно-
шения

Vα(x) = q0
(

x, sα(x)
)

, (4.2)

где q0 — экстремальная предстрагетия, определенная равенством

q0(x, s) ∈ Argmax
q∈Q

[

min
p∈P

〈

s, f(x, p, q)
〉

]

,

а вектор sα(x) задается соотношением

sα(x) := −
(

Dxwα

)(

x, yα(x)
)

=
(

Dywα

)(

x, yα(x)
)

.

Теорема 1. Пусть x0 — точка области G, и пусть θ — положительное число, удовлет-

воряющее неравенству

θ < ω := − ln
(

1− u(x0)
)

,

где u : clG 7→ [0, 1] — минимаксное решение задачи (3.1), (3.2). Тогда существуют нижнее

решение u♮ этой задачи, удовлетворяющее неравенству

θ < ω♮ := − ln
(

1− u♮(x0)
)

, (4.3)
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и такие числа ε > 0, α > 0, δ0 > 0, что оценка

T ε
2 (x0, Vα,∆) > θ (4.4)

имеет место, если δ := diam(∆) 6 δ0. Здесь Vα — позиционная стратегия второго игрока,

определенная соотношением (4.2), величина T ε
2 (x0, Vα,∆) задается равенством (2.2).

Дополнительно предположим выполнение неравенства (3.5). В таком случае будет суще-
ствовать нижнее решение, что было показано в разд. 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 19.8 для обычной задачи быстродействия сводится к
двум случаям: траектория или приходит на множество T , или нет. В задаче быстродействия с
линией жизни уже возможны три случая: траектория приходит на множество T , не попадая
на F ; траектория навсегда остается в множестве G; траектория приходит на множество F .

Подберем искомое нижнее решение u♮ следующим образом. Поскольку минимаксное ре-
шение существует (благодаря дополнительному предположению), то существует и последова-
тельность нижних решений, непрерывных на границе ∂G и сходящихся к этому минимаксному
решению. Среди элементов этой последовательности и выбирается нижнее решение так, чтобы
было выполнено условие (4.3).

Выберем некоторое число α > 0 и последовательность разбиений {∆n} положительной
полуоси времени такую, что δn = diam∆n → 0. По последовательности разбиений {∆n} вы-
страиваем последовательность пучков движений X(x0, Vα,∆n) := X

α
n.

Доказательство данной теоремы распадается на следующие случаи.

(I) Найдутся ε̄ > 0, ᾱ ∈ (0, ε̄/3] такие, что для всех последовательностей
{

xn(·) ∈ X
α
n

}

и
для всех t 6 θ выполнено неравенство dist

(

xn(t),T
)

> 3ᾱ. При этом возможны два случая:

(I.1) Для каждого n и для любой траектории xn(·) ∈ X
α
n при всех t ∈ ∆n, удовлетворяющих

ограничению t < θ, выполняется неравенство dist(xn(t),F) > 3ᾱ,

(I.2) либо для каждого n существует траектория xn(·) ∈ X
α
n такая, что найдется момент

времени tn ∈ ∆n такой, что tn < θ и dist(xn(tn),F) 6 3ᾱ.

(II) Наоборот, пусть для любых ε > 0 и α ∈ (0, ε/3] найдутся последовательность
{

xn(·) ∈
X

α
n

}

и набор моментов t̄n, t̄n < θ, для которых имеем dist
(

xn(t̄n),T
)

< 3α.

В случае (I) оценка (4.4) является очевидной. Действительно, в ситуации (I.1) существует
стратегия второго игрока, уклоняющая движение системы от некоторой окрестности терми-
нального множества вплоть до момента θ, а значит, второй игрок может уклониться и от
терминального множества до этого же момента, т. е. ∀n ∈ N T ε̄

2 (x0, Vᾱ,∆n) > θ. Или же в
ситуации (I.2) есть стратегия второго игрока, которая приводит движение системы на множе-
ство F до момента θ, а стало быть, гарантированный результат первого игрока равен 1, что
больше, чем θ.

Покажем теперь, что случай (II) приводит к противоречию.

Возьмем какое-нибудь разбиение ∆ = {ti} оси времени. Рассуждениями, подобными тем,
которые применялись в доказательстве теоремы 19.6 [11, с. 270–272], доказываем оценку на из-
менение функции uα♮ вдоль движения из пучка X

α
n, аналогичную оценке (19.37) [11, разд. 19.6,

с. 269]:

uα♮
(

x(τ)
)

> 1−
[

1− uα♮ (xti)
]

eτ−ti − (τ − ti)e
τ−tih(δ),

где τ ∈ [ti, ti+1] ∩ [0, θ0]. Здесь h(δ) → 0 при δ → 0. Момент θ0 = tk+1 таков, что tk, tk+1 < θ,
dist

(

x(tk),T
)

> 3α, а dist
(

x(tk+1),T
)

6 3α. Суммируя по всем отрезкам [ti, ti+1], получим

uα♮
(

x(θ0)
)

> 1−
[

1− uα♮ (x0)
]

eθ0 − θ0e
θ0h(δ) > 1− eθ0−ω♮ − eθ0α− θ0e

θ0h(δ). (4.5)

Возьмем произвольные последовательности {εn} → 0 и
{

αn : αn ∈ (0, εn/3]
}

. По ним стро-
им функциональную последовательность {xn(·) : xn(·) ∈ X

αn
n } и последовательность моментов
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{

t̄n ∈ ∆n : dist
(

x(t̄n),T
)

< 3αn

}

. На основе числовых последовательностей {αn} и {t̄n} и функ-
циональных последовательностей

{

uαn

♮ (·)
}

и
{

xn(·)
}

получаем числовую последовательность

{

uαn

♮

(

xn(t̄n)
)}

, где uαn

♮ (x) := max
y∈clG

{

u♮(y)− wαn(x, y)
}

. (4.6)

Так же, как и в рассуждениях в разд. 19.5 книги [11] (с. 267–268), можно показать, что мак-
симум в (4.6) достигается в такой точке yαn , что ‖yαn − x‖ 6 2αn.

Таким образом, имеем, что yαn(x) ∈ O2αn(x) и

uαn

♮ (x) := max
y∈O2αn (x)

{

u♮(y)− wαn(x, y)
}

.

По смыслу моментов t̄n для них справедливо неравенство (4.5) с заменой θ0 на t̄n

uαn

♮

(

xn(t̄n)
)

> 1−
[

1− uαn

♮ (x0)
]

et̄n − t̄ne
t̄nh(δn) > 1− et̄n−ω♮ − αne

t̄n − t̄ne
t̄nh(δn). (4.7)

Последовательность {t̄n} ограничена. В ней можно выделить сходящуюся подпоследова-
тельность {t̄nk

} → t̄. Чтобы не загромождать запись двойными индексами, положим, что сама
последовательность {t̄n} сходится. Поскольку для всех n верно неравенство t̄n < θ, то t̄ 6 θ.

Рассмотрим теперь последовательность
{

xn(·)
}

. Ее элементы — решения дифференциаль-
ного включения, поэтому

{

xn(·)
}

является последовательностью, равномерно ограниченной и
равностепенно непрерывной. Следовательно, можно применить теорему Арцела — Асколи и
выделить равномерно сходящуюся подпоследовательность; пусть сходящейся последователь-
ностью является сама последовательность

{

xn(·)
}

. Обозначим ее равномерный предел x̄(·).
В силу равномерной сходимости xn(·) ⇒ x̄(·) имеем, что предел x̄(·) непрерывен и, как

следствие, xn(t̄n) → x̄(t̄) при n → ∞. Поскольку dist
(

xn(t̄n),T
)

< 3αn, а αn → 0, то получаем,
что x̄(t̄) ∈ ∂T и u♮

(

x̄(t̄)
)

= 0 по определению нижнего решения (оно удовлетворяет граничному
условию на ∂T ).

Покажем, что
{

uαn

♮

(

xn(t̄n)
)}

→ u♮
(

x̄(t̄)
)

.

∣

∣

∣
uαn

♮

(

xn(t̄n)
)

− u♮
(

x̄(t̄)
)

∣

∣

∣
=

∣

∣

∣

∣

max
y∈O2αn

(

xn(t̄n)
)

{

u♮(y)− wαn

(

xn(t̄n), y
)

}

− u♮
(

x̄(t̄)
)

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

u♮

(

yαn

(

xn(t̄n)
)

)

− wαn

(

xn(t̄n), yαn

(

xn(t̄n)
)

)

− u♮
(

x̄(t̄)
)

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

u♮

(

yαn

(

xn(t̄n)
)

)

− u♮
(

x̄(t̄)
)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

wαn

(

xn(t̄n), yαn

(

xn(t̄n)
)

)

∣

∣

∣

∣

. (4.8)

Рассмотрим в (4.8) по отдельности первое и второе слагаемые-модули. В силу сделанно-
го выше замечания имеем, что yαn

(

xn(t̄n)
)

∈ O2αn

(

xn(t̄n)
)

. Поскольку сходятся последова-
тельности xn(t̄n) → x̄(t̄) и αn → 0, то yαn

(

xn(t̄n)
)

→ x̄(t̄). Поскольку x̄(t̄) ∈ ∂T , а функ-
ция u♮(·), будучи нижним решением, непрерывна на границе T , то сходится и последователь-
ность u♮

(

yαn

(

xn(t̄n)
))

→ u♮
(

x̄(t̄)
)

и первый модуль стремится к нулю при n → ∞.
Теперь обратимся ко второму модулю. Поскольку верны неравенства dist

(

xn(t̄n),T
)

6 3αn

и
∥

∥xn(t̄n)− yαn

(

xn(t̄n)
)
∥

∥ 6 2αn, то dist
(

yαn

(

xn(t̄n)
)

,T
)

6 5αn. Пусть

Ωαn := max
z∈cl(T5αn∩G)

u♮(z) = u♮(zαn). (4.9)

В этом равенстве максимум достигается в силу того, что функция u♮(·) полунепрерывна
сверху и максимум ищется на компактном множестве. Имеем ограниченную последователь-
ность {zαn}, где zαn определяется в (4.9), из которой можно выделить подпоследовательность,
сходящуюся, очевидно, к точке границы T . Пусть сама последовательность {zαn} сходится.
В силу непрерывности u♮(·) на границе T получаем, что Ωαn = u♮(zαn) → 0.
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Тогда

0 6 wαn

(

xn(t̄n), yαn

(

xn(t̄n)
)

)

= u♮

(

yαn

(

xn(t̄n)
)

)

− uαn

♮

(

xn(t̄n)
)

6 Ωαn + αn → 0.

Стало быть, оба слагаемых в правой части (4.8) идут к нулю с ростом n, а значит, идет к
нулю и левая часть. Следовательно, uαn

♮

(

xn(t̄n)
)

→ u♮
(

x̄(t̄)
)

.

С учетом этого перейдем в (4.7) к пределу по n → ∞ (тогда αn → 0 и δn → 0) и получим

0 = u♮
(

x̄(t̄)
)

> 1− et̄−ω♮ > 0,

противоречие. Следовательно, случай (II) невозможен. Теорема доказана.

Теперь сформулируем и докажем теорему об оценке гарантированного результата первого
игрока для задачи быстродействия с линией жизни.

Пусть u♮ — верхнее решение задачи (3.1), (3.2), непрерывное на ∂G. Введем преобразование
функции u♮:

u♮α(x) := min
y∈clG

{

u♮(y) + wα(x, y)
}

,

где все вспомогательные величины определяются посредством (4.1).

Выберем точку

yα(x) ∈ Arg min
y∈clG

[

u♮(y) +wα(x, y)
]

.

Определим позиционную стратегию Uα : clG 7→ P первого игрока равенством

Uα(x) = p0
(

x, sα(x)
)

. (4.10)

Здесь функция p0 — это экстремальная предстратегия, определенная равенством

p0(x, s) ∈ Argmin
p∈P

[

max
q∈Q

〈

s, f(x, p, q)
〉

]

,

а вектор sα(x) задается соотношением

sα(x) :=
(

Dxwα

)(

x, yα(x)
)

= −
(

Dywα

)(

x, yα(x)
)

.

(Для того чтобы имелось отличие от соответствующих величин в определении (4.2) стратегии
второго игрока, индексы α сделаны верхними.)

Теорема 2. Пусть x0 — точка области G, удовлетворяющая неравенству u(x0) < 1, где

функция u : clG 7→ R
n — минимаксное решение задачи (3.1), (3.2). Пусть ε и θ — произ-

вольные числа, такие, что ε > 0 и 1 > θ > ω := − ln(1 − u(x0)). Тогда существуют верхнее

решение u♮ этой задачи, удовлетворяющее неравенству

θ > w♮ := − ln(1 − u♮(x0)), (4.11)

и числа α > 0 и δ0 > 0, для которых выполняется оценка

T ε
1 (x0, Uα,∆) 6 θ,

если diam(∆) 6 δ0. Здесь Uα — позиционная стратегия первого игрока, определенная (4.10),
а величина T ε

1 (x0, Uα,∆) задается равенством (2.1).

Дополнительно предположим выполнение неравенства (3.6). В таком случае будет суще-
ствовать верхнее решение, что было показано в разд. 3.



О совпадении минимаксного решения и функции цены 211

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подберем искомое верхнее решение u♮, непрерывное на грани-
це ∂G, следующим образом. Поскольку минимаксное решение существует (благодаря дополни-
тельному предположению), то существует и последовательность верхних решений, непрерыв-
ных на границе, сходящихся к этому минимаксному решению. Среди элементов этой последо-
вательности и выбирается верхнее решение так, чтобы было выполнено условие (4.11).

Выберем некоторые ε > 0 и α > 0. Выберем и зафиксируем последовательность разбие-
ний {∆n} положительной полуоси времени такую, что δn = diam∆n → 0. По последователь-
ности {∆n} получаем последовательность пучков X(x0, Vα,∆n) := X

α
n.

Рассмотрим следующие случаи.

(I) Найдутся ε̄ > 0, ᾱ ∈ (0, ε̄/3] такие, что для всех последовательностей
{

xn(·) ∈ X
α
n

}

и
для всех t 6 θ выполнено неравенство dist

(

xn(t),F
)

> 3ᾱ. При этом возможны два случая:

(I.1) Для каждого n существует траектория xn(·) ∈ X
α
n такая, что найдется момент времени

tn ∈ ∆n такой, что tn < θ и dist(xn(tn),T ) 6 3ᾱ,

(I.2) либо для каждого n и для любой траектории xn(·) ∈ X
α
n выполняется противополож-

ное неравенство dist(xn(t),T ) > 3ᾱ при всех t ∈ ∆n, удовлетворяющих ограничению t < θ.

(II) Наоборот, пусть для любых ε > 0 и α ∈ (0, ε/3] найдутся последовательность
{

xn(·) ∈
X

α
n

}

и набор моментов t̄n, t̄n < θ, для которых имеем dist
(

xn(t̄n),F
)

< 3α.

Случаи (I.1) и (I.2) рассматриваются аналогично случаям (i) и (ii) доказательства теоре-
мы 19.6 из книги [11]. Рассмотрим случай (II).

Напомним, что

u♮α(x) = min
y∈clG

{

u♮(y) + w(x, y)
}

,

для любого τ ∈ [ti, ti+1] ∩ [0, θ0] выполнено неравенство

u♮α
(

x(τ)
)

6 1−
[

1− u♮α
(

x(ti)
)]

eτ−ti + (τ − ti)e
τ−tih(δ)

(это доказывается в [11, с. 270–272]) и u♮α(x0) 6 u♮(x0) + α = 1− e−ω + α.

Момент θ0 = tk+1 таков, что tk, tk+1 < θ, dist(x(tk),F) > 3α, а dist(x(tk+1),F) 6 3α. Из
данных рекуррентных оценок можно получить, что

u♮α(x(θ0)) 6 1− [1− u♮α(x0)]e
θ0 + θ0e

θ0h(δ) 6 1− eθ0−ω♮

+ eθ0α+ eθ0θ0h(δ). (4.12)

Аналогично теореме 1 строим сходящиеся последовательности

{εn} → 0,
{

αn : αn ∈ (0, εn/3]
}

→ 0,

{xn(·) : xn(·) ∈ X
αn
n } ⇒ x̄(·),

{

t̄n : dist
(

x(t̄n),F
)

< 3αn

}

→ t̄,

причем x̄(t̄) ∈ ∂F . По построенным последовательностям получаем

{

u♮αn

(

xn(t̄n)
)}

, где u♮αn
(x) := min

y∈clG

{

u♮(y) + wαn(x, y)
}

.

Доказательство сходимости
{

u♮αn

(

xn(t̄n)
)}

→ u♮αn

(

x̄(t̄)
)

полностью повторяет аналогичное
доказательство из теоремы 1.

В (4.12) по смыслу моментов tn можно заменить θ0 на tn, после чего с использованием
сходимости, указанной в предыдущем абзаце, получаем

1 = u♮
(

x̄(t̄)
)

6 1− et̄−ω♮

< 1

и приходим к противоречию. Теорема доказана.
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Таким образом, обосновано, что гарантированный результат первого игрока в дискретной
схеме управления в игре (1.1), (2.3) может быть сделан сколь угодно близким сверху к мини-
максному решению задачи (3.1), (3.2), а гарантированный результат второго игрока — сколь
угодно близким снизу к минимаксному решению. Как следствие можно утверждать, что пре-
дельные гарантированные результаты, которые совпадают между собой, также совпадают и
с минимаксным решением, а значит, с минимаксным решением совпадает и функция цены
игры (1.1), (2.3).

5. Совпадение функции цены и минимаксного решения

в обычных задачах быстродействия

В [11] доказательство теоремы 19.8 опущено по причине того, что оно подобно доказа-
тельству теоремы 19.6. В попытках провести доказательство теоремы 19.8, аналогичное дока-
зательству теоремы 19.6, авторы пришли к заключению, что аналогичными являются лишь
оценки на изменение нижнего решения вдоль решений соответствующего характеристического
включения, а само рассуждение опирается на дополнительную информацию о непрерывности
выбранного нижнего решения на границе терминального множества.

Доказательство теоремы 1 может быть использовано для конструирования доказательства
теоремы 19.8 из книги [11]. Доказательство теоремы 19.8 может быть разбито на два слу-
чая: если нашлась стратегия второго игрока, уклоняющая движение системы от некоторой
окрестности терминального множества вплоть до момента θ, и если такая стратегия не на-
шлась. Первый случай является очевидным, а второй доказывается так же, как случай (II) в
теореме 1.

6. Заключение

В данной статье рассматривались дифференциальные игры быстродействия с линией жиз-
ни, где под линией жизни понимается такое множество, при попадании системы на которое
второй игрок немедленно выигрывает. Судя по всему, впервые такие игры были сформулиро-
ваны Р.Айзексом, и они были исследованы лишь в весьма несложных постановках: в случае
простой динамики системы или простой формы линии жизни. Значительный вклад в исследо-
вание игр с линией жизни внес Л.А.Петросян, но он в основном исследовал задачи с динами-
кой простых движений. На данный момент авторам неизвестны работы, содержащие полное
исследование дифференциальных игр быстродействия с линией жизни.

В статье при достаточно сильных предположениях на границу области, на которой проис-
ходит игра, было доказано существование минимаксного решения краевой задачи соответству-
ющей дифференциальной игры быстродействия с линией жизни. При тех же предположениях
было показано, что функция цены дифференциальной игры быстродействия с линией жизни
совпадает с минимаксным решением краевой задачи соответствующего уравнения Гамильто-
на— Якоби. Также было предложено доказательство теоремы для классических дифферен-
циальных игр быстродействия, гласящей, что оптимальный результат для убегающего может
быть сделан сколь угодно близким снизу к минимаксному решению.

Сделанные предположения заключаются в том, что граница терминального множества и
линия жизни — гладкие многообразия. Кроме того, считается, что граница терминального
множества является допустимой зоной для первого игрока (т. е. если система находится на
границе терминального множества, то первый игрок гарантирует заведение траектории систе-
мы внутрь терминального множества), а линия жизни — допустимая зона второго игрока (т. е.
если система находится на линии жизни, то второй игрок гарантирует движение траектории
системы вовне множества, на котором происходит игра). Вместе такие предположения гаран-
тируют непрерывность функции цены. В дальнейшем планируется ослабить предположения,
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в рамках которых были доказаны теоремы, и найти связь функции цены игры быстродействия
с функцией цены игры быстродействия с линией жизни.
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