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В.Е.Мосягин, Н. А.Швемлер

Рассматривается задача об интервальном оценивании неизвестного параметра θ ∈ Θ ⊂ R плотности
распределения f(x, θ) (относительно меры Лебега) по выборке X1, . . . , Xn большого объема. Предпола-
гается, что в точке x = θ плотность имеет разрыв первого рода. Доверительный интервал строится по
известной оценке максимального правдоподобия θ∗

n
и ранее найденной авторами функции распределе-

ния G(x, θ), которая является предельной для последовательности функций распределений нормирован-
ных оценок максимального правдоподобия n(θ∗

n
− θ). Доказывается, что построенный доверительный

интервал является асимптотически точным. В статье также описан способ “быстрого” вычисления оценок
максимального правдоподобия для точки разрыва плотности.
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We consider the problem of interval estimation of an unknown parameter θ ∈ Θ ⊂ R of a distribution
density f(x, θ) (with respect to the Lebesgue measure) for a sample X1, . . . , Xn of large size. It is assumed
that the density has a discontinuity of the first kind at the point x = θ. We construct a confidence interval
based on a known maximum likelihood estimator θ∗

n
and the distribution function G(x, θ) found by the authors

earlier, which is the limit of the sequence of distribution functions of normalized maximum likelihood estimators
n(θ∗

n
− θ). It is proved that the resulting confidence interval is asymptotically exact. We also describe a method

for the “fast” calculation of maximum likelihood estimators for a discontinuity point of a density.
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1. Введение

Пусть (X1, . . . ,Xn) — вещественная выборка, состоящая из независимых случайных вели-
чин, с общей для всех величин плотностью распределения f(x, θ) (относительно меры Лебега):

f(x, θ) =

{
f1(x, θ), x < θ,

f2(x, θ), x > θ.
(1.1)

Неизвестный параметр θ ∈ Θ с истинным значением θ0 подлежит оцениванию. Плотность (1.1)
предполагается непрерывной по x всюду, за исключением точки θ, в которой она имеет разрыв
первого рода:

0 < q(θ) = f1(θ − 0, θ) < f2(θ + 0, θ) = p(θ), θ ∈ Θ.

Условие p(θ) > q(θ) принимается для определенности.
Пусть {θ∗n} обозначают оценки максимального правдоподобия (ОМП), которые определим,

следуя [2, с. 360], из равенства:

max

{ n∏

i=1

f(Xi, θ
∗
n − 0),

n∏

i=1

f(Xi, θ
∗
n + 0)

}
= sup

θ∈Θ

n∏

i=1

f(Xi, θ). (1.2)
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Если θ∗n не единственное решение уравнения (1.2), то будем считать ОМП любое решение
уравнения (1.2).

Обозначим t∗n = n(θ∗n − θ0) — нормированное отклонение ОМП от истинного значения
параметра θ0.

В монографии И.А.Ибрагимова, Р. З.Хасьминского [2] при определенных допущениях
установлен факт сходимости по распределению t∗n ⇒ t∗, где предельная величина t∗ явля-
ется моментом достижения максимума процессом

Y (t) = a(θ0)t− ν+ (p(θ0)t) + ν− (−q(θ0)t) (1.3)

с линейным коэффициентом

a(θ) =
p(θ)− q(θ)

ln(p(θ)/q(θ))
, (1.4)

ν±(t) — независимые стандартные пуассоновские процессы при t ≥ 0, доопределенные нулем
на отрицательной оси. Следующие соотношения

p(θ) > a(θ) > q(θ) > 0, θ ∈ Θ, (1.5)

являются следствием очевидного неравенства lnx < x − 1 при x > 0, x 6= 1 и обеспечивают
процессу (1.3) отрицательный средний снос.

Цель работы – нахождение асимптотического доверительного интервала для точки θ0 раз-
рыва плотности (1.1). Построение доверительного интервала стало возможным после выхода в
свет работы [5] авторов, в которой впервые была найдена функция распределения предельной
величины t∗

G(x, θ0) = P (t∗ < x) = lim
n→∞

P (n(θ∗n − θ0) < x) .

При x > 0

G(x, θ) =
(p(θ)− a(θ))q(θ)

(p(θ)− q(θ))a(θ)
+

a(θ)x∫

0

g+(t, θ) dt,

g+(t, θ) = β(θ)e−p(θ)t/a(θ)

[t]∑

k=0

ψ(t− k, θ)
(p(θ)
a(θ)

)k(tk
k!

−
tk−1

(k − 1)!

)
.

(1.6)

Здесь функция распределения ψ(z, θ) определена равенством [8, с. 167]

ψ(z, θ) =
(
1−

q(θ)

a(θ)

) [z]∑

k=0

(−1)k
(q(θ)
a(θ)

)k (z − k)k

k!
eq(θ)(z−k)/a(θ),

а функция β(θ) > 0 является при каждом θ единственным положительным корнем уравнения

1− e−β(θ)

β(θ)
=
a(θ)

p(θ)
, (1.7)

[·] – целая часть числа, заключенного в квадратные скобки.
При x 6 0

G(x, θ) =
(p(θ)− a(θ))q(θ)

(p(θ)− q(θ))a(θ)
−

(a(θ)− q(θ))q(θ)

a2(θ)

a(θ)|x|∫

0

g−(t, θ) dt,

g−(t, θ) =

∞∑

k=[t]+1

πk(θ)− eb(θ)t
∞∑

k=[t]+1

πk(θ)e
−b(θ)k.

(1.8)
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Здесь

πk(θ) =
q(θ)k

a(θ)

k−1 e−q(θ)k/a(θ)

k!
, k = 1, 2, . . . ,

b(θ) =
β(θ)(1− q(θ)

p(θ))
.

2. Построение асимптотического доверительного интервала

Построение асимптотического доверительного интервала предполагает вычисление оценки
максимального правдоподобия. Пусть X(1) 6 X(2) 6 · · · 6 X(n) — упорядоченные по воз-
растанию члены выборки из распределения (1.1). Трудность численного нахождения ОМП
заключается в исследовании на максимум функции (см. (1.1), (1.2))

n∏

i=1

f(Xi, θ) =





∏n
i=1 f2(X(i), θ), θ 6 X(1),

f1(X(1), θ)
∏n

i=2 f2(X(i), θ), X(1) < θ 6 X(2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∏k

i=1 f1(X(i), θ)
∏n

i=k+1 f2(X(i), θ), X(k) < θ 6 X(k+1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
∏n

i=1 f1(X(i), θ), X(n) < θ,

которая задается кусочно на n + 1 интервалах. При большом объеме выборки такой подход
приводит к весьма громоздким вычислениям. Объем вычислений можно значительно сокра-
тить, если использовать в качестве начальной оценки параметра θ0 любую состоятельную
оценку θ̃n, θ̃n → θ0, методы получения которой можно найти в [1; 7; 10; 11]. По известной
состоятельной оценке θ̃n поиск экстремума функции (1.2) можно вести только на O(lnn) ин-
тервалах

(
X(k),X(k+1)

]
, расположенных слева и справа от точки θ̃n (см. [3, лемма 1]).

Перейдем к построению асимптотического доверительного интервала для точки θ0 разрыва
плотности (1.1) по найденной ОМП θ∗n.

Теорема. Пусть Θ ⊂ [d1, d2] ⊂ R, а функции p(θ) и q(θ) непрерывны на отрезке [d1, d2]
(см. условие III из [2, c. 324]) .

Для произвольных положительных чисел ε1, ε2, таких что ε1 + ε2 < 1, определим кван-

тили λ
(n)
1−ε1

, λ
(n)
ε2 > 0 функции распределения G(x, θ∗n) из уравнений

G(λ
(n)
1−ε1

, θ∗n) = 1− ε1,

G(−λ(n)ε2 , θ
∗
n) = ε2.

(2.1)

Тогда интервал [θ∗n − λ
(n)
1−ε1

/n, θ∗n + λ
(n)
ε2 /n] является асимптотическим доверительным

интервалом уровня 1− ε1 − ε2:

lim
n→∞

P

(
−λ(n)ε2 6 n(θ∗n − θ0) 6 λ

(n)
1−ε1

)
= 1− ε1 − ε2. (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из равномерной оценки, доказанной в [4, c. 896], вытекает схо-
димость (n→ ∞)

P

(
−λ(n)ε2 6 n(θ∗

n
− θ0) 6 λ

(n)
1−ε1

)
−

(
G(λ

(n)
1−ε1

, θ0)−G(−λ(n)ε2 , θ0)
)
→ 0.

Поэтому для доказательства утверждения (2.2) достаточно установить предельные соотноше-
ния

G(λ
(n)
1−ε1

, θ0) → 1− ε1,

G(−λ(n)ε2 , θ0) → ε2.
(2.3)
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Запишем очевидные представления, вытекающие из (2.1):

G(λ
(n)
1−ε1

, θ0) = G(λ
(n)
1−ε1

, θ∗n) +
(
G(λ

(n)
1−ε1

, θ0)−G(λ
(n)
1−ε1

, θ∗n)
)

= 1− ε1 +
(
G(λ

(n)
1−ε1

, θ0)−G(λ
(n)
1−ε1

, θ∗n)
)
, (2.4)

G(−λ(n)ε2 , θ0) = ε2 +
(
G(−λ(n)ε2 , θ0)−G(−λ(n)ε2 , θ

∗
n)
)
. (2.5)

Если предположить равномерную непрерывность семейства функций распределения G(x, θ)
на множестве (x, θ) ∈ (−∞,∞)× [d1, d2], то в силу состоятельности ОМП (θ∗n → θ0) выражения
в скобках в (2.4), (2.5) будут стремиться к нулю, что приведет нас к соотношениям (2.3) и
доказательству теоремы.

Итак, сосредоточимся на доказательстве указанной выше равномерной непрерывности. Из
непрерывности функций p(θ) и q(θ) на компакте [d1, d2], условий (1.5) и определении функ-
ций (1.4) и (1.7) следует существование не зависящих от θ констант δ1, . . . , δ5 > 0 таких, что
для всех θ ∈ Θ ⊂ [d1, d2] будут справедливы ограничения

p(θ)

a(θ)
> δ1 > 1 > δ2 >

q(θ)

a(θ)
,

0 < δ3 6 a(θ) 6 δ4, β(θ) 6 δ5.

(2.6)

В [6, теорема 2] для функции g+(t, θ) из (1.6) получена оценка

g+(t, θ) 6 β(θ)e−Λ(p(θ)/a(θ))a(θ)t , t > 0, θ ∈ [d1, d2],

где функция Λ(z) = z − 1 − ln z положительна и возрастает при z > 1. Следовательно,
Λ(p(θ)/a(θ)) > Λ(δ1) > 0, θ ∈ [d1, d2], что вместе с другими ограничениями (2.6) приводит
к равномерной по θ оценке

g+(t, θ) 6 C1e
−c1t, t > 0, θ ∈ [d1, d2], (2.7)

с константами C1 = δ5 и c1 = δ3Λ(δ1).
Для функции g−(t, θ) из (1.8) также воспользуемся соответствующей оценкой

из [6, теорема 2]

g−(t, θ) 6 β(θ)a(θ)e−Λ(q(θ)/a(θ))a(θ)|t| , t > 0, θ ∈ [d1, d2].

Здесь q(θ)/a(θ) < 1, а так как функция Λ(z) убывает при 0 < z < 1, то из (2.6) выводим
неравенство Λ(q(θ)/a(θ)) > Λ(δ2) > 0, θ ∈ [d1, d2] и, следовательно,

g−(t, θ) 6 C2e
−c2t, t > 0, θ ∈ [d1, d2] (2.8)

с константами C2 = δ4δ5, c2 = δ3Λ(δ2).
Экспоненциальные оценки (2.7), (2.8) обеспечивают равномерную по θ сходимость интегра-

лов

∫ ∞

0
g±(t, θ) dt, что влечет непрерывность семейства функций распределений G(x, θ), опре-

деленных формулами (1.6), (1.8), на любом компактном множестве (x, θ) ∈ [−N,N ] × [d1, d2].
Следовательно, G(x, θ) будет здесь и равномерно непрерывна. Ввиду того что

∞∫

N

g±(t, θ) dt 6 Ce−cN ,

равномерная непрерывность G(x, θ) распространяется и на множество (x, θ) ∈ (−∞,∞) ×
[d1, d2]. �
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ОМП и доверительный интервал (ДИ) для параметра с истинным значением θ0 = 0.45

Уровень ДИ
Обьем выборки ОМП

0.95 0.80
50 0.4587 [0.4262; 0.4698] [0.4314; 0.4643]
100 0.4568 [0.4336; 0.4652] [0.4425; 0.4611]
300 0.4532 [0.4428; 0.4622] [0.4465; 0.4593]
500 0.4491 [0.4476; 0.4585] [0.4481; 0.4573]

В заключение приведем пример вычисления построения асимптотического доверительного
интервала для неизвестного параметра θ треугольной плотности вида

f(x, θ) =





x

2θ2
, 0 6 x 6 θ,

3(1 − x)

2(1− θ)2
, θ < x 6 1,

с истинным значением θ0 = 0.45.

Для нахождения оценки максимального правдоподобия и построения асимптотического
доверительного интервала разработан комплекс программ на языке MATLAB [9]. Особенно-
стью разработанного комплекса является эффективный алгоритм нахождения ОМП, которая
вычисляется по состоятельной оценке параметра θ0, что делает алгоритм ее нахождение менее
трудозатратным.

Результаты вычислений примера сведены в таблицу выше.
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