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Настоящая работа посвящена сравнению двух подходов к исследованию связи между процессами с за-

данным набором свойств, определяемых свойствами решений стохастических уравнений со случайностями

типа винеровских процессов и уравнениями в частных производных для вероятностных характеристик

этих процессов, включая уравнения для плотностей переходных вероятностей. Первый подход основан на

применении формулы Ито для диффузионных процессов — решений стохастических уравнений, второй –

на свойствах непрерывности процесса и существовании пределов, характеризующих локальное поведение

решений стохастического уравнения. В ходе сравнения установлено следующее. В первом подходе для

доказательства конкретной связи между коэффициентами стохастического уравнения и соответствующе-
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Введение

Исследование уравнений для вероятностных характеристик случайных процессов с задан-
ными свойствами — одно из центральных направлений стохастического анализа как в конеч-
номерном случае для непрерывных процессов и процессов со скачками (см., например, [2;6;7])

1Работа выполнена при поддержке Программы повышения конкурентоспособности УрФУ (поста-
новление №211 Правительства РФ от 16.03.2013, контракт №02.А03.21.0006 от 27.08.2013).
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так и в бесконечномерном случае для процессов, порождаемых случайными возмущениями
типа бесконечно-мерных винеровских (см., например, [3;4]). При этом авторы базовых и более
поздних работ используют разные свойства процессов, позволяющие получить уравнения для
их вероятностных характеристик: в [7] — это учет свойств процессов без последействия типа
однородности и ординарности, в [6] — обобщение формулы Ито на случай процессов типа пуас-
соновских, в [2] — свойство существования локальных пределов для различных случайных про-
цессов — развитие классических идей Колмогорова на случай процессов, допускающих скачки,
в [8] — характеристики свойств решений стохастических уравнений типа первых интегралов от
решения. Таким образом, при изучении уравнений для вероятностных характеристик процес-
сов принципиально важно выделить какие свойства изучаемых процессов позволяют получить
уравнения в частных производных или более общие интегродифференциальные уравнения
для характеристик и при этом какие требования необходимо наложить на сами вероятност-
ные характеристики, чтобы получить уравнения в классической или некоторой обобщенной
постановке.

Настоящая работа посвящена сравнению двух подходов к исследованию связи между про-
цессами, задаваемыми базовыми стохастическими уравнениями со случайностями типа вине-
ровских процессов, и уравнениями в частных производных для вероятностных характеристик.
Первый подход основан на свойствах марковости и мартингальности функций от решений
стохастических уравнений и на возможности применять для них формулу Ито, второй — на
непрерывности процесса и существовании предельных соотношений, связанных с локальными
и глобальными моментами, через которые определяются коэффициенты уравнения в частных
производных. На базе первого подхода получена задача Коши для вероятностных характе-
ристик, важных в современной финансовой математике [5], в частности, для плотности пере-
ходной вероятности. На базе второго подхода получены прямая и обратная задачи Коши для
плотности переходной вероятности, для которых в зависимости от поведения вспомогательных
функций, участвующих в выводе уравнений, может быть дана классическая или обобщенная
постановка. При этом исходная информация в каждом из подходов — свойства решений сто-
хастических уравнений. Исследовать какие свойства решений стохастических уравнений с об-
щими стохастическими интегралами по мартингальным мерам могут быть использованы для
получения соответствующих вероятностных характеристик этих процессов в конечномерном
и тем более бесконечномерном случаях — это отдельная задача, подлежащая исследованию.

Приложения указанной связи многообразны. Отметим, во-первых, использование связи в
численных методах решения уравнений в частных производных и, во-вторых, моделирование
стохастических уравнений через связь с уравнениями для характеристик. В работе дан пример
такого моделирования. Что касается терминологии, то как отмечено в [2], физико-ориентиро-
ванные исследователи прямое уравнение в частных производных для плотности переходной
вероятности называют уравнением Фоккера — Планка а математико-ориентированные — пря-
мое и обратное — уравнением Колмогорова. Это связано с тем, что прямое уравнение встреча-
лось в работах А. Фоккера (1914) и М. Планка (1917), а строгое математическое обоснование
дано А.Н.Колмогоровым [9]. Более общее уравнение, в котором присутствуют наряду с диф-
ференциальными и интегральные слагаемые, называют уравнением Колмогорова — Феллера.

1. Подход к построению задачи для вероятностных характеристик

процесса, заданного стохастическим уравнением,

основанный на формуле Ито

Обоснование справедливости перехода от стохастического дифференциального уравнения
к уравнению в частных производных при использовании формулы Ито, проведем следуя [5].
Рассмотрим задачу Коши для стохастического дифференциального уравнения

dX(t) = A(t,X(t))dt +B(t,X(t))dW (t), t ∈ [0, T ], X(0) = ξ, (1.1)
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где W = W (t), t ≥ 0, — броуновское движение (винеровский процесс), а функции A,B и
начальное условие ξ удовлетворяют условиям существования единственного решения X =
X(t), t ∈ [0, T ], (см., например, [6]).

Теорема 1. Пусть процесс X(t) = X(t, ω) ∈ R, t ∈ [0, T ], ω ∈ (Ω,F(t)), — единствен-

ное решение задачи (1.1), h(y) — борелевская функция и функция g = g(t, x) определяется

равенством

g(t, x) = E
t,x
[

h(X(T ))
]

∈ R, t ∈ [0, T ], x ∈ R, при условии E
t,x
[

|h(X(T ))|
]

< ∞,

где E
t,x
[

h(X(T ))
]

— математическое ожидание функции h от решения в момент T , при-

нимающего значения x в текущие моменты времени 0 ≤ t < T . Тогда g является решением

обратной задачи Коши

gt(t, x) +A(t, x)gx(t, x) +
1

2
B2(t, x)gxx(t, x) = 0, t ∈ [0, T ], x ∈ R, g(T, x) = h(x). (1.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Чтобы показать связь между задачами (1.1) и (1.2), будем ис-
пользовать мартингальность процесса g(t,X(t)) = g(t, x)|x=X(t). Для доказательства мартин-
гальности, т. е. равенства E[g(t,X(t))|F(s)] = g(s,X(s)), t ≥ s ≥ 0, сначала доказываем, что
E[h(X(T ))|F(s)] = g(s,X(s)):

E[h(X(T ))|F(s)] = E[h(Xs,X(s)(T ))|F(s)] = E[h(Xs,X(s)(T ))] = g(s,X(s)). (1.3)

Первое равенство в (1.3) верно в силу марковости решения X [10]. Поскольку h(Xs,X(s)(T )) не
зависит от σ-алгебры F(s), то по свойству условного математического ожидания получаем
второе равенство, третье — следует из определения функции g. Далее в силу марковости
решения получаем

g(t, x) = E[h(Xt,x(T ))] = E[h(Xs,X(s)(T ))] = g(s,X(s)).

Отсюда следует, что g(t,X(t)) является мартингалом:

E[g(t,X(t))|F(s)] = E[E[h(X(T ))|F(t)]|F(s)] = E[h(X(T ))|F(s)] = g(s,X(s)). (1.4)

Для дальнейшего доказательства используем формулу Ито с функцией F (t,X) ∈ C1[0, T ]×
C
2(R):

dF (t,X) =
∂F

∂t
(t,X)dt +

∂F

∂x
(t,X)dX +

1

2

∂2F

∂x2
(t,X)(dX)2 . (1.5)

В качестве F (t,X(t)) в (1.5) возьмем функцию g(t,X(t)) и подставим вместо dX(t) правую
часть уравнения (1.1). Учитывая известные соотношения dt · dt = dt · dW = 0, dW · dW = dt
[10], получаем стохастическое уравнение для функции g в форме дифференциалов:

dg(t,X(t)) =
(

gt(t,X(t)) +A(t,X(t))gx(t,X(t)) +
1

2
B2(t,X(t))gxx(t,X(t))

)

dt

+B(t,X(t))gx(t,X(t))dW (t). (1.6)

Запишем уравнение (1.6) в интегральной форме с интегралом Ито

∫ T

t

B(t,X(t))gx(t,X(t))dW (t).

Применим к уравнению математическое ожидание E. Учитываем, что E (dg(t,X(t))) = 0 в
силу (1.4) и что математическое ожидание от интеграла Ито равно нулю. Используя стохасти-
ческую теорему Фубини, получаем

E
(

gt(t,X(t)) +A(t,X(t))gx(t,X(t)) +
1

2
B2(t,X(t))gxx(t,X(t))

)

= 0. (1.7)
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Запишем равенство (1.7) в начальной точке (t, x), оно верно и без математического ожидания,
поскольку функции принимают детерминированные значения. Варьируя t ∈ [0, T ], получаем
задачу (1.2) с терминальным условием g(T, x) = ET,xh(X(T )) = h(x). �

Из теоремы 1, учитывая определение функции g через функцию плотности переходной
вероятности p(T, y|t, x) процесса X, получаем задачу Коши для плотности переходной вероят-
ности p(T, y|t, x) =: p(y|t, x)

∂

∂t
p(y|t, x) +A(t, x)

∂

∂x
p(y|t, x) +

1

2
B2(t, x)

∂2

∂x2
p(y|t, x) = 0, t ∈ [0, T ], p(y|T, x) = δ(x− y).

(1.8)
В заключение этого раздела сформулируем теорему о переходе от уравнения в частных

производных к стохастическому дифференциальному уравнению. Переход осуществляется на
основе полученного в теореме 1 прямого результата: записывается задача (1.1) с коэффициен-
тами, определяемыми уравнением (1.2).

Теорема 2. Пусть выполнены условия существования и единственности решения за-

дач (1.1), (1.2) и пусть g(t, x), t ∈ [0, T ], x ∈ R, является решением задачи Коши (1.2).
Тогда E

t,x[h(X(T ))] = g(t, x), где X — решение задачи Коши (1.1) с начальным условием,

определяемым равенством E
0,ξ[h(X(T ))] = g(0, ξ).

2. Подход к построению задачи для плотности переходной вероятности

процесса, основанный на его свойствах непрерывности,

марковости и существовании моментов

Доказательство справедливости перехода от процесса, определяемого стохастическим диф-
ференциальным уравнением и, как следствие, обладающего свойствами непрерывности, мар-
ковости и существования моментов, к уравнению в частных производных для вероятностных
характеристик проведем, выделяя три важных этапа.

П е р в ы й э т а п. Существование глобальных моментов для процесса — решения стоха-
стического уравнения.

Пусть X = X(t), t ∈ [0, T ], — решение стохастической задачи Коши (1.1). Проинтегрируем
уравнение (1.1) от t до t+∆t :

X(t+∆t)−X(t) =

t+∆t
∫

t

A(s,X(s))ds +

t+∆t
∫

t

B(s,X(s))dW (s).

Возьмем математическое ожидание от обеих частей равенства

E[∆X(t)] = E

(

t+∆t
∫

t

A(s,X(s))ds

)

+ E

(

t+∆t
∫

t

B(s,X(s))dW (s)

)

. (2.1)

Левую часть равенства (2.1) распишем по определению через плотность переходной вероятно-
сти процесса:

E[∆X(t)] =

∫

(z − x)p(t+∆t, z|t, x)dz.

Учитывая, что математическое ожидание от интеграла Ито в правой части (2.1) равно нулю,
получим существование следующего предела для первого момента процесса X:

lim
∆t→0

1

∆t

∫

(z − z)p(t+∆t, z|t, x)dz = lim
∆t→0

1

∆t
E

(

t+∆t
∫

t

A(s,X(s))ds

)

= A(t, x). (2.2)
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Аналогичные рассуждения проведем для E[∆X(t)2]. Учитывая свойства винеровского процес-
са W , получим

lim
∆t→0

1

∆t

∫

(z − x)2p(t+∆t, z|t, x)dz = B2(t, x). (2.3)

Таким образом, для процесса, являющегося решением стохастической задачи Коши (1.1), дока-
зано существование пределов (2.2), (2.3) — (глобальных по z ∈ R) моментов первого и второго
порядков.

В т о р о й э т а п. Существование локальных моментов.
На первом этапе доказательства мы показали, что для приращений процесса X, заданного

уравнением (1.1), по малому промежутку времени ∆t выполняются следующие условия:

E{∆X(t) −A(t,X(t))∆t −B(t,X(t))∆W (t)|X(t) = x} = o(∆t),

E{[∆X(t) −A(t,X(t))∆t −B(t,X(t))∆W (t)]2|X(t) = x} = o(∆t).

Введем для случайного процесса ∆X(t),∈ [t, T ), определяемого задачей Коши (1.1), срезку
процесса:

∆X(t)ε =

{

∆X(t); ∆X(t) ≤ ε
0; ∆X(t) > ε.

Учитывая, что случайность в поведении процесса X — решения задачи (1.1), определяется ви-
неровским процессом W с плотностью переходной вероятности, экспоненциально убывающей
на бесконечности, и следуя [11], можно показать, что для любого ε > 0 приращения ∆X(t)
удовлетворяют условиям

P{|∆X(t)| > ε|X(t) = x} = o(∆t),

E{(∆X(t))ε|X(t) = x} = A(t, x)∆t+ o(∆t), (2.4)

E{(∆X(t))2ε |X(t) = x} = B2(t, x)∆t+ o(∆t). (2.5)

Первое из этих равенств эквивалентно равенству lim∆t→0 p(t+∆t, y|t, x)/∆t = 0, где x, y :
|x− y| > ε, и означает непрерывность процесса X, а второе и третье эквивалентно существо-
ванию пределов

lim
∆t→0

1

∆t

∫

|y−x|<ε

(y − x)p(t+∆t, y|t, x)dy = A(t, x) , (2.6)

lim
∆t→0

1

∆t

∫

|y−x|<ε

(y − x)2p(t+∆t, y|t, x)dy = B2(t, x) , (2.7)

определяющих локальные моменты.

Т р е т и й э т а п. Существование локальных моментов =⇒ уравнение для вероятност-
ных характеристик.

Возьмем произвольную функцию f(x), имеющую ограниченный носитель и дважды диф-
ференцируемую. Следуя классическим идеям (см., например, [2; 7]), рассмотрим следующий
функционал (производную по t):

∂

∂t

∫

R

f(x)p(t, x|t′, y)dx = lim
∆t→0

∫

R

f(x)

[

p(t+∆t, x|t′, y)− p(t, x|t′, y)

∆t

]

dx =: Iy. (2.8)

Здесь p(t, x|t′, y) — плотность переходной вероятности процесса решения стохастической зада-
чи Коши (1.1). Поскольку, как было указано в первом подходе, решение задачи (1.1) обладает
свойством Маркова, для плотности переходной вероятности имеет место интегральное урав-
нение Чепмена — Колмогорова

p(t+∆t, x|t′, y) =

∫

R

p(t+∆t, x|t, z)p(t, z|t′, y)dz.
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Применяя его к p(t+∆t, x|t′, y) в правой части равенства (2.8), получим

Iy = lim
∆t→0

[

∫∫

R2

f(x)
p(t+∆t, x|t, z)p(t, z|t′, y)

∆t
dzdx−

∫

R

f(z)
p(t, z|t′, y)

∆t
dz

]

.

В первом интеграле этой формулы разобьем область интегрирования по x на две подобласти:
|x − z| < ε и |x − z| ≥ ε. Во внутренней области разложим функцию f(x) в ряд Тейлора до
второй производной:

f(x) = f(z) + f ′(z)(x− z) +
f ′′(z)

2
(x− z)2 + |x− z|2R(x, z),

где R(x, z) → 0 при |x− z| → 0.

Используя свойство непрерывности процесса X, существование пределов (2.6), (2.7), огра-
ниченность носителя функции f и, как следствие, возможность перекинуть дифференцирова-
ние с функции f на ее сомножители, получаем уравнение

∫

R

f(z)
∂p(t, z|t′, y)

∂t
dz =

∫

R

f(z)

(

−
∂A(t, z)p(t, z|t′, y)

∂z
+

1

2

∂2B2(t, z)p(t, z|t′, y)

∂z2

)

dz. (2.9)

Учитывая начальные условия в момент времени t′ и произвольность функции f , получаем
следующую задачу Коши для плотности переходной вероятности:

∂p(t, z|t′, y)

∂t
= −

∂A(t, z)p(t, z|t′, y)

∂z
+

1

2

∂2B2(t, z)p(t, z|t′, y)

∂z2
, t ≥ t′, p(t′, z|t′, y) = δ(z − y).

(2.10)
В обозначениях разд. 1 (t′ = t, t = T ), это задача (1.8).

Таким образом, получен следующий результат.

Теорема 3. Пусть p = p(t, z|t′, y), t > t′, — плотность переходной вероятности про-

цесса X(t), являющегося единственным решением задачи (1.1). Тогда p является решением

прямой задачи Коши (2.10), в которой коэффициенты определяются равенствами (2.4), (2.5).

При дифференцировании не по будущему времени, как это было сделано при выводе пря-
мой задачи Коши (2.10), а по t′, получаем обратную задачу Коши

∂

∂t′
p(t, y|t′, x) = −A(t′, x)

∂

∂x
p(t, y|t′, x)−

1

2
B2(t′, x)

∂2

∂x2
p(t, y|t′, x), t ≥ t′, p(t, y|t, x) = δ(x−y).

(2.11)
Отметим что, задачи Коши (2.10) и (2.11) получены в предположении существования со-

ответствующих производных по t, t′ и по z, x, а уравнение (2.9) может быть рассмотрено как
обобщенное на функциях f , используемых как основные.

3. Пример

В заключение приведем пример, иллюстрирующий важность использования изучаемых в
работе связей при построении стохастических уравнений, отвечающих процессам под действи-
ем случайных возмущений: модель конкретной задачи в форме стохастического уравнения
строится на основе уравнения для вероятностных характеристик, полученных из статистиче-
ских данных.

В отличие от аналогичных примеров, рассмотренных в [1, Ch. 5], при выводе стохастиче-
ского уравнения используются дополнительные условия на поведение системы (см. ниже), в
силу которых получено уравнение с “предельными” коэффициентами.
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Рассмотрим векторную систему ~S(t) = [S1(t), S2(t)], t ≥ 0, определяемую случайными про-
цессами S1(t) и S2(t), в предположении, что за малый промежуток времени ∆t изменение
каждой составляющей ∆Si, i = 1, 2, принимает одно из значений {−λi, 0, λi}, λi > 0, и ве-
роятности соответствующих изменений пропорциональны ∆t. Следуя [1], составим таблицу
вероятностей возможных изменений системы за промежуток ∆t:

Изменение системы Вероятность изменения

∆ ~S1 = [−λ1, 0] p1 = d1(t, S1, S2)∆t

∆ ~S2 = [λ1, 0] p2 = b1(t, S1, S2)∆t

∆ ~S3 = [0,−λ2] p3 = d2(t, S1, S2)∆t

∆ ~S4 = [0, λ2] p4 = b2(t, S1, S2)∆t

∆ ~S5 = [−λ1, λ2] p5 = m12(t, S1, S2)∆t

∆ ~S6 = [λ1,−λ2] p6 = m21(t, S1, S2)∆t

∆ ~S7 = [−λ1,−λ2] p7 = m11(t, S1, S2)∆t

∆ ~S8 = [λ1, λ2] p8 = m22(t, S1, S2)∆t

∆ ~S9 = [0, 0] p9 = 1−
∑8

i=1 pi

Здесь bi, di и mij — это коэффициенты пропорциональности при определении вероятностей,
отвечающих изменениям системы в результате внешнего воздействия и взаимодействия между
процессами S1(t) и S2(t) за промежуток времени ∆t. В такую схему вкладывается множество
реальных систем под действием случайных возмущений и со случайными взаимодействиями.

Чтобы, подобно тому, как это сделано во втором подходе, получить производную по вре-
мени от p(t, x1, x2) — вероятности принимать значения x1, x2 в момент времени t, составим
разность p(t + ∆t, x1, x2) − p(t, x1, x2). Учитывая, что согласно модели, вероятность системы
принимать значения x1, x2 в момент времени t+∆t складывается из вероятности принимать
значения x1, x2 в момент времени t и не изменить своего значения к моменту t + ∆t плюс
вероятность перехода из других возможных состояний, отраженных в таблице, к значениям
x1, x2, получаем

p(t+∆t, x1, x2) = p(t, x1, x2)

[

1−
(

2
∑

i=1

(bi(t, x1, x2) + di(t, x1, x2)) +

2
∑

i,j=1

mi,j(t, x1, x2)
)

∆t

]

+∆t

10
∑

i=3

Ti. (3.1)

Здесь

T3(4) = p(t, x1 ± λ1, x2)d1(b1)(t, x1 ± λ1, x2), T5(6) = p(t, x1, x2 ± λ2)d2(b2)(t, x1, x2 ± λ2),

T7(8) = p(t, x1 ± λ1, x2 ∓ λ2)m12(21)(t, x1 ± λ1, x2 ∓ λ2),

T9(10) = p(t, x1 ± λ1, x2 ± λ2)m11(22)(t, x1 ± λ1, x2 ± λ2),

где верхний знак относится в номеру, указанному в скобках. Из равенства (3.1) получаем
равенство для ∆p/∆t = [p(t+∆t, x1, x2)− p(t, x1, x2)]/∆t.

В дополнение к условиям изменения ∆~S за промежуток времени ∆t, будем предполагать

λ1,2 → 0 при ∆t → 0, существование производных
∂

∂xi
p(t, x1, x2),

∂2

∂xi∂xj
p(t, x1, x2) и суще-

ствование следующих пределов

lim
∆t→0

E[∆~S]/∆t =: ~A, lim
∆t→0

E[〈∆~S,∆~S〉]/∆t =: B2(t, S1, S2).

Пределы понимаются в смысле среднеквадратической сходимости; условие их существования
подобно условиям (2.4), (2.5) и (2.6), (2.7), при этом xi ± λi играют роль значений в момент
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времени t+∆t. В силу сделанных предположений в равенстве для ∆p/∆t выражения для Ti, i =
3, . . . 10, содержащие приращения по пространственным переменным, можно разложить в ряд
Тейлора до второй производной включительно. Переходя в равенстве для ∆p/∆t к пределу
при ∆t → 0, получаем, что p(t, x1, x2) является решением задачи Коши:

∂p(t, x1, x2)

∂t
= −

2
∑

i=1

∂

∂xi
[ai(t, x1, x2)p(t, x1, x2)]

+
1

2

2
∑

i=1

2
∑

j=1

∂2

∂xi∂xj

[

2
∑

k=1

bi,k(t, x1, x2)bj,k(t, x1, x2)p(t, x1, x2)
]

, p(0, x1, x2) = p0(x1, x2). (3.2)

Здесь, в отличие от [1], коэффициенты уравнения (3.2) записаны через предельные соотноше-

ния: ai — i-я компонента вектора ~A = lim∆t→0
∑9

j=1∆
~Sjpj/∆t и bi,j — компоненты матрицы

B2(t, S1, S2) = lim∆t→0
∑9

j=1 〈∆
~Sj ,∆ ~Sj〉pj/∆t.

От задачи (3.2), пользуясь полученными результатами о связи уравнений для вероятност-
ных характеристик со стохастическими уравнениями, переходим к задаче Коши для стохасти-
ческого дифференциального уравнения

d~S(t) = ~A(t, S1, S2)dt+B(t, S1, S2)d ~W (t), ~S(0) = ~S0,

где ~W (t) = [W1(t),W2(t)] — двумерный винеровский процесс.
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