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Введение

Исследование сходимости решений вариационных задач с ограничениями для интеграль-
ных функционалов, определенных на пространствах Соболева, и решений соответствующих
вариационных неравенств является одним из важных вопросов теории многомерного усред-
нения (см., например, [1–6] относительно задач минимизации и вариационных неравенств с
явными односторонними и двусторонними препятствиями).

1Работа выполнена при поддержке госбюджетного проекта “Развитие концепции позиционного
управления, минимаксного подхода и сингулярных возмущений в теории дифференциальных урав-
нений” и Программы повышения конкурентоспособности ведущих университетов РФ (cоглашение с
Минобрнауки РФ 02.A03.21.0006 от 27 августа 2013 г.).
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В настоящей работе для общих (не обязательно интегральных) функционалов, опреде-
ленных на переменных пространствах Соболева, установлен ряд результатов о сходимости
их минимизантов и минимальных значений на множествах функций, подчиненных неявным
ограничениям посредством периодических быстро осциллирующих функций. Насколько нам
известно, поведение решений вариационных задач с такими множествами ограничений ранее
не изучалось.

Для формулировки и обоснования результатов нами введено понятие Γ-сходимости функ-
ционалов, соответствующее заданным множествам ограничений. В некоторых отношениях это
понятие близко к понятию Γ-сходимости, введенному в [7] для абстрактных функционалов с
переменной областью определения и являющемуся, в свою очередь, аналогом широко извест-
ного понятия Γ-сходимости функционалов с единой областью определения (см., например, [8]).
Сама же специфика определения Γ-сходимости, введенного в настоящей статье, заключается
в том, что в нем идет речь о сходимости последовательности функционалов, определенных на
переменных пространствах Соболева, к некоторой функции на вещественной прямой.

Особенностью рассмотренных задач минимизации является то, что для обоснования схо-
димости последовательности их решений не требуется условие сильной связанности областей
определения соответствующих функционалов, тогда как, например, при исследовании сходи-
мости решений вариационных задач Неймана и вариационных задач с явными односторонни-
ми и двусторонними ограничениями в переменных областях это условие существенно (см. [9],
а также [2; 5]).

Настоящая статья состоит из двух разделов. В разд. 1 доказаны два общих предложения
для функций из пространств Соболева. Эти предложения весьма полезны для основных целей
работы. Раздел 2 непосредственно посвящен рассмотрению вопроса, вынесенного в заголовок
статьи. Здесь сформулированы необходимые предположения и определения, введены и изу-
чены интересующие нас множества ограничений и изложены основные результаты работы и
некоторые их следствия для функционалов специального вида.

1. Некоторые общие предложения

Пусть n ∈ N, n > 2, и пусть p > 1.

Предложение 1. Пусть Ω — ограниченная область в R
n. Предположим, что вложе-

ние W 1,p(Ω) в Lp(Ω) компактно. Пусть v ∈ W 1,p(Ω). Пусть λ1, λ2 ∈ R, и пусть λ1 < λ2.
Предположим, что meas{v 6 λ1} > 0 и meas{v > λ2} > 0. Тогда meas{λ1 < v < λ2} > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего напомним неравенство Пуанкаре для элементов
пространства W 1,p(Ω). Для любой функции w ∈ W 1,p(Ω) обозначим через 〈w〉 ее среднее зна-
чение по Ω. Ввиду предположения о компактности вложения W 1,p(Ω) в Lp(Ω) существует
положительное число c такое, что

∀w ∈W 1,p(Ω)

∫

Ω

|w − 〈w〉|p dx 6 c

∫

Ω

|∇w|p dx. (1.1)

Это утверждение легко доказывается от противного. При этом именно предположение о ком-
пактности вложения W 1,p(Ω) в Lp(Ω) играет ключевую роль (в связи с этим см., например,
[10, разд. 5.8, теорема 1]).

Далее, пусть ϕ — функция из C1(R) такая, что

ϕ(t) = 0, если t 6 λ1, (1.2)

ϕ(t) = 1, если t > λ2. (1.3)
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Имеем ϕ(v) ∈W 1,p(Ω) и ∇ϕ(v) = ϕ′(v)∇v п.в. в Ω. Тогда, полагая α = 〈ϕ(v)〉 и используя (1.1),
получаем

∫

Ω

|ϕ(v) − α|p dx 6 c

∫

Ω

|ϕ′(v)|p|∇v|p dx. (1.4)

Ясно, что
∫

Ω

|ϕ′(v)|p|∇v|p dx =

∫

{v6λ1}

|ϕ′(v)|p|∇v|p dx+

∫

{λ1<v<λ2}

|ϕ′(v)|p|∇v|p dx

+

∫

{v>λ2}

|ϕ′(v)|p|∇v|p dx. (1.5)

Поскольку в силу (1.2) и (1.3) имеем ϕ′ = 0 в (−∞, λ1]∪ [λ2,+∞), из (1.4) и (1.5) выводим, что
∫

Ω

|ϕ(v) − α|p dx 6 c

∫

{λ1<v<λ2}

|ϕ′(v)|p|∇v|p dx. (1.6)

Предположим, что meas{λ1 < v < λ2} = 0. Тогда ввиду (1.6) существует множество E ⊂ Ω
меры нуль такое, что

∀x ∈ Ω \ E ϕ(v(x)) = α. (1.7)

Поскольку meas{v 6 λ1} > 0 и meas{v > λ2} > 0, имеем {v 6 λ1} \E 6= ∅ и {v > λ2} \E 6= ∅.
Взяв x ∈ {v 6 λ1}\E и y ∈ {v > λ2}\E, в силу (1.2) и (1.3) имеем ϕ(v(x)) 6= ϕ(v(y)). С другой
стороны, так как x ∈ Ω \ E и y ∈ Ω \ E, то из (1.7) следует равенство ϕ(v(x)) = ϕ(v(y)).
Полученное противоречие доказывает, что meas{λ1 < v < λ2} > 0. �

Для любой функции h : R → R положим Φ(h) = {t ∈ R : h(t) 6 0}. Кроме того, введем
следующее обозначение: если E — область в R

n и v : E → R, то

m(v) = ess inf
E
v, m(v) = ess sup

E
v.

Легко видеть, что если E — область в R
n и v : E → R, то m(v) 6 m(v).

Предложение 2. Пусть Ω — ограниченная область в Rn. Предположим, что вложение

W 1,p(Ω) в Lp(Ω) компактно. Пусть h : R → R — функция такая, что множество Φ(h)
непусто и замкнуто. Пусть v ∈ W 1,p(Ω), и пусть h(v) 6 0 п.в. в Ω. Тогда справедливы

следующие утверждения:

(a1) если m(v) < m(v), то (m(v),m(v)) ⊂ Φ(h);

(a2) если m(v) ∈ R, то m(v) ∈ Φ(h);

(a3) если m(v) ∈ R, то m(v) ∈ Φ(h);

(a4) если m(v),m(v) ∈ R, то [m(v),m(v)] ⊂ Φ(h).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку h(v) 6 0 п.в. в Ω, существует множество E ⊂ Ω меры
нуль такое, что

∀x ∈ Ω \ E h(v(x)) 6 0. (1.8)

Пусть m(v) < m(v). Предположим, что существует t0 ∈ (m(v),m(v)) такое, что h(t0) > 0.
Тогда ввиду замкнутости множества Φ(h) существуют t′, t′′ ∈ R такие, что m(v) < t′ < t′′ <
m(v) и

∀t ∈ (t′, t′′) h(t) > 0. (1.9)

Ясно, что meas{v 6 t′} > 0 и meas{v > t′′} > 0. Тогда в силу предложения 1 мера множества
{t′ < v < t′′} положительна. Следовательно, {t′ < v < t′′} \ E 6= ∅. Взяв x ∈ {t′ < v < t′′} \ E,



110 А.А.Ковалевский

имеем v(x) ∈ (t′, t′′). Отсюда и из (1.9) вытекает, что h(v(x)) > 0. С другой стороны, ввиду (1.8)
имеем h(v(x)) 6 0. Полученное противоречие доказывает, что (m(v),m(v)) ⊂ Φ(h). Таким
образом, утверждение (a1) справедливо.

Далее, пусть m(v) ∈ R. Предположим, что m(v) < m(v). Тогда в силу утверждения (a1)
имеем (m(v),m(v)) ⊂ Φ(h). Отсюда, используя замкнутость множества Φ(h), выводим, что
m(v) ∈ Φ(h). Теперь пусть m(v) = m(v). Тогда v = m(v) п.в. в Ω. Отсюда и из (1.8) следует то
же включение m(v) ∈ Φ(h). Таким образом, утверждение (a2) справедливо.

Доказательство утверждения (a3) аналогично доказательству утверждения (a2). Наконец,
утверждение (a4) следует из утверждений (a1)–(a3). �

2. Вариационные задачи с неявными ограничениями

2.1. Множества ограничений и их свойства

Пусть {Ωs} — последовательность ограниченных областей в R
n. Предположим, что выпол-

няются следующие условия:

(C1) для любого s ∈ N вложение W 1,p(Ωs) в Lp(Ωs) компактно;

(C2) существуют m1,m2 > 0 такие, что для любого s ∈ N имеем m1 6 measΩs 6 m2.

Пусть a : R → R — периодическая функция с периодом T . Предположим, что выполняются
следующие условия:

(C3) множество Φ(a) непусто и замкнуто;

(C4) множество R \ Φ(a) непусто.

Для любого s ∈ N положим

Us = {v ∈W 1,p(Ωs) : a(sv) 6 0 п.в. в Ωs}.

Докажем несколько предложений о свойствах множеств Us.

Предложение 3. Для любого s ∈ N множество Us непусто и секвенциально слабо замк-

нуто.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть s ∈ N. В силу условия (C3) существует r ∈ R такое, что
a(r) 6 0. Пусть z : Ωs → R — функция такая, что для любого x ∈ Ωs имеем z(x) = r/s. Ясно,
что z ∈W 1,p(Ωs) и a(sz) 6 0 в Ωs. Следовательно, z ∈ Us. Значит, множество Us непусто.

Далее, пусть {vj} ⊂ Us, v ∈ W 1,p(Ωs), и пусть vj → v слабо в W 1,p(Ωs). Зафиксируем
произвольный открытый шар B ⊂ Ωs. Имеем vj |B → v|B слабо в W 1,p(B). Тогда vj |B → v|B
сильно в Lp(B). Поэтому ввиду включения {vj} ⊂ Us существуют множество E ⊂ B меры нуль
и возрастающая последовательность {jk} ⊂ N такие, что для любого x ∈ B \E имеем vjk(x) →
v(x) и {svjk(x)} ⊂ Φ(a). Тогда в силу условия (C3) для любого x ∈ B \ E имеем a(sv(x)) 6 0.
Отсюда, учитывая произвольность B, выводим, что a(sv) 6 0 п.в. в Ωs. Следовательно, v ∈ Us.
Значит, множество Us секвенциально слабо замкнуто. �

Предложение 4. Пусть s ∈ N и v ∈ Us. Тогда m(v) ∈ R, m(v) ∈ R и m(v)−m(v) 6 T/s.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть h : R → R — функция такая, что для любого t ∈ R имеем
h(t) = a(st). В силу условия (C3) множество Φ(h) непусто и замкнуто. Кроме того, ввиду
включения v ∈ Us имеем v ∈ W 1,p(Ωs) и h(v) 6 0 п.в. в Ωs. Тогда, учитывая условие (C1), из
предложения 2 выводим, что справедливо следующее утверждение: (i) если m(v) < m(v), то
(m(v),m(v)) ⊂ Φ(h).

Предположим, что m(v) < m(v). Тогда в силу утверждения (i) имеем

(m(v),m(v)) ⊂ Φ(h). (2.1)
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Зафиксируем t1, t2 ∈ R такие, что

m(v) < t1 < t2 < m(v). (2.2)

Допустим, что t2−t1 > T/s. Ввиду условия (C4) существует r ∈ R такое, что a(r) > 0. Положим

ks = min
{

k ∈ Z :
st1 − r

T
6 k

}

, rs =
ksT + r

s
.

Имеем t1 6 rs < t1+T/s. Отсюда и из неравенства t2−t1 > T/s вытекает, что rs ∈ [t1, t2]. Тогда
в силу (2.1) и (2.2) имеем rs ∈ Φ(h). Следовательно, a(ksT+r) 6 0. Поэтому ввиду периодично-
сти функции a имеем a(r) 6 0, что противоречит исходному неравенству для a(r). Полученное
противоречие доказывает, что t2 − t1 < T/s. Таким образом, установлена импликация

t1, t2 ∈ R, m(v) < t1 < t2 < m(v) =⇒ t2 − t1 <
T

s
. (2.3)

Отсюда сразу следует, что m(v) ∈ R и m(v) ∈ R. Зафиксируем произвольное положительное
число ε такое, что 2ε < m(v)−m(v), и положим t1 = m(v)+ε и t2 = m(v)−ε. Имеем m(v) < t1 <
t2 < m(v). Поэтому в силу (2.3) справедливо неравенство t2− t1 < T/s. Следовательно, m(v)−
m(v) < T/s + 2ε. Переходя в этом неравенстве к пределу при ε → 0, получаем неравенство
m(v)−m(v) 6 T/s.

Теперь пусть m(v) = m(v). Легко видеть, что в этом случае m(v) ∈ R и m(v) ∈ R. Ясно
также, что m(v)−m(v) 6 T/s. �

Предложение 5. Для любого s ∈ N имеем Us ⊂ L∞(Ωs).

Этот результат является простым следствием предложения 4.

Предложение 6. Пусть t ∈ R. Тогда существует последовательность zs ∈ Us такая,

что ‖zs − t‖Lp(Ωs) → 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу условия (C3) существует r ∈ R такое, что a(r) 6 0. Для

любого s ∈ N положим ts =

[

st

T

]

T

s
+
r

s
, где [k] — целая часть числа k. Теперь пусть для

любого s ∈ N zs : Ωs → R — функция такая, что для любого x ∈ Ωs имеем zs(x) = ts. Ввиду
периодичности функции a и неравенства a(r) 6 0 для любого s ∈ N имеем zs ∈ Us. Кроме
того, для любого s ∈ N справедливо неравенство |ts − t| < (T + |r|)/s. Поэтому, учитывая
определение функций zs и используя условие (C2), находим, что ‖zs − t‖Lp(Ωs) → 0. �

Предложение 7. Пусть имеем последовательность vs ∈ Us такую, что последователь-

ность норм ‖vs‖Lp(Ωs) ограничена. Тогда последовательности {m(vs)} и {m(vs)} ограничены.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу предложения 4 имеем {m(vs)} ⊂ R, {m(vs)} ⊂ R и

∀s ∈ N m(vs)−m(vs) 6 T. (2.4)

Предположим, что последовательность {m(vs)} не ограничена снизу. Тогда существует воз-
растающая последовательность {sj} ⊂ N такая, что

∀j ∈ N m(vsj ) < −T − j. (2.5)

Зафиксируем j ∈ N. Из (2.4) и (2.5) вытекает, что m(vsj) < −j. Следовательно, |vsj | > j п.в.

в Ωsj . Поэтому ‖vsj‖Lp(Ωsj )
> j(meas Ωsj)

1/p. Теперь, учитывая условие (C2), заключаем, что

для любого j ∈ N справедливо неравенство ‖vsj‖Lp(Ωsj )
> jm

1/p
1 . Значит, ‖vsj‖Lp(Ωsj )

→ +∞.
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Но это противоречит ограниченности последовательности норм ‖vs‖Lp(Ωs). Полученное проти-
воречие доказывает, что последовательность {m(vs)} ограничена снизу.

Далее, предположим, что последовательность {m(vs)} не ограничена сверху. Тогда су-
ществует возрастающая последовательность {sj} ⊂ N такая, что для любого j ∈ N имеем
m(vsj ) > T + j. Поэтому ввиду (2.4) для любого j ∈ N справедливо неравенство m(vsj ) > j.
Отсюда и из условия (C2) вытекает, что ‖vsj‖Lp(Ωsj )

→ +∞. Но это противоречит ограничен-

ности последовательности норм ‖vs‖Lp(Ωs). Полученное противоречие доказывает, что после-
довательность {m(vs)} ограничена сверху.

Поскольку для любого s ∈ N имеем m(vs) 6 m(vs), из ограниченности снизу последова-
тельности {m(vs)} и ограниченности сверху последовательности {m(vs)} выводим, что после-
довательности {m(vs)} и {m(vs)} ограничены. �

Предложение 8. Пусть имеем последовательность vs ∈ Us такую, что последователь-

ность норм ‖vs‖Lp(Ωs) ограничена. Пусть {s̄k} — возрастающая последовательность в N.

Тогда существуют возрастающая последовательность {sj} ⊂ {s̄k} и число t ∈ R такие, что

‖vsj − t‖Lp(Ωsj )
→ 0 и ‖vsj − t‖L∞(Ωsj )

→ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу предложения 7 последовательность {m(vs)} ограничена.
Тогда существуют возрастающая последовательность {sj} ⊂ {s̄k} и число t ∈ R такие, что
m(vsj ) → t. Ясно, что для любого j ∈ N справедливо неравенство m(vsj ) 6 m(vsj). Кроме
того, вследствие предложения 4 для любого j ∈ N имеем m(vsj ) − m(vsj ) 6 T/sj . Теперь
заключаем, что m(vsj ) → t. Далее, для любого j ∈ N имеем m(vsj ) 6 vsj 6 m(vsj ) п.в. в Ωsj .
Следовательно, для любого j ∈ N справедливы неравенства

‖vsj − t‖Lp(Ωsj )
6 (|m(vsj )− t|+ |m(vsj )− t|)(meas Ωsj)

1/p,

‖vsj − t‖L∞(Ωsj )
6 |m(vsj )− t|+ |m(vsj )− t|.

Отсюда, используя соотношения m(vsj ) → t и m(vsj ) → t и условие (C2), выводим, что
‖vsj − t‖Lp(Ωsj )

→ 0 и ‖vsj − t‖L∞(Ωsj )
→ 0. �

Предложение 9. Пусть имеем последовательность vs ∈ Us, и пусть t ∈ R. Тогда сле-

дующие утверждения эквивалентны: (i) ‖vs − t‖Lp(Ωs) → 0; (ii) ‖vs − t‖L∞(Ωs) → 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть справедливо утверждение (i). Предположим, что утвер-
ждение (ii) не справедливо. Тогда существуют ε > 0 и возрастающая последовательность
{s̄k} ⊂ N такие, что

∀k ∈ N ‖vs̄k − t‖L∞(Ωs̄k
) > ε. (2.6)

В силу утверждения (i) и условия (C2) последовательность норм ‖vs‖Lp(Ωs) ограничена. Поэто-
му ввиду предложения 8 существуют возрастающая последовательность {sj} ⊂ {s̄k} и число
r ∈ R такие, что

‖vsj − r‖Lp(Ωsj )
→ 0, ‖vsj − r‖L∞(Ωsj )

→ 0. (2.7)

Для любого s ∈ N имеем |t− r|(measΩs)
1/p 6 ‖vs− t‖Lp(Ωs)+ ‖vs− r‖Lp(Ωs). Отсюда, используя

условие (C2), утверждение (i) и первое из соотношений (2.7), выводим, что t = r. Следователь-
но, в силу второго из соотношений (2.7) имеем ‖vsj − t‖L∞(Ωsj

) → 0, что противоречит (2.6).

Полученное противоречие доказывает, что утверждение (ii) справедливо.

Теперь пусть справедливо утверждение (ii). Учитывая условие (C2), для любого s ∈ N

имеем ‖vs − t‖Lp(Ωs) 6 m
1/p
2 ‖vs − t‖L∞(Ωs). Отсюда и из утверждения (ii) выводим, что утвер-

ждение (i) справедливо. �



Вариационные задачи с неявными ограничениями 113

2.2. Γ-сходимость функционалов

Введем определение Γ-сходимости функционалов, подходящее для исследования сходимо-
сти минимизантов и минимальных значений этих функционалов на множествах Us.

О п р е д е л е н и е 1. Пусть для любого s ∈ N Js : W 1,p(Ωs) → R, и пусть β : R → R.
Будем говорить, что последовательность {Js} Γ-сходится к функции β относительно последо-
вательности {Us}, если выполняются следующие условия:

(a) для любого t ∈ R существует последовательность ws ∈ Us такая, что ‖ws − t‖Lp(Ωs) → 0
и Js(ws) → β(t);

(b) для любого t ∈ R и любой последовательности vs ∈ Us такой, что ‖vs − t‖Lp(Ωs) → 0,
имеем lim inf

s→∞
Js(vs) > β(t).

Отметим без доказательства несколько простых свойств Γ-сходимости функционалов от-
носительно последовательности {Us}.

Предложение 10. Пусть для любого s ∈ N Js : W 1,p(Ωs) → R, и пусть β1, β2 : R → R.

Предположим, что последовательность {Js} Γ-сходится к функциям β1 и β2 относительно

последовательности {Us}. Тогда β1 = β2.

Предложение 11. Пусть для любого s ∈ N Js : W 1,p(Ωs) → R, и пусть β : R → R.

Предположим, что последовательность {Js} Γ-сходится к функции β относительно после-

довательности {Us}. Тогда справедливы следующие утверждения:

(i) функция β полунепрерывна снизу;

(ii) если Ψ — неубывающая полунепрерывная снизу функция на [0,+∞) и для любых s ∈ N

и v ∈W 1,p(Ωs) имеем Js(v) > Ψ(‖v‖Lp(Ωs)), то для любого t ∈ R имеем β(t) > Ψ(m
1/p
1 |t|);

(iii) если Ψ — неубывающая полунепрерывная сверху функция на [0,+∞) и для любых s ∈ N

и v ∈W 1,p(Ωs) имеем Js(v) 6 Ψ(‖v‖Lp(Ωs)), то для любого t ∈ R имеем β(t) 6 Ψ(m
1/p
2 |t|).

Свойства, указанные в предложении 11, аналогичны соответствующим свойствам Γ-сходи-
мости функционалов, определенных на одном и том же метрическом пространстве (см., напри-
мер, [8]). Наиболее важными общими свойствами Γ-сходимости функционалов, определенных
на тех или иных пространствах, являются вариационное свойство и свойство компактности.
Вариационное свойство заключается в том, что при некоторых естественных предположени-
ях Γ-сходимость функционалов сопровождается сходимостью минимизантов и минимальных
значений этих функционалов (см., например, [7; 8]). Приведенные ниже теоремы 1 и 2 выра-
жают это свойство в случае Γ-сходимости функционалов в смысле определения 1. Под свой-
ством компактности понимается возможность выбора из последовательностей функционалов
Γ-сходящихся подпоследовательностей. Некоторые теоремы Γ-компактности для интеграль-
ных функционалов, определенных на пространствах Соболева, доказаны в [11; 12]. В настоя-
щей работе также установлено несколько теорем Γ-компактности. Эти теоремы, как и другие
результаты работы, относятся к случаю, который ранее не изучался. Для формулировки тео-
рем Γ-компактности в рассматриваемом нами случае введем следующее определение.

О п р е д е л е н и е 2. Пусть для любого s ∈ N Js : W 1,p(Ωs) → R, и пусть β : R → R.
Пусть {sk} — возрастающая последовательность в N. Будем говорить, что последовательность
{Jsk} Γ-сходится к функции β относительно последовательности {Us}, если выполняются сле-
дующие условия:

(a) для любого t ∈ R существует последовательность ws ∈ Us такая, что ‖ws − t‖Lp(Ωs) → 0
и Jsk(wsk) → β(t);

(b) для любого t ∈ R и любой последовательности vs ∈ Us такой, что ‖vs − t‖Lp(Ωs) → 0,
имеем lim inf

k→∞
Jsk(vsk) > β(t).
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2.3. Основные результаты

Сначала докажем две общие теоремы для функционалов, определенных на пространствах
W 1,p(Ωs), без каких-либо предположений относительно структуры этих функционалов.

Пусть для любого s ∈ N Is : W 1,p(Ωs) → R — слабо полунепрерывный снизу функционал
такой, что Is(v) → +∞ при ‖v‖W 1,p(Ωs) → +∞.

Ввиду указанных свойств функционалов Is, предложения 3 и известных результатов о
существовании минимизантов функционалов (см., например, [13, § 9]) для любого s ∈ N суще-
ствует функция, принадлежащая множеству Us и минимизирующая функционал Is на этом
множестве.

Теорема 1. Предположим, что существует функция ϕ : R → R такая, что последова-

тельность {Is} Γ-сходится к функции ϕ относительно последовательности {Us}. Пусть для

любого s ∈ N us — функция в Us, минимизирующая функционал Is на множестве Us. Пред-

положим, что последовательность норм ‖us‖Lp(Ωs) ограничена. Пусть {s̄k} — возрастающая

последовательность в N. Тогда существуют возрастающая последовательность {sj} ⊂ {s̄k}
и число t0 ∈ R такие, что t0 есть точка минимума функции ϕ на R, ‖usj − t0‖L∞(Ωsj )

→ 0 и

Isj(usj ) → ϕ(t0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу ограниченности последовательности норм ‖us‖Lp(Ωs) и
предложения 8 существуют возрастающая последовательность {sj} ⊂ {s̄k} и число t0 ∈ R

такие, что ‖usj − t0‖Lp(Ωsj )
→ 0 и ‖usj − t0‖L∞(Ωsj )

→ 0. В свою очередь, ввиду предложения 6

существует последовательность zs ∈ Us такая, что ‖zs − t0‖Lp(Ωs) → 0. Определим последова-
тельность {ūs} следующим образом:

ūs =

{

us, если s = sj при некотором j ∈ N,

zs, если s 6= sj для любого j ∈ N.

Для любого s ∈ N имеем ūs ∈ Us. Кроме того, в силу соотношений ‖usj − t0‖Lp(Ωsj )
→ 0 и

‖zs − t0‖Lp(Ωs) → 0 имеем ‖ūs − t0‖Lp(Ωs) → 0. Тогда ввиду того, что последовательность {Is}
Γ-сходится к функции ϕ относительно последовательности {Us}, справедливо неравенство
lim inf
s→∞

Is(ūs) > ϕ(t0). Следовательно, ввиду определения функций ūs имеем

lim inf
j→∞

Isj (usj) > ϕ(t0). (2.8)

Далее, пусть t ∈ R. Поскольку последовательность {Is} Γ-сходится к функции ϕ относительно
последовательности {Us}, существует последовательность ws ∈ Us такая, что

Is(ws) → ϕ(t). (2.9)

Пусть s ∈ N. Так как функция us минимизирует функционал Is на множестве Us и ws ∈ Us, то
Is(us) 6 Is(ws). Следовательно, для любого j ∈ N имеем Isj(usj ) 6 Isj(wsj ). Отсюда и из (2.9)
вытекает, что

lim sup
j→∞

Isj(usj ) 6 ϕ(t). (2.10)

В силу неравенств (2.8) и (2.10) имеем ϕ(t0) 6 ϕ(t). Поэтому ввиду произвольности t ∈ R

заключаем, что t0 есть точка минимума функции ϕ на R. Наконец, из неравенства (2.8) и
неравенства (2.10) с t = t0 выводим, что Isj (usj) → ϕ(t0). �

Теорема 2. Предположим, что существует строго выпуклая функция ϕ : R → R та-

кая, что последовательность {Is} Γ-сходится к функции ϕ относительно последовательно-

сти {Us}. Пусть для любого s ∈ N us — функция в Us, минимизирующая функционал Is на

множестве Us. Предположим, что последовательность норм ‖us‖Lp(Ωs) ограничена. Тогда

‖us − t0‖L∞(Ωs) → 0 и Is(us) → ϕ(t0), где t0 — единственная точка минимума функции ϕ
на R.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 1 существует точка минимума t0 функции ϕ
на R. Из строгой выпуклости функции ϕ следует, что t0 — единственная точка минимума
функции ϕ на R. Предположим, что последовательность норм ‖us − t0‖L∞(Ωs) не сходится к
нулю. Тогда существуют ε > 0 и возрастающая последовательность {s̄k} ⊂ N такие, что

∀k ∈ N ‖us̄k − t0‖L∞(Ωs̄k
) > ε. (2.11)

По теореме 1 существуют возрастающая последовательность {sj} ⊂ {s̄k} и число t1 ∈ R такие,
что t1 есть точка минимума функции ϕ на R и ‖usj −t1‖L∞(Ωsj )

→ 0. Так как t0 — единственная

точка минимума функции ϕ на R, то t1 = t0. Теперь ясно, что ‖usj − t0‖L∞(Ωsj )
→ 0. Но это

противоречит (2.11). Полученное противоречие доказывает, что ‖us − t0‖L∞(Ωs) → 0. Следова-
тельно, в силу предложения 9 имеем ‖us − t0‖Lp(Ωs) → 0. Поэтому ввиду того, что последова-
тельность {Is} Γ-сходится к функции ϕ относительно последовательности {Us}, справедливо
неравенство

lim inf
s→∞

Is(us) > ϕ(t0). (2.12)

В силу той же Γ-сходимости последовательности {Is} существует последовательность ws ∈ Us

такая, что Is(ws) → ϕ(t0). Тогда, учитывая, что для любого s ∈ N функция us минимизирует
функционал Is на множестве Us и ws ∈ Us, получаем неравенство lim sup

s→∞
Is(us) 6 ϕ(t0). Отсюда

и из (2.12) выводим, что Is(us) → ϕ(t0). �

Следствие 1. Предположим, что measΩs → σ, где σ — положительное число. Пусть

c ∈ R, и пусть Ψ : [0,+∞) → R — неубывающая выпуклая функция. Предположим, что для

любых s ∈ N и v ∈W 1,p(Ωs)

Is(v) = Ψ(‖v‖W 1,p(Ωs)) +

∫

Ωs

(|v|p + cv)dx. (2.13)

Пусть ϕ : R → R — функция такая, что для любого t ∈ R имеем ϕ(t) = Ψ(σ1/p|t|)+σ(|t|p+ct).
Наконец, пусть для любого s ∈ N us — функция в Us, минимизирующая функционал Is на

множестве Us. Тогда ‖us − t0‖L∞(Ωs) → 0 и Is(us) → ϕ(t0), где t0 — единственная точка

минимума функции ϕ на R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Прежде всего заметим, что в силу положительности числа σ,
свойств функции Ψ и строгой выпуклости функции t→ |t|p функция ϕ строго выпукла.

Теперь покажем, что последовательность {Is} Γ-сходится к функции ϕ относительно по-
следовательности {Us}. Пусть t ∈ R. Учитывая условие (C3), зафиксируем r ∈ Φ(a). Для

любого s ∈ N положим ts =

[

st

T

]

T

s
+
r

s
. Ясно, что ts → t. Пусть для любого s ∈ N ws : Ωs → R

— функция такая, что для любого x ∈ Ωs имеем ws(x) = ts. Ввиду периодичности функ-
ции a и включения r ∈ Φ(a) для любого s ∈ N имеем ws ∈ Us. Кроме того, в силу схо-
димости ts → t и условия (C2) справедливо соотношение ‖ws − t‖Lp(Ωs) → 0. Заметим так-

же, что ввиду сходимости measΩs → σ и сходимости ts → t имеем ‖ws‖W 1,p(Ωs) → σ1/p|t| и
∫

Ωs

(|ws|
p+cws)dx→ σ(|t|p+ct). Отсюда в силу (2.13) и непрерывности функции Ψ следует, что

Is(ws) → ϕ(t). Далее, пусть имеем последовательность vs ∈ Us такую, что ‖vs − t‖Lp(Ωs) → 0.
Поскольку функция Ψ является неубывающей, из (2.13) вытекает, что для любого s ∈ N

Is(vs) > Ψ(‖vs‖Lp(Ωs)) +

∫

Ωs

(|vs|
p + cvs)dx. (2.14)
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Ввиду соотношений measΩs → σ и ‖vs − t‖Lp(Ωs) → 0 имеем

‖vs‖Lp(Ωs) → σ1/p|t|,

∫

Ωs

(|vs|
p + cvs)dx→ σ(|t|p + ct). (2.15)

Учитывая непрерывность функции Ψ, из (2.14) и (2.15) выводим, что lim inf
s→∞

Is(vs) > ϕ(t).

В силу изложенного последовательность {Is} Γ-сходится к функции ϕ относительно последо-
вательности {Us}.

Наконец, покажем, что последовательность норм ‖us‖Lp(Ωs) ограничена. Зафиксируем
r ∈ Φ(a). Пусть s ∈ N, и пусть zs : Ωs → R — функция такая, что для любого x ∈ Ωs имеем
zs(x) = r/s. Легко видеть, что zs ∈ Us. Поэтому, учитывая, что функция us минимизирует
функционал Is на множестве Us, имеем неравенство Is(us) 6 Is(zs). Поскольку функция Ψ яв-

ляется неубывающей, используя (2.13) и условие (C2), находим, что ‖us‖
p
Lp(Ωs)

+ c

∫

Ωs

us dx 6

Is(us)−Ψ(0) и Is(zs) 6 Ψ(m
1/p
2 |r|) + (|r|p + |cr|)m2. Из указанных неравенств следует, что

‖us‖
p
Lp(Ωs)

6 Ψ(m
1/p
2 |r|)−Ψ(0) + (|r|p + |cr|)m2 + |c|

∫

Ωs

|us|dx. (2.16)

Используя неравенства Гельдера и Юнга и условие (C2), последнее слагаемое в правой ча-

сти неравенства (2.16) оцениваем следующим образом: |c|

∫

Ωs

|us|dx 6 |c|m
(p−1)/p
2 ‖us‖Lp(Ωs) 6

1

p
‖us‖

p
Lp(Ωs)

+
p− 1

p
|c|p/(p−1)m2. Отсюда и из (2.16) вытекает, что норма ‖us‖Lp(Ωs) ограничена

сверху числом, не зависящим от s. Значит, последовательность норм ‖us‖Lp(Ωs) ограничена.

Таким образом, выполняются все условия теоремы 2, из которой выводим требуемое за-
ключение. �

Далее докажем две общие теоремы о сходимости минимизантов и минимальных значений
функционалов, состоящих из двух компонент с определенными свойствами.

Обозначим через H множество всех последовательностей {vs} таких, что: (a) для любого
s ∈ N имеем vs ∈ Us; (b) ‖vs‖Lp(Ωs) → 0. Из предложения 6 следует, что множество H непусто.

Пусть для любого s ∈ N Fs, Gs : W
1,p(Ωs) → R — слабо полунепрерывные снизу функцио-

налы такие, что (Fs +Gs)(v) → +∞ при ‖v‖W 1,p(Ωs) → +∞.

Ввиду указанных свойств функционалов Fs и Gs и предложения 3 для любого s ∈ N

существует функция, принадлежащая множеству Us и минимизирующая функционал Fs+Gs

на этом множестве.

Прежде всего нам понадобится следующий вспомогательный результат.

Предложение 12. Предположим, что выполняется такое условие:

(∗) если s ∈ N, v ∈ Us и t ∈ R, то Fs(v + t) = Fs(v).

Тогда справедливы следующие утверждения:

(i) если t ∈ R и имеем последовательность vs ∈ Us такую, что ‖vs − t‖Lp(Ωs) → 0, то су-

ществует последовательность {v̄s} ∈ H такая, что для любого s ∈ N имеем Fs(v̄s) = Fs(vs);

(ii) если t ∈ R и {vs} ∈ H, то существует последовательность ṽs ∈ Us такая, что

‖ṽs − t‖Lp(Ωs) → 0 и для любого s ∈ N имеем Fs(ṽs) = Fs(vs).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть t ∈ R и имеем последовательность vs ∈ Us такую, что

‖vs − t‖Lp(Ωs) → 0. Для любого s ∈ N положим v̄s = vs −

[

st

T

]

T

s
. Используя свойства после-

довательности {vs}, периодичность функции a и условие (C2), находим, что {v̄s} ∈ H. В силу
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этого включения и условия (∗) для любого s ∈ N имеем Fs(v̄s) = Fs(vs). Таким образом,
утверждение (i) справедливо.

Далее, пусть t ∈ R и {vs} ∈ H. Для любого s ∈ N положим ṽs = vs +

[

st

T

]

T

s
. Ввиду вклю-

чения {vs} ∈ H, периодичности функции a и условия (C2) справедливы следующие утвержде-
ния: для любого s ∈ N ṽs ∈ Us; ‖ṽs − t‖Lp(Ωs) → 0. Кроме того, в силу включения {vs} ∈ H и
условия (∗) для любого s ∈ N имеем Fs(ṽs) = Fs(vs). Таким образом, утверждение (ii) спра-
ведливо. �

Положим
λ = inf

{vs}∈H
lim inf
s→∞

Fs(vs).

Теорема 3. Предположим, что λ ∈ R и выполняются следующие условия:

(∗1) существует последовательность {ws} ∈ H такая, что Fs(ws) → λ;

(∗2) если s ∈ N, v ∈ Us и t ∈ R, то Fs(v + t) = Fs(v);

(∗3) существует строго выпуклая функция ϕ : R → R такая, что для любого t ∈ R и

любой последовательности vs ∈ Us со свойством ‖vs − t‖Lp(Ωs) → 0 имеем Gs(vs) → ϕ(t).

Пусть для любого s ∈ N us — функция в Us, минимизирующая функционал Fs + Gs на

множестве Us. Предположим, что последовательность норм ‖us‖Lp(Ωs) ограничена. Тогда

‖us − t0‖L∞(Ωs) → 0 и (Fs + Gs)(us) → λ + ϕ(t0), где t0 — единственная точка минимума

функции ϕ на R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что последовательность {Fs+Gs} Γ-сходится к функ-
ции λ+ ϕ относительно последовательности {Us}.

Согласно условию (∗1) существует последовательность {ws} ∈ H такая, что Fs(ws) → λ.
Пусть t ∈ R. В силу условия (∗2) и утверждения (ii) предложения 12 существует последова-
тельность w̃s ∈ Us такая, что ‖w̃s − t‖Lp(Ωs) → 0 и для любого s ∈ N имеем Fs(w̃s) = Fs(ws).
Тогда, учитывая сходимость Fs(ws) → λ, имеем Fs(w̃s) → λ. Кроме того, ввиду условия (∗3)
имеем Gs(w̃s) → ϕ(t). Таким образом, (Fs + Gs)(w̃s) → λ + ϕ(t). Далее, пусть имеем после-
довательность vs ∈ Us такую, что ‖vs − t‖Lp(Ωs) → 0. В силу условия (∗2) и утверждения (i)
предложения 12 существует последовательность {v̄s} ∈ H такая, что для любого s ∈ N име-
ем Fs(v̄s) = Fs(vs). Используя это, получаем неравенство lim inf

s→∞
Fs(vs) > λ. Кроме того, в

силу свойств последовательности {vs} и условия (∗3) имеем Gs(vs) → ϕ(t). Теперь ясно, что
lim inf
s→∞

(Fs+Gs)(vs) > λ+ϕ(t). В силу изложенного последовательность {Fs+Gs} Γ-сходится к

функции λ+ ϕ относительно последовательности {Us}. Тогда, учитывая строгую выпуклость
функции ϕ, из теоремы 2 выводим, что ‖us − t0‖L∞(Ωs) → 0 и (Fs + Gs)(us) → λ + ϕ(t0),
где t0 — единственная точка минимума функции ϕ на R. �

Прежде чем перейти ко второй теореме о сходимости минимизантов и минимальных зна-
чений функционалов Fs +Gs, докажем следующее предложение.

Предложение 13. Существуют возрастающая последовательность {s̄k} ⊂ N и после-

довательность {ws} ∈ H такие, что Fs̄k(ws̄k) → λ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что λ ∈ R. Пусть k ∈ N. В силу определения λ

существует последовательность {v
(k)
s } ∈ H такая, что lim inf

s→∞
Fs(v

(k)
s ) 6 λ+

1

2k
. В свою очередь,

в силу определения нижнего предела существует возрастающая последовательность {s
(k)
j } ⊂ N

такая, что F
s
(k)
j

(v
(k)

s
(k)
j

) → lim inf
s→∞

Fs(v
(k)
s ). Тогда найдется j′k ∈ N такое, что для любого j ∈ N,

j > j′k, имеем F
s
(k)
j

(v
(k)

s
(k)
j

) 6 lim inf
s→∞

Fs(v
(k)
s ) +

1

2k
. Кроме того, ввиду включения {v

(k)
s } ∈ H

найдется j′′k ∈ N такое, что для любого j ∈ N, j > j′′k , имеем ‖v
(k)

s
(k)
j

‖Lp(Ω
s
(k)
j

) 6
1

k
.
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В силу изложенного справедливо следующее утверждение:

(i) для любого k ∈ N существуют последовательность {v
(k)
s } ∈ H, возрастающая последо-

вательность {s
(k)
j } ⊂ N и число jk ∈ N такие, что для любого j ∈ N, j > jk, имеем

‖v
(k)

s
(k)
j

‖Lp(Ω
s
(k)
j

) 6
1

k
, F

s
(k)
j

(v
(k)

s
(k)
j

) 6 λ+
1

k
.

Далее, поскольку последовательности {s
(k)
j }, k ∈ N, являются возрастающими, существует

последовательность {ik} ⊂ N такая, что для любого k ∈ N имеем ik > jk и s
(k+1)
ik+1

> s
(k)
ik

. Для

любого k ∈ N положим s̄k = s
(k)
ik

. Ясно, что {s̄k} — возрастающая последовательность в N.
В силу утверждения (i) для любого k ∈ N имеем

v
(k)
s̄k ∈ Us̄k , ‖v

(k)
s̄k ‖Lp(Ωs̄k

) 6
1

k
, Fs̄k(v

(k)
s̄k ) 6 λ+

1

k
. (2.17)

Зафиксируем какую-нибудь последовательность {zs} ∈ H и определим последовательность {ws}
следующим образом:

ws =

{

v(k)s , если s = s̄k при некотором k ∈ N,

zs, если s 6= s̄k для любого k ∈ N.

Из (2.17) и включения {zs} ∈ H вытекает, что {ws} ∈ H и

∀k ∈ N Fs̄k(ws̄k) 6 λ+
1

k
. (2.18)

В свою очередь, ввиду определения λ и включения {ws} ∈ H имеем lim inf
s→∞

Fs(ws) > λ. Отсюда

и из (2.18) выводим, что Fs̄k(ws̄k) → λ.
Случай λ = −∞ рассматривается аналогично, а в случае λ = +∞ для любой последова-

тельности {vs} ∈ H имеем Fs(vs) → λ. �

Теорема 4. Предположим, что λ ∈ R и выполняются следующие условия:

(∗1) если s ∈ N, v ∈ Us и t ∈ R, то Fs(v + t) = Fs(v);

(∗2) существует функция ϕ : R → R такая, что для любого t ∈ R и любой последователь-

ности vs ∈ Us со свойством ‖vs − t‖Lp(Ωs) → 0 имеем Gs(vs) → ϕ(t).

Пусть для любого s ∈ N us — функция в Us, минимизирующая функционал Fs + Gs на

множестве Us. Предположим, что последовательность норм ‖us‖Lp(Ωs) ограничена. Тогда

существуют возрастающая последовательность {sj} ⊂ N и число t0 ∈ R такие, что t0 есть

точка минимума функции ϕ на R, ‖usj − t0‖L∞(Ωsj )
→ 0 и (Fsj +Gsj )(usj ) → λ+ ϕ(t0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно предложению 13 существуют возрастающая последо-
вательность {s̄k} ⊂ N и последовательность {ws} ∈ H такие, что Fs̄k(ws̄k) → λ. Поскольку
последовательность норм ‖us‖Lp(Ωs) ограничена, в силу предложения 8 существуют возрас-
тающая последовательность {sj} ⊂ {s̄k} и число t0 ∈ R такие, что ‖usj − t0‖Lp(Ωsj

) → 0 и

‖usj − t0‖L∞(Ωsj )
→ 0. Ввиду предложения 6 существует последовательность zs ∈ Us такая, что

‖zs − t0‖Lp(Ωs) → 0. Определим последовательность {ũs} следующим образом:

ũs =

{

us, если s = sj при некотором j ∈ N,

zs, если s 6= sj для любого j ∈ N.

Для любого s ∈ N имеем ũs ∈ Us. Кроме того, в силу соотношений ‖usj − t0‖Lp(Ωsj
) → 0 и

‖zs − t0‖Lp(Ωs) → 0 имеем ‖ũs − t0‖Lp(Ωs) → 0. В силу условия (∗1), утверждения (i) предложе-
ния 12 и указанных свойств последовательности {ũs} существует последовательность {ūs} ∈ H
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такая, что для любого s ∈ N имеем Fs(ūs) = Fs(ũs). Используя это, получаем неравенство
lim inf
s→∞

Fs(ũs) > λ. Вдобавок ввиду условия (∗2) имеем Gs(ũs) → ϕ(t0). Теперь ясно, что

lim inf
j→∞

(Fsj +Gsj )(usj ) > λ+ ϕ(t0). (2.19)

Далее, пусть t ∈ R. В силу условия (∗1), утверждения (ii) предложения 12 и включе-
ния {ws} ∈ H существует последовательность w̃s ∈ Us такая, что ‖w̃s−t‖Lp(Ωs) → 0 и для любо-
го s ∈ N имеем Fs(w̃s) = Fs(ws). Тогда из сходимости Fs̄k(ws̄k) → λ вытекает, что Fsj (w̃sj ) → λ,
а ввиду условия (∗2) имеем Gs(w̃s) → ϕ(t). Теперь ясно, что

(Fsj +Gsj )(w̃sj ) → λ+ ϕ(t). (2.20)

Пусть s ∈ N. Так как функция us минимизирует функционал Fs + Gs на множестве Us и
w̃s ∈ Us, то (Fs + Gs)(us) 6 (Fs + Gs)(w̃s). Используя это и соотношение (2.20), получаем
неравенство

lim sup
j→∞

(Fsj +Gsj )(usj ) 6 λ+ ϕ(t). (2.21)

Ввиду произвольности t ∈ R из (2.19) и (2.21) следует, что t0 есть точка минимума функ-
ции ϕ на R. Наконец, из неравенства (2.19) и неравенства (2.21) с t = t0 выводим, что
(Fsj +Gsj )(usj ) → λ+ ϕ(t0). �

З а м е ч а н и е. Легко видеть, что если выполняется условие (∗2) теоремы 4, то последо-
вательность {Gs} Γ-сходится к функции ϕ относительно последовательности {Us}.

Сформулируем две теоремы о выборе Γ-сходящихся подпоследовательностей.

Теорема 5. Пусть λ ∈ R, и пусть ψ : R → R — функция такая, что для любого t ∈ R

имеем ψ(t) = λ. Пусть выполняется условие (∗1) теоремы 4. Тогда существует возраста-

ющая последовательность {s̄k} ⊂ N такая, что последовательность {Fs̄k} Γ-сходится к

функции ψ относительно последовательности {Us}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно предложению 13 существуют возрастающая последо-
вательность {s̄k} ⊂ N и последовательность {ws} ∈ H такие, что Fs̄k(ws̄k) → λ. Пусть t ∈ R.
В силу условия (∗1) теоремы 4, утверждения (ii) предложения 12 и включения {ws} ∈ H су-
ществует последовательность w̃s ∈ Us такая, что ‖w̃s − t‖Lp(Ωs) → 0 и для любого s ∈ N имеем
Fs(w̃s) = Fs(ws). Тогда, учитывая сходимость Fs̄k(ws̄k) → λ и определение функции ψ, имеем
Fs̄k(w̃s̄k) → ψ(t). Далее, пусть имеем последовательность vs ∈ Us такую, что ‖vs− t‖Lp(Ωs) → 0.
Ввиду условия (∗1) теоремы 4 и утверждения (i) предложения 12 существует последователь-
ность {v̄s} ∈ H такая, что для любого s ∈ N имеем Fs(v̄s) = Fs(vs). Используя это, находим,
что lim inf

s→∞
Fs(vs) > λ = ψ(t). В силу изложенного последовательность {Fs̄k} Γ-сходится к

функции ψ относительно последовательности {Us}. �

Теорема 6. Предположим, что λ ∈ R и выполняются условия (∗1) и (∗2) теоремы 4.
Тогда существует возрастающая последовательность {s̄k} ⊂ N такая, что последователь-

ность {Fs̄k +Gs̄k} Γ-сходится к функции λ+ ϕ относительно последовательности {Us}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ψ : R → R — функция такая, что для любого t ∈ R

имеем ψ(t) = λ. Поскольку выполняется условие (∗1) теоремы 4, в силу теоремы 5 существует
возрастающая последовательность {s̄k} ⊂ N такая, что последовательность {Fs̄k} Γ-сходится
к функции ψ относительно последовательности {Us}. Отсюда и из условия (∗2) теоремы 4
выводим требуемое заключение. �

Теперь рассмотрим следствия теорем 3, 4 и 6 для случая, когда функционалы Fs и Gs

являются интегральными.
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Предположим, что measΩs → σ, где σ — положительное число. Пусть c1, c2 > 0, и пусть
имеется последовательность неотрицательных функций µs ∈ L1(Ωs) такая, что последова-
тельность норм ‖µs‖L1(Ωs) ограничена. Пусть для любого s ∈ N fs : Ωs × R

n → R — функция,
удовлетворяющая следующим условиям: для любого ξ ∈ R

n функция fs(·, ξ) измерима на Ωs;
для почти всех x ∈ Ωs функция fs(x, ·) выпукла на R

n; для почти всех x ∈ Ωs и любого ξ ∈ R
n

имеем
c1|ξ|

p − µs(x) 6 fs(x, ξ) 6 c2|ξ|
p + µs(x). (2.22)

Пусть также имеется последовательность функций gs ∈ Lp/(p−1)(Ωs) такая, что последователь-

ность норм ‖gs‖Lp/(p−1)(Ωs)
ограничена и

∫

Ωs

gs dx→ c, где c ∈ R. Предположим, что для любых

s ∈ N и v ∈W 1,p(Ωs)

Fs(v) =

∫

Ωs

fs(x,∇v)dx, Gs(v) =

∫

Ωs

(|v|p − gsv)dx. (2.23)

Пусть ϕ : R → R — функция такая, что для любого t ∈ R имеем ϕ(t) = σ|t|p − ct.
В силу (2.22) и первого из представлений (2.23) для любых s ∈ N и v ∈W 1,p(Ωs) имеем

c1

∫

Ωs

|∇v|pdx− ‖µs‖L1(Ωs) 6 Fs(v) 6 c2

∫

Ωs

|∇v|pdx+ ‖µs‖L1(Ωs). (2.24)

Кроме того, ввиду первого из представлений (2.23) справедлива импликация

s ∈ N, v ∈ Us, t ∈ R =⇒ Fs(v + t) = Fs(v). (2.25)

Заметим также, что в силу второго из представлений (2.23), сходимости measΩs → σ и свойств
функций gs справедливо следующее утверждение:

(A) для любого t ∈ R и любой последовательности vs ∈ Us такой, что ‖vs − t‖Lp(Ωs) → 0,
имеем Gs(vs) → ϕ(t).

Следствие 2. Пусть для любого s ∈ N us — функция в Us, минимизирующая функционал

Fs +Gs на множестве Us. Тогда существуют возрастающая последовательность {sj} ⊂ N

и число t0 ∈ R такие, что t0 есть точка минимума функции ϕ на R, ‖usj − t0‖L∞(Ωsj )
→ 0 и

(Fsj +Gsj )(usj ) → λ+ ϕ(t0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку последовательность норм ‖µs‖L1(Ωs) ограничена, су-
ществует число M > 0 такое, что для любого s ∈ N имеем ‖µs‖L1(Ωs) 6M . Тогда ввиду (2.24)
для любой последовательности {vs} ∈ H имеем lim inf

s→∞
Fs(vs) > −M . Следовательно, λ > −M .

Зафиксируем r ∈ Φ(a), и пусть для любого s ∈ N ws : Ωs → R — функция такая, что для лю-
бого x ∈ Ωs имеем ws(x) = r/s. Учитывая включение r ∈ Φ(a) и условие (C2), имеем {ws} ∈ H.
Поэтому λ 6 lim inf

s→∞
Fs(ws). Отсюда и из (2.24) вытекает, что λ 6 M . Таким образом, λ ∈ R.

Кроме того, в силу (2.25) и утверждения (A) выполняются условия (∗1) и (∗2) теоремы 4.
Покажем, что последовательность норм ‖us‖Lp(Ωs) ограничена. Действительно, пусть s ∈ N.
Используя (2.24), второе из представлений (2.23), неравенство Юнга и условие (C2), получаем
неравенства

p− 1

p
‖us‖

p
Lp(Ωs)

6 ‖gs‖
p/(p−1)

Lp/(p−1)(Ωs)
+M + (Fs +Gs)(us), (2.26)

(Fs +Gs)(ws) 6 ‖gs‖
p/(p−1)

Lp/(p−1)(Ωs)
+M + 2m2|r|

p. (2.27)

Поскольку функция us минимизирует функционал Fs +Gs на множестве Us и ws ∈ Us, имеем
(Fs + Gs)(us) 6 (Fs + Gs)(ws). Учитывая, что последовательность норм ‖gs‖Lp/(p−1)(Ωs) огра-
ничена, из последнего неравенства и неравенств (2.26) и (2.27) выводим, что норма ‖us‖Lp(Ωs)
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оценивается сверху числом, не зависящим от s. Значит, последовательность норм ‖us‖Lp(Ωs)

ограничена. Таким образом, выполняются все условия теоремы 4, из которой вытекает требу-
емое заключение. �

Следствие 3. Предположим, что ‖µs‖L1(Ωs) → 0. Пусть для любого s ∈ N us — функция

в Us, минимизирующая функционал Fs + Gs на множестве Us. Тогда ‖us − t0‖L∞(Ωs) → 0 и

(Fs +Gs)(us) → ϕ(t0), где t0 — единственная точка минимума функции ϕ на R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (2.24) и сходимости ‖µs‖L1(Ωs) → 0 для любой после-
довательности {vs} ∈ H имеем lim inf

s→∞
Fs(vs) > 0. Поэтому λ > 0. Зафиксируем r ∈ Φ(a),

и пусть {ws} — последовательность функций, определенных в доказательстве следствия 2.
Имеем {ws} ∈ H и, следовательно, λ 6 lim inf

s→∞
Fs(ws). Вдобавок ввиду (2.24) и сходимости

‖µs‖L1(Ωs) → 0 имеем lim sup
s→∞

Fs(ws) 6 0. Поэтому λ 6 0. Отсюда и из установленной вы-

ше неотрицательности λ выводим, что λ = 0. Легко также видеть, что Fs(ws) → 0. Значит,
выполняется условие (∗1) теоремы 3. Кроме того, в силу (2.25) выполняется условие (∗2) тео-
ремы 3, а ввиду строгой выпуклости функции ϕ и утверждения (A) выполняется условие (∗3)
теоремы 3. Наконец, согласно изложенному в доказательстве следствия 2 последовательность
норм ‖us‖Lp(Ωs) ограничена. Таким образом, выполняются все условия теоремы 3, из которой
вытекает требуемое заключение. �

Следствие 4. Существует возрастающая последовательность {s̄k} ⊂ N такая, что по-

следовательность {Fs̄k +Gs̄k} Γ-сходится к функции λ+ ϕ относительно последовательно-

сти {Us}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу изложенного в доказательстве следствия 2 имеем λ ∈ R.
Кроме того, ввиду (2.25) и утверждения (A) выполняются условия (∗1) и (∗2) теоремы 4. Таким
образом, выполняются все условия теоремы 6, из которой вытекает требуемое заключение. �
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