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ИМПУЛЬСНАЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ИГРА СО СМЕШАННЫМ

ОГРАНИЧЕНИЕМ НА ВЫБОР УПРАВЛЕНИЯ ПЕРВОГО ИГРОКА1

В.И.Ухоботов, И.В.Изместьев

Рассматривается линейная дифференциальная игра, в которой первый игрок имеет как импульсное

управление, так и управление, стесненное геометрическим ограничением. Возможности первого игрока

определяются запасом ресурсов, который он может использовать при формировании своего импульсного

управления. В отдельные моменты времени возможно отделение части запаса ресурсов, что может при-

вести к “мгновенному” изменению фазового вектора; это усложняет задачу. Управление второго игрока

стеснено геометрическим ограничением. Вектограммы игроков описываются одним и тем же шаром с раз-

ными радиусами, зависящими от времени. Терминальным множеством в игре является шар с заданным

радиусом. Цель первого игрока заключается в том, чтобы в заданный момент времени привести фазо-

вый вектор на терминальное множество. Цель второго игрока противоположна. Найдены необходимые и

достаточные условия встречи с терминальным множеством в заданный момент времени. Построены со-

ответствующие управления игроков, которые гарантируют достижение поставленных перед ними целей.

Приведено решение примера, иллюстрирующего теорию.
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V. I.Ukhobotov, I. V. Izmest’ev. Impulse differential game with a mixed constraint on the

choice of the control of the first player.

We consider a linear differential game in which the first player can choose both an impulse control and a

control subject to a geometric constraint. The first player can use a prescribed amount of resource to form

the impulse control. Portions of this amount can be separated at certain times, thus producing “instantaneous”

changes of the state vector and complicating the problem. The control of the second player is subject to a

geometric constraint. The vectograms of the players are described by the same ball with different time-dependent

radii. The terminal set is a ball with fixed radius. The aim of the first player is to bring the state vector to the

terminal set at a given time. The aim of the second player is opposite. Necessary and sufficient conditions for

meeting the terminal set at the given time are found, and the corresponding controls of the players guaranteeing

the achievement of their goals are constructed. A solution of an example illustrating the theory is given.
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Введение

К задачам импульсного управления сводятся задачи управления механическими систе-
мами переменного состава, когда в отдельные моменты времени может отделяться конечное
количество реактивной массы [1]. Если на механическую систему воздействуют неконтролиру-
емые силы, о которых известны только области их возможных значений, то задача управления
может быть рассмотрена в рамках теории дифференциальных игр.

Анализ задач импульсного управления усложняется тем, что траектории управляемой си-
стемы могут быть разрывными.

Н.Н.Красовским (см. [2]) предложен метод решения игровых задач преследования, осно-
ванный на принципе поглощения областей достижимости. Возможность применения этого ме-
тода к задачам импульсного управления рассматривалась, например, в работах [3;4]. В статье
[4] приводится пример импульсной “мягкой” встречи двух управляемых материальных точек,
когда первый игрок не может поддерживать требуемое включение областей достижимости, а

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 18-01-00264_а).
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также обсуждается вопрос о возможности применения метода динамического программиро-
вания к задачам импульсной встречи. В публикации [5] этот метод применяется при решении
конкретных задач импульсной встречи.

В работе [6] доказана теорема об альтернативе для дифференциальных игр с импульсными
управлениями в предположении, что целевые координаты вектора состояния меняются непре-
рывно. В [7;8] исследуются задачи импульсного управления в условиях неполной информации
о фазовом состоянии, в [9;10] — задачи группового преследования при импульсных ограниче-
ниях на управления. В статьях [11–13] рассматриваются линейные дифференциальные игры
преследования, в которых используемые импульсные управления выражаются при помощи
дельта-функции Дирака. В работах [14–16] при построении импульсного управления игроков
применяются процедуры корректировки управлений, причем в каждый момент коррекции
управление строится как решение некоторой проблемы моментов. В работе [17] импульсные
дифференциальные игры изучаются в рамках теории выживаемости (viability theory).

Важным классом дифференциальных игр являются такие задачи, когда в правой части
уравнений стоит только сумма управлений первого и второго игроков, значения которых при-
надлежат шарам с радиусами, зависящими от времени. Для таких однотипных игр в случае,
если терминальное множество является шаром заданного радиуса, в работе [18] построен аль-
тернированный интеграл, а в [19] построены оптимальные позиционные стратегии игроков.

В [20] рассматривается дифференциальная игра этого класса, в которой на управление
первого игрока наложено импульсное ограничение.

В настоящей статье рассмотрена однотипная дифференциальная игра, в которой первый
игрок обладает как импульсным управлением, так и управлением, стесненным геометрическим
ограничением.

1. Постановка задачи

Рассматривается дифференциальная игра

ż = −c(t)φ̇(t)w − a(t)u+ b(t)v, t ≤ p, z ∈ R
n. (1.1)

Здесь c : (−∞, p] → R+ — непрерывная функция; a : (−∞, p] → R+ и b : (−∞, p] → R+ —
суммируемые на каждом отрезке из полуоси (−∞, p] функции. Посредством R+ обозначено
множество неотрицательных чисел.

Управлением первого игрока является тройка функций [15, с. 74] φ(t) ∈ R, w(t, z) ∈ R
n,

u(t, z) ∈ R
n. На выбор функции φ(t) накладывается импульсное ограничение [1]

µ(t) = µ(t0)−

t
∫

t0

|dφ(r)| ≥ 0,

где t0 < p — начальный момент времени, µ(t0) ≥ 0 — начальный запас ресурсов, который
первый игрок сможет использовать при формировании функции φ(t). Произвольные функции
w : (−∞, p]× R

n → R
n, u : (−∞, p]× R

n → R
n удовлетворяют геометрическим ограничениям

‖w(t, z)‖ = 1, ‖u(t, z)‖ ≤ 1. (1.2)

Здесь ‖ · ‖ — норма в R
n.

Управлением второго игрока является произвольная функция v : (−∞, p] × R
n → R

n,
удовлетворяющая ограничению

‖v(t, z)‖ ≤ 1. (1.3)
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При выборе функции φ(t) первый игрок может в отдельные моменты времени осуществ-
лять ее коррекцию [15, с. 74], которая производится следующим образом. Он выбирает мо-
менты коррекций t0 = τ0 < τ1 < . . . < τl = p. В момент времени τi, зная реализовавши-
еся z(τi) ∈ R

n и µ(τi) ≥ 0, он выбирает абсолютно–непрерывную неубывающую функцию
φi : [τi, τi+1] → R и число ∆i ≥ 0 такие, что

µ(t) = µ(τi)−∆i −

t
∫

ti

φ̇i(r)dr ≥ 0, τi < t ≤ τi+1. (1.4)

Движение системы (1.1), порожденное выбранными управлениями (1.2) и (1.3), определя-
ется на отрезке [τi, τi+1] с помощью ломаных.

Возьмем разбиение ω с диаметром d(ω):

ω : τi = t(0) < t(1) < . . . < t(k+1) = τi+1, d(ω) = max
0≤j≤k

(t(j+1) − t(j)). (1.5)

Построим ломаную
zω(t

(0)) = z(τi)−∆ic(τi)w(τi, z(τi)) = z(τi + 0),

zω(t) = zω(t
(j))−

( t
∫

t(j)

c(r)φ̇i(r)dr

)

w(t(j), z(t(j)))

−

( t
∫

t(j)

a(r)dr

)

u(t(j), zω(t
(j))) +

( t
∫

t(j)

b(r)dr

)

v(t(j), zω(t
(j))) (1.6)

при t(j) ≤ t ≤ t(j+1), j = 0, k.
Семейство ломаных (1.6) на отрезке [τi, τi+1] является [15, с. 46] равномерно ограниченным

и равностепенно непрерывным. Следовательно, они удовлетворяют условиям теоремы Арце-
ла [21, с. 236]. Под движением z(t) на отрезке [τi, τi+1] будем понимать равномерный предел
последовательности ломаных zωk

(t), у которых диаметр разбиения (1.5) стремится к нулю.
Изменение запаса ресурсов µ(t) определяется формулой (1.4).

Отметим, что так определенное движение z(t) на отрезке [τi, τi+1] может быть не единствен-
ным. Стало быть, множество значений z(τs) в каждый момент коррекции τs может содержать
несколько точек. Считаем, что первый игрок по своему усмотрению выбирает в момент кор-
рекции τs точку z(τs) и о своем выборе сообщает второму игроку.

В ходе коррекций φ первый игрок не меняет остальные свои управления w(t, z) и u(t, z).
Второй игрок также не может корректировать свое управление v(t, z).

Задано число ε ≥ 0. Цель первого игрока заключается в том, чтобы вектор

z(p + 0) = z(p)−∆c(p)w

при некотором числе ∆ ∈ [0, µ(p)] и векторе w ∈ R
n с ‖w‖ = 1 удовлетворял неравенству

‖z(p + 0)‖ ≤ ε. Цель второго игрока противоположна.
Cформулированную цель первого игрока можно записать в виде неравенства

‖z(p)‖ ≤ ε+ µ(p)c(p). (1.7)

2. Предположения и формулировка основных результатов

Введем в рассмотрение функцию

m(t) = max
t≤τ≤p

c(τ), t ≤ p. (2.1)
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Эта функция является непрерывной и удовлетворяет условию монотонности m(t1) ≤ m(t2)
при t2 ≤ t1 ≤ p.

Обозначим

q0 = inf

{

t < p : ε ≥ max
t≤τ≤p

p
∫

τ

(b(r)− a(r))dr

}

. (2.2)

Теорема 1. Для начального момента времени t0 = θ, q0 ≤ θ < p из начального со-

стояния z(t0) = z ∈ R
n, µ(t0) = µ ≥ 0 первый игрок может гарантировать выполнение

неравенства (1.7) тогда и только тогда, когда

‖z‖ ≤ m(θ)µ+ ε−

p
∫

θ

(b(r)− a(r))dr. (2.3)

Рассмотрим случай, когда q0 > −∞. Тогда из (2.2) следует равенство

ε =

p
∫

q0

(b(r)− a(r))dr. (2.4)

Далее, существует последовательность чисел νk < q0, νk → q0 такая, что

p
∫

νk

(b(r)− a(r))dr > 0, k ≥ 1. (2.5)

Предположение 1. Существует набор чисел θ0 = q0, θi+1 < θi, i ≥ 0 такой, что объ-

единение промежутков (θi+1, θi] при i ≥ 0 совпадает с полуосью (−∞, q0] и для каждого i ≥ 0
для почти всех r ∈ (θi+1, θi) выполнено одно из условий: b(r) ≥ a(r), либо a(r) > b(r).

Из этого предположения и из формул (2.4) и (2.5) следует, что a(r) ≤ b(r) для почти всех
r ∈ [θ1, q0]. Обозначим q1 = θ1 и

q2 = inf

{

t < q1 : min
t≤τ≤q1

q1
∫

τ

(a(r)− b(r))dr ≥ 0

}

. (2.6)

Если q2 > −∞, то
q1
∫

q2

(a(r)− b(r))dr = 0 (2.7)

и существует последовательность чисел νk < q2, νk → q2 такая, что

q1
∫

νk

(a(r)− b(r))dr < 0. (2.8)

Из предположения 1 и из формул (2.7) и (2.8) следует, что a(r) ≤ b(r) для почти всех r ∈ [θs, q2]
при некотором s > 1. Положим q3 = θs.

Продолжая эти рассуждения, определим индукцией по i ≥ 1 конечный или бесконечный
набор чисел qi следующим образом. Пусть i = 2j − 1 и qi > −∞, j ≥ 1. Определим число qi+1

формулой (2.6) с заменой в ней q1 на qi. Если qi+1 > −∞, то выполнены формулы (2.7) и (2.8)
с заменой в них q1 на qi и q2 на qi+1. Поэтому a(r) ≤ b(r) для почти всех r ∈ [θs, qi+1] при
некотором s > 1. Положим qi+2 = θs.
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Таким образом, построен набор чисел qi, i ≥ 0 такой, что

a(r) ≤ b(r) для почти всех r ∈ [q2j+1, q2j ], j ≥ 0, (2.9)

q2j+1
∫

τ

(a(r)− b(r))dr ≥ 0 при q2j+2 ≤ τ ≤ q2j+1 и

q2j+1
∫

q2j+2

(a(r)− b(r))dr = 0, j ≥ 0. (2.10)

Предположение 2. При всех t < q0 выполнено неравенство m(t) > 0.

Предположение 3. Существует набор чисел ν0 = q0, νi+1 < νi, i ≥ 0 такой, что объ-

единение промежутков (νi+1, νi] при i ≥ 0 совпадает с полуосью (−∞, q0] и для каждого i ≥ 0
выполнено одно из условий: m(t) = c(t) при всех t ∈ [νi+1, νi] либо m(t) = m(νi) для любого

t ∈ [νi+1, νi].

Обозначим

η(t) =
b(t)− a(t)

m(t)
, ξ(t) = 0 при q2j+1 ≤ t < q2j, j ≥ 0; (2.11)

η(t) = 0, ξ(t) = a(t)− b(t) при q2j+2 ≤ t < q2j+1, j ≥ 0. (2.12)

Из формул (2.10) и (2.11) следует, что

qi
∫

qi+1

ξ(r)dr = 0 при всех i ≥ 0. (2.13)

Теорема 2. Для начального момента времени t0 = θ < q0 из начального состояния

z(t0) = z ∈ R
n, µ(t0) = µ ≥ 0 первый игрок может гарантировать выполнение неравен-

ства (1.7) тогда и только тогда, когда

‖z‖ ≤ m(θ)

(

µ−

q0
∫

θ

η(r)dr

)

+

q0
∫

θ

ξ(r)dr, µ ≥

q0
∫

θ

η(r)dr. (2.14)

Из (2.4) следует, что при θ = q0 неравенства (2.3) и (2.14) принимают следующий вид:

‖z‖ ≤ m(q0)µ. (2.15)

3. Вспомогательные результаты

Обозначим
ψ(z) =

z

‖z‖
при z 6= 0 и ψ(0) – любое с ‖ψ(0)‖ = 1. (3.1)

Лемма 1. Пусть заданы t∗ < ν ≤ p, µ(t∗) ≥ 0 и z(t∗) ∈ R
n. Управление второго игрока

v(t, z) = ψ(z), определяемое при t∗ ≤ t ≤ ν и z ∈ R
n формулой (3.1), из начального состояния

z(t∗) ∈ R
n и µ(t∗) ≥ 0 при любом управлении первого игрока, удовлетворяющем ограничени-

ям (1.2) и (1.4), обеспечивает для любого реализовавшегося состояния z(ν) и µ(ν) выполнение

неравенства

‖z(ν)‖ ≥ ‖z(t∗)‖ − (µ(t∗)− µ(ν))m(t∗) +

ν
∫

t∗

(b(r)− a(r))dr. (3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о приведено в [15, лемма 10.1]. �

Рассмотрим игру (1.1), в которой функция c(t) = 0, а именно

ż = −a(t)u+ b(t)v. (3.3)
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Лемма 2. Пусть заданы t∗ < ν ≤ p, ε∗ ≥ 0 и z∗ ∈ R
n, удовлетворяющие неравенствам

‖z∗‖ ≤ ε∗ −

ν
∫

t∗

(b(r)− a(r))dr, (3.4)

ε∗ ≥ max
t∗≤τ≤ν

ν
∫

τ

(b(r)− a(r))dr. (3.5)

Тогда управление первого игрока u(t, z) = ψ(z), определяемое при t∗ ≤ t ≤ ν и z ∈ R
n фор-

мулой (3.1), из начального состояния z(t∗) = z∗ при любом управлении (1.3) второго игрока

обеспечивает для любого реализовавшегося движения z(t) системы (3.3) выполнение неравен-

ства ‖z(ν)‖ ≤ ε∗.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В работе [15, теорема 8.1] показано, что управление u(t, z) =
ψ(z) обеспечивает выполнение неравенства

‖z(ν)‖ ≤ max

{

max
t∗≤τ≤ν

ν
∫

τ

(b(r)− a(r))dr; ‖z∗‖+

ν
∫

t∗

(b(r)− a(r))dr

}

.

Отсюда и из неравенства (3.4) и (3.5) следует, что ‖z(ν)‖ ≤ ε∗. �

Лемма 3. Пусть заданы t∗ < q ≤ p, ε∗ ≥ 0, µ∗ ≥ 0, δ ≥ 0 и z∗ ∈ R
n такие, что

‖z∗‖ ≤ m(t∗)(µ∗ − δ) + ε∗ −

q
∫

t∗

(b(r)− a(r))dr, µ∗ ≥ δ, (3.6)

ε∗ ≥ max
t∗≤τ≤q

q
∫

τ

(b(r)− a(r))dr. (3.7)

Тогда первый игрок, выбирая функции w(t, z) = u(t, z) = ψ(z), определяемые при t∗ ≤ t ≤ q и

z ∈ R
n формулой (3.1), и используя не более трех моментов коррекций t∗ = τ0 ≤ τ1 ≤ τ2 = q,

может обеспечить при любом управлении (1.3) второго игрока выполнение неравенств

‖z(q)‖ ≤ m(q)(µ(q)− δ) + ε∗, µ(q) ≥ δ. (3.8)

Здесь z(t) и µ(t) —любая реализация движения системы (1.1) с начальными условиями z(t∗) =
z∗, µ(t∗) = µ∗.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть m(t∗) = m(q). Первый игрок выбирает моменты коррек-
ции τ0 = t∗, τ1 = q, функцию φ(t) = 0 при t∗ ≤ t ≤ q и число ∆0 = 0. Тогда согласно формуле
(1.4) µ(q) = µ∗ ≥ δ. Из неравенств (3.6) и (3.7) следуют неравенства (3.4) и (3.5) при

t∗ = t∗, ν = q, ε∗ = m(q)(µ(q)− δ) + ε∗.

Согласно лемме 2 будет выполнено первое неравенство в (3.8).
Пусть m(t∗) > m(q). Тогда из (2.1) следует, что m(t∗) = c(θ) при некотором t∗ ≤ θ < q.
Рассмотрим случай, когда θ = t∗. Первый игрок выбирает τ0 = t∗, τ1 = q, φ(t) = 0 при

t∗ ≤ t ≤ q.
Пусть

‖z∗‖ ≤ ε∗ −

q
∫

t∗

(b(r)− a(r))dr. (3.9)
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Первый игрок берет ∆0 = 0. Тогда µ(q) = µ∗ ≥ δ. Из неравенств (3.7) и (3.9) следуют нера-
венства (3.4) и (3.5) при t∗ = t∗, ν = q, ε∗ = ε∗. Применяя лемму 2, получим неравенство
‖z(q)‖ ≤ ε∗, из которого следует требуемое неравенство (3.8).

Пусть неравенство (3.9) не выполнено. Первый игрок берет

0 ≤ ∆0 =
1

c(t∗)

(

‖z∗‖ − ε∗ +

q
∫

t∗

(b(r)− a(r))dr

)

≤ µ∗ − δ.

Тогда µ(q) = µ∗ −∆0 ≥ δ и

‖z(t∗ + 0)‖ = ‖z∗ −∆0c(t
∗)ψ(z∗)‖ = ε∗ −

q
∫

t∗

(b(r)− a(r))dr.

Стало быть, при t∗ = t∗, ν = q, ε∗ = ε∗ и z∗ = z(t∗ + 0) выполнены неравенства (3.4) и (3.5).
Применяя лемму 2, получим неравенство ‖z(q)‖ ≤ ε∗, из которого следует неравенство (3.8).

Рассмотрим теперь случай, когда t∗ < θ < q. Первый игрок выбирает τ0 = t∗, τ1 = θ,
τ2 = q, φ(t) = 0 при t∗ ≤ t ≤ θ и ∆0 = 0. Тогда µ(θ) = µ∗ ≥ δ. Из неравенства (3.6) следует
неравенство (3.4) при

t∗ = t∗, ‖z(t∗)‖ = ‖z∗‖, ν = θ, ε∗ = c(θ)(µ∗ − δ) + ε∗ −

q
∫

θ

(b(r)− a(r))dr.

Покажем, что выполнено неравенство (3.5). Возьмем любое число t∗ ≤ τ ≤ θ. Тогда, используя
неравенство (3.7), будем иметь, что

ε∗ ≥ ε∗ −

q
∫

θ

(b(r)− a(r))dr ≥

θ
∫

τ

(b(r)− a(r))dr.

Применяя лемму 2, получим, что

‖z(θ)‖ ≤ c(θ)(µ(θ)− δ) + ε∗ −

q
∫

θ

(b(r)− a(r))dr, µ(θ) ≥ δ.

Далее управление первого игрока строится так же, как и в разобранном выше случае θ= t∗.�

4. Доказательство теорем 1 и 2

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Пусть начальное состояние q0 ≤ t0 < p, z(t0) ∈ R
n,

µ(t0) ≥ 0 таково, что при θ = t0, z = z(t0) и µ = µ(t0) выполнено неравенство (2.3). Тогда,
учитывая определение числа q0 (2.2), получим неравенства (3.6) и (3.7) при z∗ = z(t0), t

∗ = t0,
q = p, ε∗ = ε, µ∗ = µ(t0) и δ = 0. Применяя лемму 3, получим, что первый игрок сможет осуще-
ствить неравенства (3.8). Из этих неравенств, учитывая, что m(p) = c(p), получим требуемое
неравенство (1.7).

Пусть неравенство (2.3) не выполнено. Второй игрок выбирает управление v(t, z) = ψ(z),
которое определяется формулой (3.1) при t0 ≤ t ≤ p и z ∈ R

n. Применим лемму 1 при t∗ = t0
и ν = p. Из неравенства (3.2) получим, что

‖z(p)‖ ≥ ‖z(t0)‖ − (µ(t0)− µ(p))m(p) +

p
∫

t0

(b(r)− a(r))dr.
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Отсюда, учитывая, что m(p) = c(p), получим неравенство ‖z(p)‖ > ε+ µ(p)c(p). �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Возьмем число qi+1 ≤ θ < qi при i ≥ 0, вектор z ∈ R
n

и число µ ≥ 0, которые удовлетворяют неравенствам (2.14). Покажем, что первый игрок смо-
жет построить свое управление, стесненное ограничениями (1.2) и (1.4), таким образом, чтобы
при любом управлении (1.3) второго игрока любое реализовавшееся на отрезке [θ, qi] движе-
ние с начальным условием z(θ) = z, µ(θ) = µ в момент времени qi удовлетворяло неравен-
ству (2.14).

Из формул (2.11)–(2.13) получим, что если qi+1 ≤ θ < qi и i = 2j + 1 при j ≥ 0, то
неравенства (2.14) принимают следующий вид:

‖z‖ ≤ m(θ)

(

µ−

q0
∫

qi

η(r)dr

)

−

qi
∫

θ

(b(r)− a(r))dr, (4.1)

µ ≥

q0
∫

qi

η(r)dr. (4.2)

Если qi+1 ≤ θ < qi и i = 2j при j ≥ 0, то неравенство (2.14) записывается одним неравенством

‖z‖ ≤ m(θ)

(

µ−

q0
∫

θ

η(r)dr

)

. (4.3)

Из неравенств (4.1)–(4.3), используя равенства (2.10), получим, что при θ = qi для любого
i ≥ 0 неравенства (2.14) записываются одним неравенством

‖z‖ ≤ m(qi)

(

µ−

q0
∫

qi

η(r)dr

)

. (4.4)

Пусть qi+1 ≤ θ < qi и i = 2j+1 при j ≥ 0, z ∈ R
n и µ ≥ 0 удовлетворяют неравенствам (4.1),

(4.2). Тогда при

t∗ = θ, q = qi, µ∗ = µ, ε∗ = 0, δ =

q0
∫

qi

η(r)dr

выполнены неравенства (3.6). Из первого неравенства в (2.10) следует неравенство (3.7). При-
меняя лемму 3, получим, что первый игрок сможет обеспечить выполнение неравенств (3.8).
Стало быть, для z = z(qi), µ = µ(qi) будет выполнено неравенство (4.4).

Пусть qi+1 ≤ θ < qi, i = 2j при j ≥ 0, z ∈ R
n и µ ≥ 0 удовлетворяют неравенству (4.3). Из

формулы (2.9) следует, что b(r) ≥ a(r) для почти всех θ ≤ r ≤ qi. Далее, из формул (2.11) и
(2.12) получим равенство

q0
∫

θ1

η(r)dr =

θ2
∫

θ1

b(r)− a(r)

m(r)
dr +

q0
∫

θ2

η(r)dr при θ ≤ θ1 < θ2 ≤ qi. (4.5)

Используя предположение 3, построим числа θ = τ0 < τ1 < . . . < τf = qi такие, что для
каждого s = 0, f − 1 верно одно из утверждений: m(τs) = m(τs+1) или m(r) = c(r) при всех
τs ≤ r ≤ τs+1. Первый игрок выбирает эти числа в качестве моментов коррекций и берет
управления w(t, z) = u(t, z) = ψ(z).

Опишем правило, по которому выбираются числа ∆s ≥ 0 и функции φs : [τs, τs+1] → R в
момент коррекции τs.



Импульсная дифференциальная игра со смешанным ограничением 217

Из неравенства (4.3) следует, что при s = 0 выполнено неравенство

‖z(τs)‖ ≤ m(τs)

(

µ(τs)−

q0
∫

τs

η(r)dr

)

. (4.6)

Допустим, что неравенство (4.6) выполнено при s = 0, f − 1.

Пусть m(τs) = m(τs+1). Тогда согласно формуле (2.1) m(r) = m(τs+1) при τs ≤ r ≤ τs+1.
Из (4.5) и (4.6) получим, что

‖z(τs)‖ ≤ m(τs+1)

(

µ(τs)−

q0
∫

τs+1

η(r)dr

)

−

τs+1
∫

τs

(b(r)− a(r))dr, µ(τs) ≥

q0
∫

τs+1

η(r)dr. (4.7)

Из этих неравенств следует неравенство (3.4) при

t∗ = τs, ν = τs+1, ε∗ = m(τs+1)

(

µ(τs)−

q0
∫

τs+1

η(r)dr

)

, z∗ = z(τs).

Поскольку b(r) ≥ a(r) для почти всех τs ≤ r ≤ τs+1, то неравенство (3.5) принимает следующий
вид:

ε∗ −

τs+1
∫

τs

(b(r)− a(r))dr ≥ 0.

Это неравенство следует из (4.7).

Первый игрок берет число ∆s = 0 и функцию φs(r) = 0 при τs ≤ r ≤ τs+1. Тогда µ(τs+1) =
µ(τs). Применяя лемму 2, получим, что неравенство (4.6) выполнено при s+ 1.

Пусть m(r) = c(r) при τs ≤ r ≤ τs+1. Первый игрок выбирает

∆s =
‖z(τs)‖

c(τs)
, φs(t) =

t
∫

τs

b(r)− a(r)

m(r)
dr. (4.8)

Из неравенства (4.6) и из первой формулы в (4.8) следует, что

∆s ≤ µ(τs)−

q0
∫

τs

η(r)dr ≤ µ(τs).

Отсюда и из формул (1.4), (4.5) и (4.8) имеем, что

µ(τs+1) = µ(τs)−∆s −

τs+1
∫

τs

b(r)− a(r)

m(r)
dr ≥

q0
∫

τs+1

η(r)dr. (4.9)

Далее, из формул (3.1) и (4.8) следует, что

‖z(τs + 0)‖ = ‖z(τs)−∆sc(τs)ψ(z(τs))‖ = 0.

Подставим функцию φs(t) (4.8) в уравнение движения (1.1) при w = u = ψ(z). Получим

ż = −b(t)ψ(z) + b(t)v.
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Применим лемму 2 при t∗ = τs, ν = τs+1, ‖z∗‖ = ‖z(τs + 0)‖ = 0, ε∗ = 0 и a(r) = b(r) при
τs ≤ r ≤ τs+1. Получим ‖z(τs+1)‖ = 0. Отсюда и из неравенства (4.9) следует, что при s + 1
неравенство (4.6) выполнено.

Положим в (4.6) s = f . Получим, что для z = z(qi), µ = µ(qi) требуемое неравенство (4.4)
выполнено.

Принимая θ = qi и проводя предыдущие рассуждения, получим, что неравенство (4.4)
будет выполнено для qi−1, z(qi−1) и µ(qi−1). Стало быть, при i = 0 для z = z(q0), µ = µ(q0)
будет выполнено неравенство (2.15). Согласно теореме 1 первый игрок сможет осуществить
выполнение неравенства (1.7).

Рассмотрим теперь задачу о построении управления второго игрока. Возьмем число qi+1 ≤
θ < qi при i ≥ 0, вектор z ∈ R

n и число µ ≥ 0, для которых хотя бы одно из неравенств
(2.14) не выполнено. Покажем, что управление v(t, z) = ψ(z) гарантирует второму игроку
то, что при любом управлении первого игрока, стесненном ограничениями (1.2) и (1.4), любое
реализовавшееся на отрезке [θ, qi] движение с начальным условием z(θ) = z, µ(θ) = µ в момент
времени qi не удовлетворяет неравенству (4.4).

Пусть qi+1 ≤ θ < qi, i = 2j + 1 при j ≥ 0, z ∈ R
n и µ ≥ 0 таковы, что хотя бы одно из

неравенств (4.1) и (4.2) не выполнено. Если не выполнено второе неравенство, то не выполнено
неравенство

µ(qi) ≥

q0
∫

qi

η(r)dr. (4.10)

Поэтому неравенство (4.4) при z = z(qi) и µ = µ(qi) не будет выполнено.
Пусть не выполнено неравенство (4.1). Тогда, применяя лемму 1, получим неравенство

‖z(qi)‖ > m(θ)

(

µ(qi)−

q0
∫

qi

η(r)dr

)

.

Отсюда и из неравенства m(θ) ≥ m(qi) следует, что если неравенство (4.10) выполнено, то
неравенство (4.4) при z = z(qi) и µ = µ(qi) не выполнено.

Пусть qi+1 ≤ θ < qi, i = 2j при j ≥ 0, z ∈ R
n и µ ≥ 0 таковы, что неравенство (4.4) не

выполнено. В работе [15, лемма 7.3, с. 39–41] показано, что

qi
∫

θ

b(r)− a(r)

m(r)
dr = sup

ω

l
∑

s=0

1

m(ts)

ts+1
∫

ts

(b(r)− a(r))dr,

где ω — произвольный набор чисел θ = t0 < t1 < . . . < tl+1 = qi. Поэтому существует такой
набор чисел, что при f = 0 выполнено неравенство

‖z(tf )‖ > m(tf )(µ(tf )−Bf ). (4.11)

Здесь при f = 0, l обозначено

Bf =

l
∑

s=f

1

m(ts)

ts+1
∫

ts

(b(r)− a(r))dr +

q0
∫

qi

η(r)dr. (4.12)

Пусть неравенство (4.11) выполнено при некотором 0 ≤ f ≤ l. Покажем, что оно выполнено
при f + 1. Если µ(tf+1) < Bf+1, то неравенство (4.11) выполнено при f + 1.

Пусть µ(tf+1) ≥ Bf+1. Применяя лемму 1, из неравенств (3.2) и (4.11) получим, что

‖z(tf+1)‖ > m(tf )(µ(tf+1)−Bf ) +

tf+1
∫

tf

(b(r)− a(r))dr.
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Отсюда и из формулы (4.12) следует, что

‖z(tf+1)‖ > m(tf )(µ(tf+1)−Bf+1) ≥ m(tf+1)(µ(tf+1 −Bf+1).

Положим в (4.11) f = l + 1. Получим, что неравенство (4.4) при z = z(qi) и µ = µ(qi) не
выполнено.

При i = 0 получим неравенство ‖z(q0)‖ > µ(q0)m(q0). Согласно теореме 1 управление
v(t, z) = ψ(z) гарантирует невыполнение неравенства (1.7). �

5. Пример

Группа из N точек переменного состава преследует точку переменного состава. Их движе-
ние описывается уравнением Мещерского [1, с. 28]

ẍi = g +
ṁi(t)

mi(t)
ui, i = 1, N + 1.

Здесь xi ∈ R
n; ui — вектор относительной скорости отделяющихся частиц; mi(t) — масса в

момент времени t; g ∈ R
n —постоянный вектор.

Ситуация, когда на i-ю точку переменного состава наряду с управляемой реактивной силой
действует постоянная сила, равная mi(t)g, возникает при рассмотрении ее движения, напри-
мер, вблизи поверхности Луны, где отсутствует атмосферное сопротивление.

Заданы числа λi 6= 0, i = 1, N . Цель первого игрока, который управляет точками xi,
i = 1, N , заключается в том, чтобы осуществить неравенство

∥

∥

∥

N
∑

i=1

λixi(p)− xN+1(p)
∥

∥

∥
≤ ε. (5.1)

Здесь p > 0 и ε > 0 — заданные числа. Цель второго игрока, который управляет точкой xN+1,
противоположна.

Считаем, что законы изменения реактивных масс mi(t) для i = 2, N + 1 заданы. Управле-
ниями являются относительные скорости ui, ограниченные по норме. Для этих точек уравне-
ния движения примут вид

ẍi = g − fi(t)ui, ‖ui‖ ≤ βi, i = 2, N + 1. (5.2)

Здесь функции fi(t) ≥ 0 и числа βi > 0 —заданы.

Обозначим через M неизменяемую часть массы точки x1. Положим φ(t) = ln(M/m1(t)).
Тогда φ̇(t) = −ṁ1(t)/m1(t). Поскольку m1(t) убывает, то φ̇(t) ≥ 0. Уравнение движения точки
x1 принимает вид

ẍ1 = g − φ̇(t)u1. (5.3)

Условие неперерасхода топлива m1(t) ≥M запишем неравенством

µ(t) = ln
m1(t)

M
≥ 0. (5.4)

Считаем, что наряду с непрерывным изменением массы m1(t) в отдельные моменты вре-
мени τ может происходить мгновенное отделение конечного количества массы 0 ≤ m1(τ) −
m1(τ + 0). Это приводит к мгновенному изменению скорости [1, с. 85–87]

ẋ1(τ + 0) = ẋ1(τ) + ln
m1(τ + 0)

m1(τ)
u1(τ).
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Учитывая обозначение (5.4), перепишем это равенство:

ẋ1(τ + 0) = ẋ1(τ)−∆u1(τ), ∆ = µ(τ)− µ(τ + 0) ≥ 0. (5.5)

Считаем, что ‖u1‖ = β1 = const.
Введем новую переменную

z = (p − t)2
(

N
∑

i=1

λi − 1
)g

2
− xN+1 − (p − t)ẋN+1 +

N
∑

i=1

λi(xi + (p− t)ẋi). (5.6)

Неравенство (5.1) будет выполнено тогда и только тогда, когда ‖z(p)‖ ≤ ε. Далее, из уравнений
движения (5.2) и (5.3) и из формулы (5.6) получим, что выполнены уравнения (1.1), в которых

c(t) = (p− t)|λ1|β1, w =
sign λ1
β1

u1; b(t) = (p − t)βN+1fN+1(t), v =
1

βN+1
uN+1;

a(t) = (p − t)a∗(t), u =

N
∑

i=2

λifi(t)

a∗(t)
ui, где a∗(t) =

N
∑

i=2

|λi|βifi(t). (5.7)

Из соотношений (5.5) следует формула для определения z(τi + 0) в (1.6).
Из формул (5.7) получим, что управления игроков, решающие поставленные перед ними

задачу, определяются как

u1(t, x1, . . . , xN+1) = β1ψ(z)sign λ1, uN+1(t, x1, . . . , xN+1) = βN+1ψ(z),

N
∑

i=2

λifi(t)

a∗(t)
ui(t, x1, . . . , xN+1) = ψ(z).

Рассмотрим случай, когда тяги fi(t) = const, i = 2, N + 1. В этом случае из (5.7) получим,
что

c(t) = (p − t)c, b(t) = (p− t)b, a(t) = (p− t)a, (5.8)

где постоянные c > 0, b > 0, a > 0. Будем считать, что b > a. Тогда из (2.1) и (2.2) получим,
что

m(t) = (p− t)c, q0 = p−

√

2ε

b− a
. (5.9)

Отметим, что функции (5.8) и (5.9) удовлетворяют условиям, сформулированным в пред-
положениях 1–3.

Считаем, что начальный момент t0 = 0. Тогда если p ≤
√

2ε/(b − a), то q0 ≤ t0. В этом
случае условия (2.3) примут вид ‖z(0)‖ ≤ pcµ(0)+ε− (b−a)p2/2. Если ‖z(0)‖ ≤ ε− (b−a)p2/2,
то первый игрок выбирает ∆0 = 0 и φ0(t) = 0 при 0 ≤ t ≤ p. Если ‖z(0)‖ > ε− (b− a)p2/2, то
первый игрок выбирает

∆0 =
‖z(0)‖ − ε+ (b− a)p2/2

pc
и φ0(t) = 0 при 0 ≤ t ≤ p.

Пусть p >
√

2ε/(b − a). Тогда из формул (2.11), (5.8) и (5.9) получим, что

η(t) =
b− a

c
, ξ(t) = 0 при t < p−

√

2ε

b− a
.

Поэтому условия (2.14) примут вид

‖z(0)‖ ≤ pc
(

µ(0)−
(b− a)p−

√

2ε(b− a)

c

)

, µ(0) ≥
(b− a)p −

√

2ε(b − a)

c
.

Из формул (4.8) следует, что первый игрок выбирает

∆0 =
‖z(0)‖

pc
и φ̇(t) =

b− a

c
при 0 ≤ t ≤ p−

√

2ε

b− a
.

Стало быть, первая точка движется с постоянной тягой.
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