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Рассматриваются дифференциальные уравнения и управляемые системы с импульсным воздействи-

ем, зависящие от случайных параметров. Стохастическое поведение данных объектов выражается в том,

что длины интервалов θk между моментами импульсов τk , k = 0, 1, . . . , являются случайными величи-

нами и размеры импульсов также зависят от случайных воздействий. Основным объектом исследования

выступает управляемая система

ẋ = f(t, x, u), t 6= τk ,

∆x
∣

∣

t=τk
= g(x,wk, vk),

зависящая от случайных параметров θk = τk+1 − τk и vk, k = 0, 1, . . . . На множестве Σ всех возможных

последовательностей
(

(θ0, v0), . . . , (θk , vk), . . .
)

определена вероятностная мера µ. В качестве допустимых

управлений u = u(t) берем всевозможные ограниченные измеримые функции со значениями в компакт-

ном множестве U ⊂ Rm; вектор wk также является управлением, влияющим на поведение системы в

моменты времени τk . Рассматривается множество M =
{

(t, x) : t ∈ [0,+∞), x ∈ M(t)
}

, заданное функци-

ей t 7→ M(t), непрерывной в метрике Хаусдорфа. Основными результатами работы являются достаточные

условия устойчивости по Ляпунову и асимптотической устойчивости множества M, выполненные с веро-

ятностью единица. Показано, что исследование устойчивости множества с помощью метода функций

Ляпунова можно свести к исследованию устойчивости нулевого решения соответствующего дифференци-

ального уравнения. Также изучается асимптотическое поведение решений дифференциальных уравнений

с импульсным воздействием, зависящих от случайных параметров. Получены условия, при которых реше-

ния уравнений обладают свойствами устойчивости по Ляпунову и асимптотической устойчивости, выпол-

ненными для всех значений случайного параметра и выполненными с вероятностью единица. Результаты

работы проиллюстрированы на примерах вероятностной модели популяции, подверженной промыслу и

модели конкуренции двух видов с импульсным воздействием.
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устойчивость по Ляпунову, асимптотическая устойчивость.

L. I. Rodina. On asymptotic properties of solutions of control systems with random parameters.

Differential equations and control systems with impulse action and random parameters are studied. These

objects are characterized by stochastic behavior: the lengths θk of the intervals between the times of the impulses

τk, k = 0, 1, . . ., are random variables and the magnitudes of the impulses also depend on random actions. The

basic object of research is the control system

ẋ = f(t, x, u), t 6= τk ,

∆x
∣

∣

t=τk
= g(x,wk, vk),

which depends on random parameters θk = τk+1 − τk and vk, k = 0, 1, . . .. A probability measure µ is defined

on the set Σ of all possible sequences
(

(θ0, v0), . . . , (θk , vk), . . .
)

. Admissible controls u = u(t) are bounded

measurable functions with values in a compact set U ⊂ Rm, and the vector wk is also a control affecting the

behavior of the system at the times τk. We consider the set M =
{

(t, x) : t ∈ [0,+∞), x ∈ M(t)
}

defined by

the function t 7→ M(t), which is continuous in the Hausdorff metric. The main result of the paper is sufficient

conditions for the Lyapunov stability and asymptotic stability of the set M with probability one. It is shown

that the stability analysis of a set by means of the method of Lyapunov functions can be reduced to studying the

stability of the zero solution of the corresponding differential equation. We also study the asymptotic behavior

of solutions of differential equations with impulse action and random parameters. Conditions are obtained

under which the solutions possess the Lyapunov stability and asymptotic stability for all values of the random

parameter and with probability one. The results are illustrated by a probability model of a population subject

to harvesting and by a model of competition of two kinds with impulse action.
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Введение

Исследуются дифференциальные уравнения и управляемые системы с импульсным воз-
действием, зависящие от случайных параметров. Стохастический характер данных оъектов
проявляется в том, что длины интервалов между моментами импульсов τk, k = 0, 1, . . . , и
размеры импульсного воздействия суть независимые случайные величины с заданными функ-
циями распределения. Один из примеров таких объектов — уравнение с импульсами, моде-
лирующее динамику популяции, подверженной промыслу; здесь предполагаем, что изменение
размера популяции (равное размеру промысловых заготовок) в моменты τk, а также и сами эти
моменты зависят от различных воздействий внешней среды, поэтому динамика популяции опи-
сывается уравнением со случайными параметрами. Другой пример — вероятностная модель,
описывающая динамику популяций с типовой или возрастной структурой, в которой предпо-
лагается, что переход из одного типа или класса в другой носит скачкообразный характер и
осуществляется в случайные моменты времени τk. Кроме моделей популяционной динамики,
данными уравнениями и системами можно описать различные экономические модели; здесь
случайными величинами могут являться размеры и моменты продаж товара; управляющее
воздействие — это рекламное воздействие на покупателей. Отметим, что в детерминирован-
ном случае, когда моменты τk и величины импульсов фиксированы, данные модели описаны
в работах [1–5], исследование вероятностных моделей начато в [6; 7].

В данной статье изучается асимптотическое поведение решений дифференциальных урав-
нений и управляемых систем со случайными параметрами, рассматриваются различные дина-
мические режимы данных объектов. Получены условия, при которых решение дифференци-
ального уравнения является устойчивым по Ляпунову, асимптотически устойчивым и устойчи-
вым с вероятностью единица. Показано, что для управляемых систем при определенных усло-
виях возникает ситуация, когда заданное множество M устойчиво с вероятностью единица, но
не является устойчивым в классическом смысле. Результаты работы проиллюстрированы на
примерах вероятностной модели популяции, подверженной промыслу и модели конкуренции
двух видов с импульсным воздействием.

1. Описание вероятностной модели

Рассматривается вероятностная модель, заданная управляемой системой со случайными
параметрами

ẋ = f(t, x, u), t 6= τk,

∆x
∣∣
t=τk

= g(x,wk, vk), k = 0, 1, . . . ,
(1.1)

где t ∈ R+
.
= [0,+∞), x ∈ R

n, vk ∈ Ω1. В качестве допустимых управлений u = u(t) бе-
рем всевозможные ограниченные измеримые функции со значениями в компактном множе-
стве U ⊂ R

m; вектор wk также является управляющим воздействием, влияющим на поведение
системы в моменты времени t = τk и принимает значения в компактном множестве W ⊂ R

p.

Предполагаем, что функция (t, x, u) → f(t, x, u) непрерывна, для каждого vk ∈ Ω1 функция
(x,wk) → g(x,wk, vk) также непрерывна и решения системы (1.1) непрерывны слева.

В модели (1.1) моменты τk, k = 0, 1, . . . являются моментами скачков для системы с им-
пульсным воздействием; это могут быть моменты появления новой генерации для изолиро-
ванной популяции или моменты промысловых заготовок для популяции, подверженной про-
мыслу. Предполагаем, что длины θk = τk+1 − τk интервалов (τk, τk+1), k = 0, 1, . . . , явля-
ются независимыми случайными величинами со значениями в множестве Ω0 = [α0, β0], где
0 < α0 6 β0 < +∞, и величина скачка g в момент τk зависит от случайного параметра vk ∈ Ω1,

поэтому все параметры принадлежат множеству Ω = Ω0 × Ω1, причем любое из множеств Ω0

или Ω1 может содержать только один элемент. В частном случае, когда все множество Ω со-
стоит из одного элемента, вероятностная модель совпадает с детерминированной, поэтому она
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является обобщением детерминированной модели. Дополнительно можно предполагать, что
при t ∈ (τk, τk+1) функция f зависит от случайного параметра γk ∈ Ω2, тогда Ω = Ω0×Ω1×Ω2;
этот случай здесь не будем рассматривать, чтобы не усложнять обозначения.

Определим вероятностное пространство (Σ,A, µ) как прямое произведение вероятностных
пространств (Σ0,A0, µ0) и (Σ1,A1, µ1). Здесь Σ0 означает множество числовых последователь-
ностей θ = (θ0, θ1, . . . , θk, . . . ), где θk ∈ Ω0, система множеств A0 является наименьшей сигма-
алгеброй, порожденной цилиндрическими множествами

Ek
.
= {θ ∈ Σ0 : θ0 ∈ I0, . . . , θk ∈ Ik}, где Ii

.
= (ti, si], i = 0, 1, . . . , k,

а вероятностная мера µ0 определена следующим образом. Для каждого промежутка Ii, i =
= 0, 1, . . . , определим вероятностную меру µ̃0(Ii) = F (si)− F (ti) с помощью функций распре-
деления F (t). На алгебре цилиндрических множеств построим меру

µ̃0(Ek) = µ̃0(I0) · µ̃0(I1) · . . . · µ̃0(Ik),

тогда в силу теоремы А.Н.Колмогорова (см., например, [8, с. 176]) на измеримом простран-
стве (Σ0,A0) существует единственная вероятностная мера µ0, которая является продолжени-
ем меры µ̃0 на сигма-алгебру A0.

Далее, пусть задано множество Ω1 с сигма-алгеброй подмножеств Ã1, на которой опреде-
лена вероятностная мера µ̃1. Обозначим через Σ1 множество последовательностей

Σ1
.
= {v : v = (v0, . . . , vk, . . . ), vk ∈ Ω1},

через A1 обозначим наименьшую сигма-алгебру, порожденную цилиндрическими множествами

Dk
.
= {v ∈ Σ1 : v0 ∈ A0, . . . , vk ∈ Ak}, где Ai ∈ Ã1, i = 0, 1, . . . , k,

определим меру µ̃1(Dk) = µ̃1(A0)µ̃1(A1) . . . µ̃1(Ak) и меру µ1 как продолжение меры µ̃1 на
сигма-алгебру A1.

Отметим, что Σ = Σ0 × Σ1 = {σ : σ = (ω0, ω1, . . . , ωk, . . . )}, где ωk = (θk, vk) ∈ Ω. Зададим
сигма-алгебру A = A0 × A1 и меру µ = µ0 × µ1, которая является прямым произведением
вероятностных мер µ0 и µ1. Это означает, что µ(A × B) = µ0(A)µ1(B) для всех A ∈ A0,

B ∈ A1.

2. Асимптотические свойства решений уравнения

со случайными параметрами

Рассмотрим вероятностное пространство (Σ,A, µ), построенное в предыдущем разделе, и
дифференциальное уравнение с импульсным воздействием

ż = q(t, z), t 6= τk,

∆z
∣∣
t=τk

= ℓ(z, vk), k = 0, 1, . . . ,
(2.2)

где (t, z, vk) ∈ R+×R×Ω1. Предполагаем, что функция (t, z) → q(t, z) определена и непрерывна
вместе с производной q′z(t, z) на множестве (0,∞)×R; для каждого v ∈ Ω1 функция z → ℓ(z, v)
непрерывно дифференцируемая и функция z → ℓ(z, v) + z неубывающая. Решения уравне-
ния (2.2) предполагаем непрерывными слева.

Исследуются условия, при которых решения (2.2) обладают свойствами устойчивости по
Ляпунову и асиптотической устойчивости, выполненными для всех значений случайного па-
раметра и выполненными с вероятностью единица. Полученные результаты представляют са-
мостоятельный интерес, а также служат для исследования поведения решений управляемой
системы со случайными параметрами.
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Уравнению (2.2) поставим в соответствие вспомогательное детерминированное уравнение

ż = q(t, z), t 6= kθ,

∆z
∣∣
t=kθ

= ℓ(z, v), k = 0, 1, . . . ,
(2.3)

где (t, z) ∈ R+×R, (θ, v) ∈ Ω = Ω0×Ω1. Отметим, что уравнение (2.3) можно рассматривать как
частный случай уравнения со случайными параметрами (2.2) при фиксированном значении
σ = ((θ, v), (θ, v), . . . ) ∈ Σ.

Обозначим через ϕ(t, z0) решение уравнения ż = q(t, z), удовлетворяющее начальному усло-
вию ϕ(0, z0) = z0. Пусть ω = (θ, v) ∈ Ω. Введем в рассмотрение функцию

H(ω, z) = H(θ, v, z)
.
= ℓ

(
ϕ(θ, z), v

)
+ ϕ(θ, z).

Отметим, что если для любого z ∈ R решение ϕ(t, z) продолжаемо на полуось R+, то для
каждого ω ∈ Ω функция z → H(ω, z) определена и непрерывна вместе со своей производной
H ′

z(ω, z) для всех z ∈ R; это следует из непрерывной дифференцируемости функции z → ℓ(z, v)
и теоремы о дифференцируемости решений уравнения ż = q(t, z) по начальным условиям.

Пусть z(t, σ, z0) является решением уравнения (2.2), удовлетворяющим начальному усло-
вию z(0, σ, z0) = z0.

О п р е д е л е н и е 1. Решение z(t, σ, z∗) уравнения (2.2) назовем устойчивым по Ляпу-

нову равномерно относительно множества Σ̃ ⊆ Σ, если для любого ε > 0 существует такое
δ = δ(ε, Σ̃) > 0, что для всякого σ ∈ Σ̃ решение z(t, σ, z0) уравнения (2.2) такое, что |z0−z∗| < δ,

удовлетворяет неравенству |z(t, σ, z0)− z(t, σ, z∗)| < ε для всех t ∈ R+.

О п р е д е л е н и е 2. Решение z(t, σ, z∗) уравнения (2.2) назовем асимптотически устой-

чивым равномерно относительно множества Σ̃, если оно устойчиво по Ляпунову равномерно
относительно Σ̃ и существует ∆ > 0 такое, что для всякого σ ∈ Σ̃ решение z(t, σ, z0) уравне-
ния (2.2) такое, что |z0 − z∗| < ∆, удовлетворяет условию lim

t→∞
|z(t, σ, z0)− z(t, σ, z∗)| = 0.

Обозначим через O∆(z∗) = (z∗ −∆, z∗ +∆) окрестность точки z∗ радиусом ∆ > 0.

Теорема 1. Предположим, что существует z∗ ∈ R такое, что q(t, z∗) = 0 для всех

t ∈ R+ и ℓ(z∗, v) = 0 для всех v ∈ Ω1. Тогда

1. Если найдется ∆ > 0 такое, что sup
ω∈Ω

∣∣H ′
z(ω, z)

∣∣ 6 1 для всех z ∈ O∆(z∗), то решение

z(t, σ, z∗) ≡ z∗ уравнения (2.2) устойчиво по Ляпунову равномерно относительно Σ.

2. Если lim
z→z∗

sup
ω∈Ω

∣∣H ′
z(ω, z)

∣∣ < 1, то решение z(t, σ, z∗) ≡ z∗ асимптотически устойчиво

равномерно относительно множества Σ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если q(t, z∗) = 0 для всех t ∈ R+, то уравнение ż = q(t, z) имеет
решение ϕ(t, z∗) ≡ z∗. Далее, поскольку ℓ(z∗, v) = 0 для всех v ∈ Ω1, то z(t, σ, z∗) ≡ z∗ является
решением уравнения (2.2) для любого σ ∈ Σ. Для каждого ω ∈ Ω найдем

H(ω, z∗) = H(θ, v, z∗)
.
= ℓ

(
ϕ(θ, z∗), v

)
+ ϕ(θ, z∗) = z∗.

Рассмотрим разностное уравнение

zk+1 = H(ωk, zk), (ωk, zk) ∈ Ω× R, k = 0, 1, . . . , (2.4)

где ωk = (θk, vk). Обозначим через zk(σ, z0) решение уравнения (2.4), удовлетворяющее началь-
ному условию z0(σ, z0) = z0, z0 ∈ R. Покажем, что

z(τk, σ, z0) = zk(σ, z0) для всех σ ∈ Σ, k = 0, 1, . . . . (2.5)
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Действительно, z(τ0, σ, z0) = z0(σ, z0) = z0 для всех σ ∈ Σ. Пусть равенство (2.5) верно при
некотором k ∈ N, тогда

z(τk+1, σ, z0) = ϕ
(
θk, z(τk, σ, z0)

)
+ ℓ

(
ϕ(θk, z(τk, σ, z0)), vk

)

= ϕ
(
θk, zk(σ, z0)

)
+ ℓ

(
ϕ(θk, zk(σ, z0)), vk

)
= H(ωk, zk(σ, z0)) = zk+1(σ, z0).

В силу леммы 1 работы [9] из первого условия теоремы следует, что положение равнове-
сия z∗ уравнения (2.4) является устойчивым по Ляпунову равномерно относительно множе-
ства Σ. Это означает, что для любого ε > 0 найдется такое δ = δ(ε) > 0, что для всякого
σ ∈ Σ решение zk(σ, z0) уравнения (2.4) такое, что |z0 − z∗| < δ, удовлетворяет неравенству
|zk(σ, z0)− z∗| < ε для всех k = 0, 1, . . . . Следовательно, |z(τk, σ, z0)− z∗| < ε для любого σ ∈ Σ
при всех k = 0, 1, . . . . Поскольку Ω0 = [α0, β0] и 0 < α0 6 β0 < ∞, то устойчивость по Ляпуно-
ву решения z(t, σ, z∗) ≡ z∗ уравнения (2.2), равномерная относительно множества Σ, следует
из теоремы о непрерывной зависимости решений дифференциального уравнения ż = q(t, z) от
начальных условий.

Второе утверждение теоремы получаем аналогично, при помощи теоремы 1 работы [9]. �

О п р е д е л е н и е 3. Решение z(t, σ, z∗) уравнения (2.2) назовем устойчивым по Ля-

пунову с вероятностью единица (асимптотически устойчивым с вероятностью единица),
если существует множество Σ̃ ⊆ Σ такое, что µ(Σ̃) = 1 и z(t, σ, z∗) устойчиво по Ляпунову
(асимптотически устойчиво) равномерно относительно множества Σ0.

У с л о в и е 1. Пусть Ω0 = [α0, β0], где 0 6 α0 6 β0 < +∞. Кроме того, если α0 = 0,
то существуют постоянные a > 0, b > 0 и c > 0 такие, что для функции распределения F (t)
случайных величин θ0, θ1, . . . имеет место неравенство

F (t) 6 bta при t ∈ (0, c). (2.6)

Если α0 = 0 и выполнено (2.6), то найдется множество Σ̃0 ⊂ Σ0 такое, что µ(Σ̃0) = 1 и
для любого σ ∈ Σ̃0 точки τk = τk(σ), k = 0, 1, . . . , изолированы (см. лемму 19.1 работы [10]).
Понятно, что если α0 > 0, то точки τk(σ) изолированы при любом σ ∈ Σ0.

Буквой M будем обозначать математическое ожидание случайной величины. Доказатель-
ство следующего утверждения аналогично доказательству теоремы 1 и использует теорему 2
работы [9].

Теорема 2. Пусть выполнено условие 1 и существует z∗ ∈ R такое, что q(t, z∗) = 0 для

всех t ∈ R+ и ℓ(z∗, v) = 0 для всех v ∈ Ω1. Если найдется ∆ > 0 такое, что

M
(
ln sup

z∈O∆(z∗)

∣∣H ′
z(ω, z)

∣∣
)
< 0,

то решение z(t, σ, z∗) ≡ z∗ уравнения (2.2) асимптотически устойчиво с вероятностью еди-

ница.

3. О существовании асимптотически устойчивых решений

в вероятностной модели популяции, подверженной промыслу

Рассмотрим модель популяции, подверженной промыслу, когда моменты промысловых за-
готовок и размеры этих заготовок являются случайными величинами. Предполагаем, что при
отсутствии эксплуатации развитие популяции описывается уравнением ż = z(1 − z) и в слу-
чайные моменты времени τk некоторая доля биомассы vk изымается из популяции. Таким
образом, мы рассматриваем эксплуатируемую популяцию, динамика которой задана диффе-
ренциальным уравнением с импульсным воздействием

ż = z(1− z), t 6= τk,

∆z
∣∣
t=τk

= −vkz, k = 0, 1, . . . ,
(3.7)
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где (z, vk) ∈ R+× Ω1. Предполагаем, что длины интервалов θk = τk+1 − τk между моментами
заготовок τk и доли заготовок vk, k = 0, 1, . . . являются независимыми случайными величина-
ми, все θ0, θ1, . . . принимают значения в множестве Ω0 = [α0, β0] ⊂ (0,∞) и имеют одинаковое
распределение F ; v0, v1, . . . принадлежат отрезку Ω1 = [α1, β1] ⊂ (0, 1) и имеют одинаковое
распределение G. Таким образом, Ω = [α0, β0] × [α1, β1], ωk = (θk, vk) ∈ Ω, k = 0, 1, . . . . Веро-
ятностное пространство (Σ,A, µ) определим так же, как в первом разделе.

Пусть начальный объем биомассы популяции равен z0, найдем ϕ(t, z0) — решение уравне-
ния ż = z(1− z), удовлетворяющее начальному условию ϕ(0, z0) = z0 :

ϕ(t, z0) =
z0e

t

z0(et − 1) + 1
.

Выпишем функцию H(ω, z), заданную равенством (2):

H(ω, z) = H(θ, v, z)
.
= ℓ

(
ϕ(θ, z), v

)
+ ϕ(θ, z) =

zeθ(1− v)

z(eθ − 1) + 1
.

Обозначим через Θ и Ψ независимые случайные величины с распределениями F и G соот-
ветственно.

Предложение 1. Имеют место следующие утверждения:
1. Если eβ0(1 − α1) 6 1, то решение z(t, σ, 0) ≡ 0 уравнения (3.7) устойчиво по Ляпунову

равномерно относительно множества Σ.
2. Если eβ0(1− α1) < 1, то решение z(t, σ, 0) ≡ 0 уравнения (3.7) асимптотически устой-

чиво равномерно относительно Σ.
3. Если eβ0(1 − α1) > 1, но MΘ + M ln(1 − Ψ) < 0, то z(t, σ, 0) ≡ 0 асимптотически

устойчиво с вероятностью единица (при этом µ(Σ̃) = 1, но Σ̃ 6= Σ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Отметим, что для всех z > 0 выполнены равенства

sup
ω∈Ω

∣∣H ′
z(ω, z)

∣∣ = sup
ω∈Ω

∣∣H ′
z(ω, 0)

∣∣ = sup
ω∈Ω

(
eθ(1− v)

)
= eβ0(1− α1),

поэтому первое и второе утверждения следуют из теоремы 1. Далее, так как

M
(
ln sup

z>0

∣∣H ′
z(ω, z)

∣∣
)
= M ln

(
eΘ(1−Ψ)

)
= MΘ+M ln(1−Ψ), (3.8)

то третье утверждение является следствием теоремы 2. �

4. Устойчивые по Ляпунову и асимптотически устойчивые множества

управляемой системы со случайными параметрами

Рассмотрим управляемую систему с импульсным воздействием (1.1). Поставим в соответ-
ствие системе ẋ = f(t, x, u) дифференциальное включение

ẋ ∈ F (t, x), (4.9)

где для каждой фиксированной точки (t, x) ∈ R+ × R
n множество F (t, x) состоит из всех

предельных значений функции f
(
ti, xi, U

)
при (ti, xi) → (t, x). Предполагаем, что при фикси-

рованных (t, x) множество F (t, x) непусто, выпукло и компактно и функция (t, x) → F (t, x)
полунепрерывна сверху.

Рассмотрим множество M =
{
(t, x) : t ∈ R+, x ∈ M(t)

}
, заданное функцией t 7→ M(t),

непрерывной в метрике Хаусдорфа. Введем следующие обозначения:

Or(x0) = {x ∈ R
n : |x− x0| 6 r}, M r(t) = M(t) +Or(0), N r(t) = M r(t) \M(t);
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построим множество N
r = {(t, x) : t ∈ R+, x ∈ N r(t)}.

О п р е д е л е н и е 4 (см. [11] ). Скалярная функция V (t, x) называется функцией Ля-

пунова (относительно множества M), если функция (t, x) → V (t, x) локально липшицева и
удовлетворяет следующим условиям:

1) V (t, x) = 0 для всех (t, x) ∈ M;
2) V (t, x) > 0 для некоторого r > 0 и всех (t, x) ∈ N

r.

Функция Ляпунова V (t, x) называется определенно положительной, если для любого ε ∈
∈ (0, r) найдется такое δ > 0, что V (t, x) > δ для всех

(t, x) 6∈ M
ε .
=

{
(t, x) : t ∈ R+, x ∈ M ε(t)

}
.

О п р е д е л е н и е 5. Для локально липшицевой функции V (t, x) обобщенной производ-

ной в точке (t, x) ∈ R+×R
n по направлению вектора d = (1, p), p ∈ R

n (производной Ф. Кларка
[12, c. 17]) называется предел

V o(t, x; p)
.
= lim sup

(ε,y)→(0+0,x)

V (t+ ε, y + εp)− V (t, y)

ε
,

а выражения V o
min(t, x)

.
= inf

p∈F (t,x)
V o(t, x; p), V o

max(t, x)
.
= sup

p∈F (t,x)
V o(t, x; p) называются нижней

и верхней производными функции V в силу дифференциального включения (4.9).

О п р е д е л е н и е 6. Множество M назовем устойчивым по Ляпунову равномерно от-
носительно множества Σ̃ ⊆ Σ, если для любого ε > 0 найдется такое δ = δ(ε, Σ̃) > 0, что для
любого решения ϕ(t, σ, x0) системы (1.1) из условия x0 ∈ N δ(0) следует, что (t, ϕ(t, σ, x0)) ∈ Mε

при всех t ∈ R+, σ ∈ Σ0.

Пусть ̺(x,M)
.
= inf

y∈M
|x− y| — расстояние от точки x до множества M в R

n.

О п р е д е л е н и е 7. Множество M назовем асимптотически устойчивым равномерно
относительно множества Σ̃ ⊆ Σ, если оно устойчиво по Ляпунову равномерно относительно Σ̃
и существует такое число r > 0, что для каждого решения ϕ(t, σ, x0), σ ∈ Σ̃, системы (1.1),
удовлетворяющего условию x0 ∈ N r(0), имеет место равенство lim

t→∞
̺
(
ϕ(t, σ, x0),M(t)

)
= 0.

Условия устойчивости по Ляпунову и асимптотической устойчивости множества M отно-
сительно систем с импульсным воздействием приведены в работах [13;14]. Далее мы исследуем
свойства устойчивости, выполненные с вероятностью единица.

О п р е д е л е н и е 8. Множество M назовем устойчивым по Ляпунову с вероятностью

единица (асимптотически устойчивым с вероятностью единица), если существует множе-
ство Σ̃ ⊆ Σ такое, что µ(Σ̃) = 1 и M устойчиво по Ляпунову (асимптотически устойчиво)
равномерно относительно множества Σ̃.

Теорема 3. Предположим, что существуют определенно положительная функция Ля-

пунова V (t, x) и функции q(t, z), ℓ(z, v) такие, что для всех (t, x) ∈ Mr, v ∈ Ω1 выполнены

неравенства

V o
max(t, x) 6 q

(
t, V (t, x)

)
, (4.10)

sup
w∈W

V
(
t, x+ g(x,w, v)

)
6 ℓ

(
V (t, x), v

)
+ V (t, x). (4.11)

Тогда если уравнение (2.2) имеет решение z(t, σ, 0) ≡ 0, устойчивое по Ляпунову с вероятно-

стью единица, то множество M устойчиво по Ляпунову с вероятностью единица.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для фиксированного σ ∈ Σ исследуем решение ϕ(t, σ, x0) си-
стемы (1.1), удовлетворяющее начальному условию ϕ(0, σ, x0) = x0, где x0 ∈ N δ(0). Рассмот-
рим функцию v(t) = V (t, ϕ(t, σ, x0)). Функция v(t) является липшицевой на каждом интер-
вале (τk, τk+1), k = 0, 1, . . . , в силу леммы 3 работы [11]; тогда по теореме Радемахера (см.
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[15, с. 234]), она дифференцируема при почти всех t. В точках дифференцируемости функ-
ции v(t) имеют место следующие неравенства (см. [11]): v̇(t) 6 V o

max

(
t, ϕ(t, σ, x0)

)
; поэтому из

(4.10) получаем, что v̇(t) 6 q(t, v(t)) на каждом интервале (τk, τk+1), k = 0, 1, . . . .
Пусть z(t) = z(t, σ, z0) является решением уравнения (2.2), удовлетворяющим начальному

условию z(0, σ, z0) = v(0). В силу (4.11) для любых w0 ∈ W и v0 ∈ Ω1 справедливы соотношения

v(0 + 0) = V
(
0 + 0, ϕ(0 + 0, σ, x0)

)
= V

(
0, ϕ(0, σ, x0) + g(ϕ(0, σ, x0), w0, v0)

)

6 ℓ
(
V (0, ϕ(0, σ, x0)), v0

)
+ V (0, ϕ(0, σ, x0)) = ℓ

(
v(0), v0

)
+ v(0)

= ℓ
(
z(0), v0

)
+ z(0) = z(0 + 0). (4.12)

Отметим, что ż(t) = q(t, z(t)) при t ∈ (τ0, τ1), где τ0 = 0, тогда v̇(t) 6 ż(t) при t ∈ (τ0, τ1).
Из этого неравенства, учитывая (4.12), в силу теоремы С.А.Чаплыгина [16] получаем, что
v(t) 6 z(t) для всех t ∈ [τ0, τ1]; следовательно, v(τ1) 6 z(τ1).

Далее аналогично (4.12), для любого v1 ∈ Ω1 выполнено неравенство

v(τ1 + 0) 6 ℓ
(
v(τ1), v1

)
+ v(τ1).

Поскольку для каждого v ∈ Ω1 функция z → ℓ(z, v) + z неубывающая, то из v(τ1) 6 z(τ1)
следует, что ℓ

(
v(τ1), v1

)
+ v(τ1) 6 ℓ

(
z(τ1), v1

)
+ z(τ1) = z(τ1 + 0). Таким образом, v(τ1 + 0) 6

z(τ1 + 0). Применяя далее теорему Чаплыгина на каждом из отрезков [τk, τk+1], k = 1, 2, . . . ,
получаем, что v(t) 6 z(t) для всех t ∈ [0,+∞).

Решение z(t, σ, 0) ≡ 0 устойчиво по Ляпунову с вероятностью единица, поэтому существует
множество Σ̃ ⊆ Σ такое, что µ(Σ̃) = 1 и z(t, σ, 0) устойчиво по Ляпунову равномерно относи-
тельно Σ̃. Аналогично доказательству теоремы 2 работы [17] получаем, что M устойчиво по
Ляпунову равномерно относительно множества Σ̃, т. е. устойчиво по Ляпунову с вероятностью
единица. �

Теорема 4. Предположим, что существуют определенно положительная функция Ля-

пунова V (t, x) и функции q(t, z), ℓ(z, v) такие, что для всех (t, x) ∈ Mr, v ∈ Ω1 выполнены

неравенства (4.10), (4.11). Тогда если уравнение (2.2) имеет решение z(t, σ, 0) ≡ 0, асимпто-

тически устойчивое с вероятностью единица, то множество M асимптотически устой-

чиво с вероятностью единица.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ϕ(t, σ, x0) является решением системы (1.1), удовлетво-
ряющим начальному условию ϕ(0, σ, x0) = x0, где x0 ∈ N r(0); v(t) = V (t, ϕ(t, σ, x0)). Из дока-
зательства теоремы 3 следует, что v(t) 6 z(t) для всех t ∈ [0,+∞).

Множество M устойчиво по Ляпунову с вероятностью единица в силу теоремы 3. Докажем,
что M асимптотически устойчиво с вероятностью единица. Пусть Σ̃ является подмножеством Σ
таким, что µ(Σ̃) = 1, и решение z(t, σ, 0) ≡ 0 уравнения (2.2) асимптотически устойчиво рав-
номерно относительно множества Σ̃. Если z(t) = z(t, σ, z0) → 0 при t → +∞, σ ∈ Σ̃, то из
неравенства 0 6 v(t) 6 z(t), t ∈ [0,+∞), следует, что v(t) → 0 при t → +∞. Покажем,
что lim

t→+∞
̺
(
ϕ(t, σ, x0),M(t)

)
= 0. Предположим, что это не так, тогда существуют постоян-

ная ε ∈ (0, r) и последовательность {tk}
∞
k=1 такие, что tk → +∞ и ̺

(
ϕ(tk, σ, x0),M(tk)

)
> ε.

Следовательно, (tk, ϕ(tk, σ, x0)) 6∈ M
ε, и, поскольку функция V определенно положительная,

найдется такое δ > 0, что V (tk, ϕ(tk, σ, x0)) > δ. Это противоречит тому, что для всех σ ∈ Σ̃
выполнено равенство lim

t→+∞
V (t, ϕ(t, σ, x0)) = lim

t→+∞
v(t) = 0. �

5. Асимптотическое поведение решений в вероятностной модели

конкуренции двух видов с импульсным воздействием

Отметим, что в детерминированном случае данная модель исследуется в работе [18]. Рас-
смотрим систему, представляющую собой конкуренцию двух видов, численности которых рав-
ны x1, x2. Каждый из видов размножается в соответствии с логистическим законом, а при
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встрече численность как одного, так и другого вида уменьшается. В случайные моменты вре-
мени τk на систему оказывается внешнее воздействие, в результате которого численности обоих
видов сокращаются. Предполагаем, что данная модель задана следующей системой:

{
ẋ1 = x1 − x21 − ax1x2, t 6= τk,

ẋ2 = x2 − x22 − bx1x2, t 6= τk,
(5.13)

∆x1|t=τk = −w1
kx1, ∆x2|t=τk = −w2

kx2, k = 0, 1, . . . . (5.14)

Здесь a > 0, b > 0 — коэффициенты межпопуляционного взаимодействия видов, причем оба
вида могут сосуществовать, если произведение этих коэффициентов ab < 1.

Предполагаем, что длины интервалов θk = τk+1−τk между моментами импульсного воздей-
ствия и доли заготовок w1

k, w
2
k, k = 0, 1, . . . , являются независимыми случайными величинами,

все θ0, θ1, . . . принимают значения в множестве Ω0 = [α0, β0] ⊂ (0,∞) и имеют распределе-
ние F ; w1

k ∈ [w11, w12] ⊂ (0, 1), w2
k ∈ [w21, w22] ⊂ (0, 1). Пусть Ω1 = [w11, w12]× [w21, w22], тогда

Ω = [α0, β0]× Ω1, ωk = (θk, w
1
k, w

2
k) ∈ Ω.

Исследуем условия, при которых множество M = {(t, x) : t ∈ R+, x = 0} является устойчи-
вым по Ляпунову и асимптотически устойчивым относительно системы (5.13), (5.14). Обозна-
чим через Θ и Ψ независимые случайные величины такие, что Θ имеет распределение F, рас-
пределение Ψ совпадает с распределением случайных величин vk = min(w1

k, w
2
k), k = 0, 1, . . . .

Предложение 2. Выполнены следующие утверждения:
1. Если eβ0

(
1−min(w11, w21)

)
6 1, то множество M устойчиво по Ляпунову равномерно

относительно множества Σ.
2. Если eβ0

(
1 −min(w11, w21)

)
< 1, то M асимптотически устойчиво равномерно отно-

сительно множества Σ.
3. Если MΘ+M ln(1−Ψ) < 0, то M асимптотически устойчиво с вероятностью единица.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В работе [18] показано, что решения системы (5.13), (5.14) неот-
рицательны при любых неотрицательных начальных условиях (x01, x

0
2); поэтому для исследо-

вания устойчивости множества M можно воспользоваться функцией Ляпунова V (x1, x2) =
x1 + x2, определенной на множестве R

2
+

.
= [0,+∞) × [0,+∞). Найдем производную функ-

ции V в силу системы (5.13) при (x1, x2) ∈ R
2
+: V o(x1, x2) = x1 + x2 − x21 − x22 − (a + b)x1x2.

Пусть c = min(a, b), d = max(a, b), тогда c2 6 cd = ab < 1, поэтому c ∈ (0, 1). Далее,

V o(x1, x2) 6 x1 + x2 − x21 − x22 − 2cx1x2 6 x1 + x2 −
c+ 1

2
(x1 + x2)

2

= V (x1, x2)−
c+ 1

2
V 2(x1, x2).

Оценим значение функции V (x+ g(x,w)) :

V (x+g(x,w)) = x1−w1x1+x2−w2x2 6 x1+x2−min(w1, w2)(x1+x2) = V (x1, x2)−vV (x1, x2),

где v = min(w1, w2). Таким образом, q(t, z) = z −
c+ 1

2
z2, ℓ(z, v) = −vz.

Решением уравнения ż = z−
c+ 1

2
z2, удовлетворяющим начальному условию ϕ(0, z0) = z0,

является функция ϕ(t, z0) =
z0e

t

c+ 1

2
z0(et − 1) + 1

, следовательно,

H(ω, z) = H(θ, v, z)
.
= ℓ

(
ϕ(θ, z), v

)
+ ϕ(θ, z) =

zeθ(1− v)
c+ 1

2
z(eθ − 1) + 1

.
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В силу теоремы 1 нужно найти

sup
ω∈Ω

∣∣H ′
z(ω, z)

∣∣ = sup
ω∈Ω

∣∣H ′
z(ω, 0)

∣∣ = sup
ω∈Ω

(
eθ(1− v)

)
= eβ0

(
1−min(w11, w21)

)
,

откуда получаем первое и второе утверждения предложения. Третье утверждение следует из
равенства (3.8). �
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